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摘要：　 研究了非稳态 Ｍａｘｗｅｌｌ 流体斜撞击轴向余弦振荡圆柱的斜驻点流动．首先，基于斜驻点流动特性，在柱面坐

标系下求得关于压力的二阶常微分方程，对压强进行修正，建立了非稳态 Ｍａｘｗｅｌｌ 流体在振荡圆柱上斜驻点流动的

边界层模型．接着，合理的相似变换将模型转化，使用 Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ 谱方法求得模型的数值解．结果表明，在贴近圆柱表

面的流体随着圆柱体做周期性运动；圆柱的曲率越大越会使在同一时刻同一位置处的流体质点的速度越大；相反，
非稳态参数及流体的记忆特性也会在更靠近圆柱壁面处阻碍流体流动．
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０　 引　 　 言

拉伸平板与拉伸圆柱体上的驻点流动现象因其在许多工程及科学领域的广泛应用而备受研究者关注，
在造纸、拉丝、玻璃吹制、聚合物挤压成型和铜线镀锡等工艺中具有重要意义［１⁃２］ ．Ｄｒａｚｉｎ 和 Ｒｉｌｅｙ［３］ 对倾斜驻

点流动问题及其重要应用进行了全面的描述．Ｐｏｚｒｉｋｉｄｉｓ［４］ 也详细讨论了斜驻点流动．当流体撞击拉伸圆柱

时，其流线与拉伸圆柱成锐角或钝角便会形成斜驻点流动．Ｗａｎｇ［５］ 是研究拉伸圆柱表面的驻点流动的先驱，
他引入了 Ｒｅｙｎｏｌｄｓ 数控制的一对耦合常微分方程将黏性边界层问题简化，从那时起，很多文献开始考虑圆

柱的平移及旋转运动．Ｗｅｉｄｍａｎ 等［６］和 Ｒａｈｉｍｉ 等［７］分析了黏性流体撞击圆柱的轴对称稳态斜驻点流动；Ａｂ⁃
ｂａｓｉ 等［８］研究了 Ｍａｘｗｅｌｌ 纳米材料在拉伸圆柱上的稳态斜驻点流动；Ｒａｈｉｍｉ 等［９］ 研究了垂直圆柱体受到斜

驻点流冲击时的混合对流换热稳态问题，并研究了流动斜度对某些特性的影响；Ｍａｂｏｏｄ 等［１０］ 考虑了存在热

辐射和化学反应下拉伸圆柱上的稳态倾斜驻点流动问题．Ｇｈａｆｆａｒｉ 等［１１］ 分析随时间振荡的平板上的二阶流

体的斜驻点流动问题．结合以上发展历程，具有振荡的轴向速度圆柱上的非稳态斜驻点流动还未见研究，这
更具有实际意义．

驻点流动因流体受到障碍物的阻碍产生驻点而得名．在驻点处流体速度为零，根据能量守恒原理，驻点

处压力达到最大．因此，如何更好地表示驻点流动中压力梯度具有不可估量的挑战．许多学者［１２⁃１７］ 在驻点流

动发展的过程中，从不考虑压力到修正压力项，再到消除压力项都提出了不同方法，推动着其在流体力学领

域的发展．其中 Ｈａｙａｔ 等［１８］根据驻点流动的边界层特性，使用已知的势流区压力梯度替代未知边界层内压力

梯度；Ｎａｄｅｅｍ 等［１９］通过压力的二阶混合偏导数相等，巧妙地消除了压力项；Ｔｏｏｋｅ 等［２０］ 和 Ａｓｈｒａｆ 等［２１］ 通过

Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ 原理得到了边界层内压强的表达式．在处理速度与压力的耦合项上，笔者探索出一种修正的获取压

力梯度的计算方法［２２⁃２３］，可以求解出 Ｍａｘｅｌｌ 流体在振荡圆柱上的倾斜驻点流场内的压力场．
许多物理问题的数学模型都是高度非线性耦合的偏微分方程，模型精确解很难获得．Ｈｉｅｍｅｎｚ［２４］ 首次得

到二维驻点流动在平板上的 Ｎａｖｉｅｒ⁃Ｓｔｏｋｅｓ 方程的精确解；Ｈｏｗａｒｔｈ［２５］ 和 Ｄａｖｅｙ［２６］ 将结果推广到不对称情况．
朱婧等［２７］也得到了平板上驻点流动的级数解．陈亚飞等［２８］对不可压缩黏性流体二维 Ｎａｖｉｅｒ⁃Ｓｔｏｋｅｓ 方程使用

有限元模拟获得数值解．王尕平等［２９］利用本征值和本征解的特性建立了数值求解方法．Ｗａｎｇ［５］ 首次获得纯

黏性流体在圆柱上的斜驻点流动的精确解．但对于复杂的黏弹性流体，还未见人研究．Ｍｏｔｓａ［３０］ 在 ２０１３ 年发

现了一种先将方程线性化，再进行解耦，最后利用 Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ 微分矩阵近似导数来获得模型的数值解的方

法———Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ 谱方法．它基于多项式插值的思想，使用 Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ 点划分区间，能够同时避免 Ｇｉｂｂｓ 现象

和 Ｒｕｎｇｅ 现象，简单有效，收敛速度快，求解复杂的非线性耦合系统具有较高的效率．基于 Ｇｈａｆｆａｒｉ 等［１１］ 和

Ｍａｊｅｅ 等［３１］的求解思想，我们选取 Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ 点的特殊格式对空间进行离散，时间采用向后差分格式对模型

进行求解．在特殊参数下，将现有结果与其他文献的结果进行对比，发现其具有良好的一致性．
基于以上分析，本文研究 Ｍａｘｗｅｌｌ 流体在轴向余弦振荡圆柱上的倾斜驻点流动问题．获得了一种求解压

强梯度的新颖的方法．引入相似变换对模型进行简化．采用 Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ 谱方法获得复杂偏微分方程的数值解．
绘制图形更直观地分析各物理参数对模型的影响，对实践能够产生指导意义．

１　 数 学 模 型

本文研究了二维不可压缩的黏弹性 Ｍａｘｗｅｌｌ 流体在半径为 Ｒ的圆柱上的非稳态斜驻点流动．圆柱的拉伸

速度为 Ｖｃ ＝ （ｕｃ，ｗｃ） ．图 １ 为斜驻点流动物理模型示意图．环境流体以速度 Ｖ∞ ＝ （ｕ∞ ，ｗ∞ ） 斜撞击圆柱形成

斜驻点流动，在圆柱的中心处建立坐标系原点，平行圆柱体轴向方向建立 ｘ轴，径向方向建立 ｒ轴．流体在 ｒ ＞
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Ｒ的区域运动．ｕ，ｗ分别为流体在 ｘ方向和 ｒ 方向上的速度分量．基于以上假设，柱面坐标系下 Ｍａｘｗｅｌｌ 流体的

轴对称斜驻点流动控制方程为
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其中 ρ 为流体密度，λ １ 为 Ｍａｘｗｅｌｌ 流体的松弛时间， ν 为流体的运动黏度，ｐ 为流场压力，ｔ 为时间．

图 １　 斜驻点流动模型
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根据圆柱的运动特征及斜驻点流动特性，考虑无滑移的流动边界条件为

　 　
ｗ ｒ ＝ Ｒ ＝ ｗｃ ＝ ｃｘ ＋ Ｕ０ｃｏｓ（Ωｔ）， ｕ ｒ ＝ Ｒ ＝ ｕｃ ＝ ０，
ｗ ｒ→∞ ＝ ｗ∞ ＝ ２ａｘ ＋ ｂｒ， ｕ ｒ→∞ ＝ ｕ∞ ＝ － ａｒ，{ （３）

其中 ａ，ｂ，ｃ 为正常数，且量纲为 ｓ－１，下角标 ｃ 代表圆柱外壁， Ω 为圆柱随时间振荡的频率，Ｕ０ 为拉伸圆柱的

振幅．
将方程（３）代入方程（２），获得外部势流的动量方程为

　 　 － ａｂｒ ＋ （２ａｘ ＋ ｂｒ）２ａ ＋ １
ρ

∂ｐ
∂ｘ

＋
λ １

ρ
（２ａｘ ＋ ｂｒ） ∂２ｐ

∂ｘ２
＝ ν ｂ

ｒ
， （４）

这是一个关于压力的二阶常微分方程．令 ∂ｐ ／ ∂ｘ ＝ Ｐ， 方程（４）简化为

　 　 － ａｂｒ ＋ （２ａｘ ＋ ｂｒ）２ａ ＋ １
ρ

Ｐ ＋
λ １

ρ
（２ａｘ ＋ ｂｒ） ∂Ｐ

∂ｘ
＝ ν ｂ

ｒ
， （５）

求解方程（５），可得

　 　 ∂ｐ
∂ｘ

＝ νρ ｂ
ｒ

－ ４ρａ２

１ ＋ ２ａλ １
ｘ －

ρａｂ － ２ρａ２ｂλ １

１ ＋ ２ａλ １
ｒ， （６）

由于 ｒ ～ Ｏ（δ），ν ～ Ｏ（δ ２），１ ／ ｒ ～ Ｏ（１ ／ δ）， 常数的量级为 １，忽略小量后，方程（６）化简为

　 　 ∂ｐ
∂ｘ

＝ － ４ρａ２

１ ＋ ２ａλ １
ｘ， （７）

　 　 ∂２ｐ
∂ｘ２

＝ － ４ρａ２

１ ＋ ２ａλ １
． （８）

将方程（７）、（８）代入方程（２），可得

　 　 ∂ｗ
∂ｔ

＋ ｕ ∂ｗ
∂ｒ

＋ ｗ ∂ｗ
∂ｘ

－ ４ａ２

１ ＋ ２ａλ １
ｘ －

４λ １ａ２

１ ＋ ２ａλ １
ｗ ＝

　 　 　 　 ν
∂２ｗ
∂ｒ２

＋ １
ｒ

∂ｗ
∂ｒ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ λ １

∂２ｗ
∂ｔ２

＋ ２ｕ ∂２ｗ
∂ｒ∂ｔ

＋ ２ｗ ∂２ｗ
∂ｘ∂ｔ

＋ ２ｗｕ ∂２ｗ
∂ｘ∂ｒ

＋ ｕ２ ∂２ｗ
∂ｒ２

＋ ｗ２ ∂２ｗ
∂ｘ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ． （９）
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通过引入流函数 ψ ＝ （ｃν） １ ／ ２Ｒ［ｘｆ（η） ＋ Ｒｇ（η，τ）］ 和相似变量 η ＝ （ｃν） １ ／ ２（ ｒ２ － Ｒ２） ／ （２Ｒ），τ ＝ Ωｔ，其中

ｕ ＝ － ∂ψ ／ （ ｒ∂ｘ），ｗ ＝ ∂ψ ／ （ ｒ∂ｒ） ．连续性方程将自动满足．方程（９）被转化为

　 　 Ｓ ｆ ‴＋ ｆｆ ″ － ｆ ′ｆ ′ － Ｄｅ － ２ｆｆ ′ｆ ″ ＋ β
Ｓ

ｆ ２ ｆ ″ ＋ ｆ ２ ｆ ‴æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ ２βｆ ″ ＋

　 　 　 　
４ｓ２１Ｄｅ

１ ＋ ２Ｄｅ·ｓ１
ｆ ′ ＋

４ｓ２１
１ ＋ ２Ｄｅ·ｓ１

＝ ０， （１０）

　 　 （ － Ｓ ＋ Ｄｅ·ｆ ２） ∂ｇ３（η，τ）
∂η ３

＋ － ｆ － ２β ＋ βＤｅ
Ｓ

ｆ ２æ

è
ç

ö

ø
÷
∂ｇ２（η，τ）

∂η ２
＋

　 　 　 　 ｆ ′ －
４Ｄｅ·ｓ２１

１ ＋ ２Ｄｅ·ｓ１
－ ２Ｄｅ·ｆｆ ″

æ

è
ç

ö

ø
÷
∂ｇ（η，τ）

∂η
＋

　 　 　 　 α ∂ｇ２（η，τ）
∂η∂τ

＋ α２Ｄｅ ∂ｇ
３（η，τ）
∂η∂τ ２

－ ２αＤｅ·ｆ ∂ｇ
３（η，τ）
∂η ２∂τ

＝ ０， （１１）

方程（３）被转化为

　 　
ｆ（０） ＝ ０， ｆ ′（０） ＝ １， ｇ（０，τ） ＝ ０， ∂ｇ（０，τ）

∂η
＝ ωｃｏｓ τ，

ｆ ′（∞ ） ＝ ２ｓ１，
∂ｇ（∞ ，ｔ）

∂η
＝ ｓ２Ｓ１ ／ ２，

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（１２）

其中 Ｓ ＝ ２ηβ ＋ １，β ＝ （ν ／ （ｃＲ２）） １ ／ ２ 代表无量纲的圆柱曲率参数，ｓ１ ＝ ａ ／ ｃ为速度比参数，τ 为无量纲的时间，
ｓ２ ＝ ｂ ／ ｃ代表势流中的剪切流参数，Ｄｅ ＝ λ １ｃ代表速度松弛时间的 Ｄｅｂｏｒａｈ 数，α ＝ Ω ／ ｃ为无量纲非稳态参数，
ω ＝ Ｕ０ ／ （ｃＲ） 代表无量纲的拉伸圆柱的振幅．

２　 Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ 谱方法

Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ 谱方法［１１，３０⁃３１］是一种利用微分矩阵 ＤＮ 来高效地求解线性微分方程且具有较高精度的数值方

法．使用 Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ 点 ε ｊ ＝ ｃｏｓ（π ｊ ／ Ｎ） ｜ （ ｊ ＝ ０，１，２，…，Ｎ） 将［－１，１］划分为网格点．
我们引入 Ｔｒｅｆｅｔｈｅｎ［３２］提出的 Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ 微分矩阵 Ｄ，满足（Ｄ） ００ ＝ （２Ｎ２ ＋ １） ／ ６，（Ｄ） ｋｋ ＝ － ε ｋ ／ （２（１ －

ε ２
ｋ）），ｋ ＝ １，…，Ｎ － １，（Ｄ） ｊｋ ＝ ｄ ｊ（ － １） ｊ ＋ｋ ／ （ｄｋ（ε ｊ － ε ｋ）），ｊ ≠ ｋ， ｊ，ｋ ＝ １，…，Ｎ － １，（Ｄ） ＮＮ ＝ － （２Ｎ２ ＋ １） ／ ６，

且有 ｊ ＝ ０ 或者 Ｎ 时，ｄ ｊ ＝ ２；ｊ 为其他值时，ｄ ｊ ＝ １．
基于以上介绍，本文采用 Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ 谱方法对服从边界条件（１２）的微分方程（１０）、（１１）进行求解．物理

域 η ∈［０，∞ ］ 需要缩减为有限域 η ∈［０，Ｌ］，其中 Ｌ的单位为长度单位，对域 η ∈［０，Ｌ］ 使用 Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ 点

进行离散，可引入变换 η ｊ ＝ Ｌ（ε ｊ ＋ １） ／ ２ 使 ε ｊ ∈ ［ － １，１］ 转化为 η ｊ ∈ ［０，Ｌ］ ｜ （ ｊ ＝ ０，１，２，…，Ｎ），我们把离

散点组成的向量记为 η ＝ ［η０，η１，…，ηＮ］Ｔ ．由于域的变换，我们在对方程离散时使用的微分矩阵 ＤＮ ＝ ２Ｄ ／ Ｌ ．
进行求解，首先方程（１０）为非线性方程，我们需要引入一种有效的格式———Ｎｅｗｔｏｎ 迭代格式［３１］，将非线性

常微分方程（１０）线性化，有如下步骤：
第一步　 在 ｆ（η） 的第 ｉ ＋ １ 次迭代中引入 ｆｉ ＋１（η） ＝ ｆｉ（η） ＋ Δｆｉ（η）（Δｆｉ 为 ｆｉ 非常小的变化，ｉ ＝ ０，１，…） ．

将 ｆｉ ＋１（η） ＝ ｆｉ（η） ＋ Δｆｉ（η） 代入方程（１０）、（１２） 中，消除Δｆｉ（η） 的二次项和更高次项，我们可以获得关于未

知函数 Δｆｉ（η） 的第 ｉ 次迭代的方程：
　 　 ａ０，ｉΔｆ ‴ｉ （η） ＋ ａ１，ｉΔｆ ″ｉ （η） ＋ ａ２，ｉΔｆ ′ｉ （η） ＋ ａ３，ｉΔｆｉ（η） ＝ Ａｉ， （１３）

相应的边界条件为

　 　 Δｆｉ（０） ＝ － ｆｉ（０）， Δｆ ′ｉ （０） ＝ １ － ｆ ′ｉ （０）， Δｆ ′ｉ （∞ ） ＝ ２ｓ１ － ｆ ′ｉ （∞ ）， （１４）
其中（由于 ｆ（η） 为一元函数，方程（１５）—（１９）省略 “（η）”）

　 　 Ａｉ ＝ － Ｓｆ ‴ｉ － （ ｆｉ ＋ ２β） ｆ ″ｉ ＋ ｆ ′ｉ －
４ｓ２１Ｄｅ

１ ＋ ２Ｄｅ·ｓ１
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｆ ′ｉ － Ｄｅ ２ｆｉ ｆ ′ｉ ｆ ″ｉ －

β
Ｓ

ｆ ″ｉ ｆ ２
ｉ ＋ ｆ ‴ｉ ｆ ２

ｉ
æ

è
ç

ö

ø
÷ －

４ｓ２１
１ ＋ ２Ｄｅ·ｓ１

， （１５）

　 　 ａ０，ｉ ＝ Ｓ ＋ Ｄｅ·ｆ ２
ｉ ， （１６）
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　 　 ａ１，ｉ ＝ ｆｉ ＋ ２β ＋ ２Ｄｅ·ｆｉ ｆ ′ｉ －
βＤｅ
Ｓ

ｆ ２
ｉ ， （１７）

　 　 ａ２，ｉ ＝ ２Ｄｅ·ｆｉ ｆ ″ｉ － ２ｆ ′ｉ ＋
４ｓ２１Ｄｅ

１ ＋ ２Ｄｅ·ｓ１
， （１８）

　 　 ａ３，ｉ ＝ ２Ｄｅ·ｆｉ ｆ ‴ｉ ＋ ｆ ″ｉ ＋ ２Ｄｅ·ｆ ′ｉ ｆ ″ｉ －
２βＤｅ
Ｓ

ｆｉ ｆ ″ｉ ． （１９）

第二步　 此时方程（１３）为线性微分方程，我们使用 Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ 谱方法求解得到第 ｉ 次迭代的未知函数

Δｆｉ（η） 的值．再利用 ｆｉ ＋１（η） ＝ ｆｉ（η） ＋ Δｆｉ（η） 确定 ｆｉ ＋１（η） 的值．设 Δｆｉ（η） 在离散点处的取值组成向量 ΔＦｉ

＝ ［Δｆｉ（η ０），Δｆｉ（η １），…，Δｆｉ（ηＮ）］ Ｔ， ｆｉ（η） 在离散点处的取值组成向量Ｆｉ ＝ ［ ｆｉ（η ０）， ｆｉ（η １），…， ｆｉ（ηＮ）］ Ｔ，
则 Δｆｉ（η） 的导数可近似为 ＤＮ 和向量 ΔＦｉ 的乘积［３２］：

　 　
ｄΔｆｉ
ｄη

＝ ∑
Ｎ

ｋ ＝ ０
（ＤＮ） ｊｋΔｆｉ（ε ｋ） ＝ ＤＮΔＦｉ，　 　 ｊ ＝ ０，１，…，Ｎ， （２０）

　 　
ｄ２Δｆｉ
ｄη ２

＝ ∑
Ｎ

ｋ ＝ ０
（ＤＮ） ｊｋ（ＤＮ） ｊｋΔｆｉ（ε ｋ） ＝ （ＤＮ） ２ΔＦｉ，　 　 ｊ ＝ ０，１，…，Ｎ， （２１）

　 　
ｄ３Δｆｉ
ｄη ３

＝ ∑
Ｎ

ｋ ＝ ０
（ＤＮ） ｊｋ（ＤＮ） ｊｋ（ＤＮ） ｊｋΔｆｉ（ε ｋ） ＝ （ＤＮ） ３ΔＦｉ，　 　 ｊ ＝ ０，１，…，Ｎ ． （２２）

当 ｉ ＝ ０ 时，方程（１３）转化为以下方程系统：
　 　 ａ０，０Δｆ ‴０ （η） ＋ ａ１，０Δｆ ″０ （η） ＋ ａ２，０Δｆ ′０ （η） ＋ ａ３，０Δｆ０（η） ＝ Ａ０， （２３）
　 　 Δｆ０（０） ＝ － ｆ０（０）， Δｆ ′０ （０） ＝ １ － ｆ ′０ （０）， Δｆ ′０（∞ ） ＝ ２ｓ１ － ｆ ′０ （∞ ）， （２４）
　 　 ｆｉ ＋１（η） ＝ ｆｉ（η） ＋ Δｆｉ（η）， （２５）

其中 ａ０，０，ａ１，０，ａ２，０，ａ３，０，Ａ０ 由方程（１５）—（１９）确定．根据边界条件（１２），选取 ｆ０（η） ＝ ｅ －η － １ ＋ ２ｓ１η ＋ ２（１ －
ｓ１）ηｅ

－η 为初始猜测值．
根据方程（１５）—（１９），我们将方程（２３）—（２５）转化为矩阵形式的方程系统如下：
　 　 ＡΔＦ０ ＝ Ａ０， （２６）
　 　 （ΔＦ０） Ｎ＋１ ＝ － （Ｆ０） Ｎ＋１， （ＤＮ） Ｎ＋１，１：Ｎ＋１ΔＦ０ ＝ １ － （Ｆ′０ ） Ｎ＋１， （ＤＮ） １，１：Ｎ＋１ΔＦ０ ＝ ２ｓ１Ｐ － （Ｆ′０ ） １， （２７）
　 　 Ｆ１ ＝ Ｆ０ ＋ ΔＦ０， （２８）

其中

　 　 Ａ ＝ ｄｉａｇ［２βη ＋ Ｐ ＋ Ｄｅ·Ｆ０Ｆ０］（ＤＮ） ３ ＋

　 　 　 　 ｄｉａｇ Ｆ０ ＋ ２Ｄｅ·Ｆ０Ｆ′０ －
βＤｅ

２βη ＋ Ｐ
Ｆ０Ｆ０ ＋ ２βＰé

ë
êê

ù

û
úú （ＤＮ） ２ －

　 　 　 　 ｄｉａｇ ２Ｆ′０ － ２Ｄｅ·Ｆ０Ｆ″０ －
４Ｄｅ·ｓ２１

１ ＋ ２Ｄｅ·ｓ１
Ｐ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ＤＮ ＋

　 　 　 　 ｄｉａｇ Ｆ″０ ＋ ２Ｄｅ·Ｆ′０ Ｆ″０ ＋ ２Ｄｅ·Ｆ０Ｆ‴０ －
２βＤｅ

２βη ＋ Ｐ
Ｆ０Ｆ″０

é

ë
êê

ù

û
úú ， （２９）

　 　 Ａ０ ＝ （ － ２βη － Ｐ － Ｄｅ·Ｆ０Ｆ０）Ｆ‴０ ＋
βＤｅ·Ｆ０Ｆ０

２βη ＋ Ｐ
－ ２Ｄｅ·Ｆ′０ Ｆ０ － Ｆ０ － ２βＰ

æ

è
ç

ö

ø
÷ Ｆ″０ ＋

　 　 　 　 Ｆ′０ －
４Ｄｅ·ｓ２１Ｐ

１ ＋ ２Ｄｅ·ｓ１
æ

è
ç

ö

ø
÷ Ｆ′０ －

４ｓ２１Ｐ
１ ＋ ２Ｄｅ·ｓ１

， （３０）

此处 Ｐ 代表 Ｎ ＋ １ 行 １ 列的全 １ 矩阵，列向量之间的四则运算为向量对应元素之间的四则运算，对角矩阵与

ＤＮ 之间的运算为矩阵的四则运算．
求解方程（２６）—（２８）获得 Ｆ１ ．当 ｉ ＝ １ 时，我们可获得方程系统：
　 　 ａ０，１Δｆ ‴１ （η） ＋ ａ１，１Δｆ ″１ （η） ＋ ａ２，１Δｆ ′１ （η） ＋ ａ３，１Δｆ１（η） ＝ Ａ１， （３１）
　 　 Δｆ１（０） ＝ － ｆ１（０）， Δｆ ′１ （０） ＝ １ － ｆ ′１ （０）， Δｆ ′１ （∞ ） ＝ ２ｓ１ － ｆ ′１ （∞ ）， （３２）
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　 　 ｆ２ ＝ ｆ１ ＋ Δｆ１ ． （３３）
使用 Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ 谱方法求解方程（３１）—（３３）获得 ｆ２ ．直到 ｆｉ ＋１ － ｆｉ ≈ ０ 时迭代结束，得到 ｆ 的值．
第三步　 Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ 谱方法求解线性偏微分方程（１１）．设 ｎ代表时间层，时间步长为 ｋ，符号“［·］ ｎ” 代表

函数在时间层的第 ｎ 层的值（即函数在时刻 τ ＝ ｎｋ 下的函数值），依次类推“［·］ ｎ －１” 代表函数在时间层的第

ｎ － １ 层的值．用向后差分公式对方程（１１）的时间项进行离散如下：

　 　 ∂２ｇ（η，τ）
∂η∂τ

é

ë
êê

ù

û
úú

ｎ
＝ ∂

∂τ
∂ｇ（η，τ）

∂η
æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú

ｎ
＝ １

ｋ
∂ｇ（η，τ）

∂η
é

ë
êê

ù

û
úú

ｎ
－ ∂ｇ（η，τ）

∂η
é

ë
êê

ù

û
úú

ｎ－１
{ } ， （３４）

　 　
∂３ｇ（η，τ）
∂η∂τ ２

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

ｎ

＝ ∂２

∂τ ２

∂ｇ（η，τ）
∂η

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

ｎ

＝

　 　 　 　 １
ｋ２

∂ｇ（η，τ）
∂η

é

ë
êê

ù

û
úú

ｎ
－ ２ ∂ｇ（η，τ）

∂η
é

ë
êê

ù

û
úú

ｎ－１
＋ ∂ｇ（η，τ）

∂η
é

ë
êê

ù

û
úú

ｎ－２
{ } ， （３５）

　 　
∂３ｇ（η，τ）
∂η ２∂τ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

ｎ

＝ ∂
∂τ

∂２ｇ（η，τ）
∂η ２

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

ｎ

＝ １
ｋ

∂２ｇ（η，τ）
∂η ２

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

ｎ

－ ∂２ｇ（η，τ）
∂η ２

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

ｎ－１
{ } ． （３６）

当 τ ＝ ０ 时，方程（１１）在时间层 ｎ ＝ ０ 时有以下格式：

　 　 （ － Ｓ ＋ Ｄｅ·ｆ ２）
∂ｇ３（η，τ）

∂η ３
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

０

＋ － ｆ － ２β ＋ βＤｅ
Ｓ

ｆ ２æ

è
ç

ö

ø
÷

∂ｇ２（η，τ）
∂η ２

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

０

＋

　 　 　 　 ｆ ′ －
４Ｄｅ·ｓ２１

１ ＋ ２Ｄｅ·ｓ１
－ ２Ｄｅ·ｆｆ ″

æ

è
ç

ö

ø
÷

∂ｇ（η，τ）
∂η

é

ë
êê

ù

û
úú

０
＝ ０， （３７）

　 　 ［ｇ（０，τ）］ ０ ＝ ０， ∂ｇ（０，τ）
∂η

é

ë
êê

ù

û
úú

０
＝ ω， ∂ｇ（∞ ，τ）

∂η
é

ë
êê

ù

û
úú

０
＝ ｓ２Ｓ１ ／ ２， （３８）

使用 Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ 谱方法我们可以得到 ［ｇ（η，τ）］ ０ ．
当 τ ＞ ０ 时，方程（１１）使用向后差分离散为以下偏微分方程及其相应的边界条件：

　 　 （ － Ｓ ＋ Ｄｅ·ｆ ２）
∂ｇ３（η，τ）

∂η ３
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

ｎ

＋ － ｆ － ２β ＋ βＤｅ
Ｓ

ｆ ２æ

è
ç

ö

ø
÷

∂ｇ２（η，τ）
∂η ２

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

ｎ

＋

　 　 　 　 ｆ ′ －
４Ｄｅ·ｓ２１

１ ＋ ２Ｄｅ·ｓ１
－ ２Ｄｅ·ｆｆ ″

æ

è
ç

ö

ø
÷

∂ｇ（η，τ）
∂η

é

ë
êê

ù

û
úú

ｎ
＋

　 　 　 　 α
ｋ

∂ｇ（η，τ）
∂η

é

ë
êê

ù

û
úú

ｎ
－ ∂ｇ（η，τ）

∂η
é

ë
êê

ù

û
úú

ｎ－１
{ } ＋

　 　 　 　 α２Ｄｅ
ｋ２

∂ｇ（η，τ）
∂η

é

ë
êê

ù

û
úú

ｎ
－ ２ ∂ｇ（η，τ）

∂η
é

ë
êê

ù

û
úú

ｎ－１
＋ ∂ｇ（η，τ）

∂η
é

ë
êê

ù

û
úú

ｎ－２
{ } －

　 　 　 　 ２αＤｅ
ｋ

ｆ
∂２ｇ（η，τ）

∂η ２
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

ｎ

－ ∂２ｇ（η，τ）
∂η ２

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

ｎ－１
{ } ＝ ０， （３９）

　 　 ［ｇ（０，τ）］ ｎ ＝ ０， ∂ｇ（０，τ）
∂η

é

ë
êê

ù

û
úú

ｎ
＝ ωｃｏｓ（ｎｋ）， ∂ｇ（∞ ，τ）

∂η
é

ë
êê

ù

û
úú

ｎ
＝ ｓ２Ｓ１ ／ ２， （４０）

其中　 　 ｎ ＝ １，２，… ．
使用 Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ 谱方法求解方程（３９）、（４０）．ｎ ＝ １ 时得到［ｇ（η，τ）］ １；ｎ ＝ ２ 时得到［ｇ（η，τ）］ ２ ．以此传

递，通过控制 ｎ 的大小求得想要的时间下的［ｇ（η，τ）］ ｎ ．

３　 结果与讨论

为了验证方法的有效性，表 １ 将选取特定参数下 ｆ ″（０） 的结果与现有文献的结果进行对比，可以看出，
数据具有很好的一致性．表 ２ 展示了当物理域 η∈［０，∞ ］ 需要缩减为有限域η∈［０，Ｌ］ 时，选取不同 Ｌ的值

对结果的影响．Ｌ 的值被选得足够大，以保证解的准确性．这与文献［１１］的说明是一致的．
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表 １　 现有 ｆ ″（０） 的数据与文献［３３⁃３４］中 ｆ ″（０） 的数据对比结果

Ｔａｂｌｅ １　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｒｅｓｕｌｔｓ ｂｅｔｗｅｅｎ ｔｈｅ ｐｒｅｓｅｎｔ ｄａｔａ ａｎｄ ｔｈｅ ｄａｔａ ｉｎ ｒｅｆ． ［３３⁃３４］

ｓ１
β ＝ ０，Ｄｅ ＝ ０，Ｎ ＝ １２０，Ｌ ＝ ６

ｒｅｆ． ［３３］ ｒｅｆ． ［３４］ ｐｒｅｓｅｎｔ

０．１５（ａ ／ ｃ ＝ ０．３） －０．８４９ ４ － －０．８４９ ４

０．２５（ａ ／ ｃ ＝ ０．５） － －０．６６７ ３ －０．６６７ ３

０．４（ａ ／ ｃ ＝ ０．８） －０．２９９ ４ － －０．２９９ ４

１（ａ ／ ｃ ＝ ２） ２．０１７ ５ ２．０１７ ５ ２．０１７ ５

１．５（ａ ／ ｃ ＝ ３） ４．７２９ ２ ４．７２９ ３ ４．７２９ ３

２（ａ ／ ｃ ＝ ４） ８．０００ ４ － ８．０００ ４

表 ２　 选取不同长度 Ｌ 时 ｆ ″（０） 的数据对比结果

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｄａｔａ ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｆ ″（０） ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｖａｌｕｅｓ ｏｆ ｌｅｎｇｔｈ Ｌ

ｓ１
β ＝ ０，Ｄｅ ＝ ０，Ｎ ＝ １２０

Ｌ ＝ ６ Ｌ ＝ ７ Ｌ ＝ ８ Ｌ ＝ ９

０．１５（ａ ／ ｃ ＝ ０．３） －０．８４９ ４２０ ８０８ ３ －０．８４９ ４２０ ０４７ ２ －０．８４９ ４２０ ０１４ １ －０．８４９ ４２０ ０２２ ６

０．２５（ａ ／ ｃ ＝ ０．５） －０．６６７ ２６３ ６７７ ５ －０．６６７ ２６３ ６６０ ４ －０．６６７ ２６３ ６６６ ５ －０．６６７ ２６３ ６８１ ３

０．４（ａ ／ ｃ ＝ ０．８） －０．２９９ ３８８ ８０４ ７ －０．２９９ ３８８ ８０２ １ －０．２９９ ３８８ ８１０ ２ －０．２９９ ３８８ ８３０ ４

１（ａ ／ ｃ ＝ ２） ２．０１７ ５０２ ８３３ ５ ２．０１７ ５０２ ８３７ ７０ ２．０１７ ５０２ ８２１ ３ ２．０１７ ５０２ ７８７ ８２

１．５（ａ ／ ｃ ＝ ３） ４．７２９ ２８２ ４０１ ８４ ４．７２９ ２８２ ４０３ ２９ ４．７２９ ２８２ ３８４ ３ ４．７２９ ２８２ ３４６ ４５

２（ａ ／ ｃ ＝ ４） ８．０００ ４２９ ５０７ ３１ ８．０００ ４２９ ５０４ １８ ８．０００ ４２９ ４８１ ５ ８．０００ ４２９ ４４３ ２８

　 　 图 ２ 描述了不同振幅参数 ω 下的关于空间 η 与时间 τ 的速度三维图．时间步长 ｋ ＝ ０．１．由图可知，ω ＝ ０
时，圆柱匀速线性拉伸；ω ＞ ０ 时，圆柱的拉伸速度随时间周期性变化．由于黏弹性流体的黏性与圆柱壁的无

滑移效应，导致撞击在圆柱壁上的流体黏在圆柱壁上，拥有与圆柱同样的速度大小及方向．ω ＞ ０ 时，靠近圆

柱壁的流体速度随着圆柱的速度周期性变化；ω ＝ ０ 时，靠近壁面的流体速度不发生振荡．逐渐远离圆柱壁的

流体速度受到圆柱运动速度的影响越来越小．并且随着 ω 越来越大，流体速度波动也越大．

图 ２　 不同振荡参数 ω 下的速度三维图

Ｆｉｇ． ２　 ３Ｄ ｐｌｏｔｓ ｏｆ ｖｅｌｏｃｉｔｉｅｓ ｕ ｆｏｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｖａｌｕｅｓ ｏｆ ｏｓｃｉｌｌａｔｉｏｎ ｐａｒａｍｅｔｅｒ ω

注　 为了解释图中的颜色，读者可以参考本文的电子网页版本，后同．

图 ３ 展示了非稳态参数 α 对黏弹性流体速度的影响．由图可知，α 增加会阻碍流体的流动．物理上随着 α
的增大，圆柱随时间的拉伸频率越来越快，这会导致处于同一位置处的流体质点，来不及应对突然的阻碍而

受到圆柱运动更大的影响．黏弹性流体由于其黏性，这种影响会传播得更远，导致形成的速度边界层更厚．
图 ４ 反映了不同圆柱曲率参数 β 下的流体速度 ｕ 的变化．我们可以发现，β 越大，圆柱的弯曲程度越大，

圆柱的半径 Ｒ 越小，代表的实际圆柱体越细，圆柱壁的拉伸运动反而对流体的速度影响越小，通过与流体黏

性相结合引起的速度边界层越薄，同一位置处的流体质点速度越大．
图 ５ 展示了速度比参数 ｓ１ 对流体速度场的影响．速度比参数为入射流的应变率与圆柱的应变率之比．由
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图可知，ｓ１ 越大，意味着入射流的应变率在增大，圆柱壁面的应变率相对减小，因此圆柱拉伸速度对流体的影

响会越小，从而增大在同一位置处流体质点的速度，促进流体流动．
图 ６ 描述了反映速度松弛时间的 Ｄｅｂｏｒａｈ 拉数 Ｄｅ对流体速度的影响．松弛时间体现流体的记忆特性，而

流体弹性是记忆特性的具体表现形式．当 Ｄｅ ＝ ０ 时，模型转化为 Ｎｅｗｔｏｎ 流体（纯黏性流体）模型．Ｄｅ≠０ 代表

了 Ｍａｘｗｅｌｌ 流体的黏滞度及其弹性，随着 Ｄｅ 逐渐增大，流体弹性逐渐占据主要地位．由图可知，Ｄｅ 越大，流体

弹性越强，流体达到新的平衡所需的时间越长，减缓圆柱运动对流体速度的影响，流体速度下降．但受圆柱运

动影响很小的流体质点处，弹性反而促进流体流动，也因此在图中，线条产生两两相交的现象．

图 ３　 不同非稳态参数 α 下的速度 ｕ 图 ４　 不同圆柱曲率参数 β 下的速度 ｕ
Ｆｉｇ． ３　 Ｖｅｌｏｃｉｔｉｅｓ ｕ ｆｏｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｖａｌｕｅｓ ｏｆ ｕｎｓｔｅａｄｙ ｐａｒａｍｅｔｅｒ α Ｆｉｇ． ４　 Ｖｅｌｏｃｉｔｉｅｓ ｕ ｆｏｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｖａｌｕｅｓ ｏｆ ｃｕｒｖａｔｕｒｅ ｐａｒａｍｅｔｅｒ β

图 ５　 不同速度比参数 ｓ１ 下的速度 ｕ 图 ６　 不同 Ｄｅｂｏｒａｈ 拉数 Ｄｅ 下的速度 ｕ

Ｆｉｇ． ５　 Ｖｅｌｏｃｉｔｉｅｓ ｕ ｆｏｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｖａｌｕｅｓ ｏｆ ｖｅｌｏｃｉｔｙ ｒａｔｉｏ ｐａｒａｍｅｔｅｒ ｓ１ Ｆｉｇ． ６　 Ｖｅｌｏｃｉｔｉｅｓ ｕ ｆｏｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｖａｌｕｅｓ ｏｆ Ｄｅｂｏｒａｈ ｎｕｍｂｅｒ Ｄｅ

图 ７　 流线（剪切参数 ｓ２ ＝ １０） 图 ８　 流线（剪切参数 ｓ２ ＝ － １０）

Ｆｉｇ． ７　 Ｓｔｒｅａｍｌｉｎｅｓ （ｓｈｅａｒ ｐａｒａｍｅｔｅｒ ｓ２ ＝ １０） Ｆｉｇ． ８　 Ｓｔｒｅａｍｌｉｎｅｓ （ｓｈｅａｒ ｐａｒａｍｅｔｅｒ ｓ２ ＝ － １０）
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图 ７、图 ８ 绘制了不同剪切参数（斜驻点流动参数） ｓ２ 下的流线图．可以看出，通过控制剪切参数的正负

可以控制流体的入射方向．

４　 结　 　 论

本文应用一种高效的数值方法———Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ 谱方法，研究了 Ｍａｘｗｅｌｌ 流体斜撞击圆柱体的斜驻点流动．
数值结果以更直观的图形来描绘．结果表明，增加流体控制方程的非稳态项会使流体速度减小；圆柱体的曲

率越大越会促进流体流动，在实际中可根据圆柱体的粗细来判定需要施加的入射流的速度大小，大大提高工

作效率；近圆柱壁处的流体会随着圆柱周期性的运动而运动，在实践中亦可通过控制圆柱的拉伸速度来成型

不同的材料；流体的弹性对靠近壁处的流体速度具有阻碍作用；斜驻点流动入射流的方向由剪切流的应变率

的正负来刻画．
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Ｃａｍｂｒｉｄｇｅ： Ｃａｍｂｒｉｄｇｅ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ Ｐｒｅｓｓ， ２００６．

［４］　 ＰＯＺＲＩＫＩＤＩＳ Ｃ． Ｉｎｔｒｏｄｕｃｔｉｏｎ ｔｏ Ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌ ａｎｄ Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ Ｆｌｕｉｄ Ｄｙｎａｍｉｃｓ［Ｍ］ ． Ｏｘｆｏｒｄ： Ｏｘｆｏｒｄ Ｕｎｉｖｅｒ⁃
ｓｉｔｙ Ｐｒｅｓｓ， ２０１１．

［５］　 ＷＡＮＧ Ｃ Ｙ． Ａｘｉｓｙｍｍｅｔｒｉｃ ｓｔａｇｎａｔｉｏｎ ｆｌｏｗ ｏｎ ａ ｃｙｌｉｎｄｅｒ［Ｊ］ ． Ｑｕａｒｔｅｒｌｙ ｏｆ Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ， １９７４， ３２（２）：
２０７⁃２１３．

［６］　 ＷＥＩＤＭＡＮ Ｐ Ｄ， ＰＵＴＫＡＲＡＤＺＥ Ｖ． Ａｘｉｓｙｍｍｅｔｒｉｃ ｓｔａｇｎａｔｉｏｎ ｆｌｏｗ ｏｂｌｉｑｕｅｌｙ ｉｍｐｉｎｇｉｎｇ ｏｎ ａ ｃｉｒｃｕｌａｒ ｃｙｌｉｎｄｅｒ
［Ｊ］ ． Ｅｕｒｏｐｅａｎ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ Ｂ： Ｆｌｕｉｄｓ， ２００３， ２２（２）： １２３⁃１３１．

［７］　 ＲＡＨＩＭＩ Ａ Ｂ， ＥＳＭＡＥＩＬＰＯＵＲ Ｍ． Ａｘｉｓｙｍｍｅｔｒｉｃ ｓｔａｇｎａｔｉｏｎ ｆｌｏｗ ｏｂｌｉｑｕｅｌｙ ｉｍｐｉｎｇｉｎｇ ｏｎ ａ ｍｏｖｉｎｇ ｃｉｒｃｕｌａｒ ｃｙｌ⁃
ｉｎｄｅｒ ｗｉｔｈ ｕｎｉｆｏｒｍ ｔｒａｎｓｐｉｒａｔｉｏｎ［Ｊ］ ． Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ Ｊｏｕｒｎａｌ ｆｏｒ Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ Ｍｅｔｈｏｄｓ ｉｎ Ｆｌｕｉｄｓ， ２０１１， ６５（９）：
１０８４⁃１０９５．

［８］　 ＡＢＢＡＳＩ Ａ， ＭＡＢＯＯＤ Ｆ， ＦＡＲＯＯＱ Ｗ， ｅｔ ａｌ． Ｎｏｎ⁃ｏｒｔｈｏｇｏｎａｌ ｓｔａｇｎａｔｉｏｎ ｐｏｉｎｔ ｆｌｏｗ ｏｆ Ｍａｘｗｅｌｌ ｎａｎｏ⁃ｍａｔｅｒｉａｌ
ｏｖｅｒ ａ ｓｔｒｅｔｃｈｉｎｇ ｃｙｌｉｎｄｅｒ ［ Ｊ］ ． Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ Ｃｏｍｍｕｎｉｃａｔｉｏｎｓ ｉｎ Ｈｅａｔ ａｎｄ Ｍａｓｓ Ｔｒａｎｓｆｅｒ， ２０２１， １２０：
１０５０４３．

［９］　 ＲＡＨＩＭＩ Ａ Ｂ， ＢＡＹＡＴ Ｒ． Ｅｆｆｅｃｔ ｏｆ ｔｈｅ ａｎｇｌｅ ｏｆ ｏｂｌｉｑｕｅ ｓｔａｇｎａｔｉｏｎ⁃ｐｏｉｎｔ ｆｌｏｗ ｉｍｐｉｎｇｉｎｇ ａｘｉｓｙｍｍｅｔｒｉｃａｌｌｙ ｏｎ ａ
ｖｅｒｔｉｃａｌ ｃｉｒｃｕｌａｒ ｃｙｌｉｎｄｅｒ ｗｉｔｈ ｍｉｘｅｄ ｃｏｎｖｅｃｔｉｏｎ ｈｅａｔ ｔｒａｎｓｆｅｒ［Ｊ］ ． Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｓｕｓｔａｉｎａｂｌｅ Ｅｎｅｒ⁃
ｇｙ， ２０１９， ３８（９）： ８４９⁃８６５．

［１０］　 ＭＡＢＯＯＤ Ｆ， ＡＢＢＡＳＩ Ａ， ＦＡＲＯＯＱ Ｗ， ｅｔ ａｌ． Ｅｆｆｅｃｔｓ ｏｆ ｎｏｎ⁃ｌｉｎｅａｒ ｒａｄｉａｔｉｏｎ ａｎｄ ｃｈｅｍｉｃａｌ ｒｅａｃｔｉｏｎ ｏｎ Ｏｌｄｒｏｙｄ⁃
Ｂ ｎａｎｏｆｌｕｉｄ ｎｅａｒ ｏｂｌｉｑｕｅ ｓｔａｇｎａｔｉｏｎ ｐｏｉｎｔ ｆｌｏｗ［Ｊ］ ． Ｃｈｉｎｅｓｅ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｐｈｙｓｉｃｓ， ２０２２， ７７： １１９７⁃１２０８．

［１１］　 ＧＨＡＦＦＡＲＩ Ａ， ＪＡＶＥＤ Ｔ， ＨＳＩＡＯ Ｋ Ｌ． Ｈｅａｔ ｔｒａｎｓｆｅｒ ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ｕｎｓｔｅａｄｙ ｏｂｌｉｑｕｅ ｓｔａｇｎａｔｉｏｎ ｐｏｉｎｔ ｆｌｏｗ ｏｆ ｅｌａｓ⁃
ｔｉｃｏ⁃ｖｉｓｃｏｕｓ ｆｌｕｉｄ ｄｕｅ ｔｏ ｓｉｎｕｓｏｉｄａｌ ｗａｌｌ ｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅ ｏｖｅｒ ａｎ ｏｓｃｉｌｌａｔｉｎｇ⁃ｓｔｒｅｔｃｈｉｎｇ ｓｕｒｆａｃｅ： ａ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ａｐ⁃
ｐｒｏａｃｈ［Ｊ］ ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｍｏｌｅｃｕｌａｒ Ｌｉｑｕｉｄｓ， ２０１６， ２１９： ７４８⁃７５５．

［１２］　 ＳＴＵＡＲＴ Ｊ Ｔ． Ｔｈｅ ｖｉｓｃｏｕｓ ｆｌｏｗ ｎｅａｒ ａ ｓｔａｇｎａｔｉｏｎ ｐｏｉｎｔ ｗｈｅｎ ｔｈｅ ｅｘｔｅｒｎａｌ ｆｌｏｗ ｈａｓ ｕｎｉｆｏｒｍ ｖｏｒｔｉｃｉｔｙ［Ｊ］ ． Ｊｏｕｒ⁃
ｎａｌ ｏｆ Ａｅｒｏｓｏｌ Ｓｃｉｅｎｃｅ， １９５９， ２６（２）： １２４⁃１２５．

［１３］　 ＤＯＲＲＥＰＡＡ Ｊ Ｍ． Ａｎ ｅｘａｃｔ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ Ｎａｖｉｅｒ⁃Ｓｔｏｋｅｓ ｅｑｕａｔｉｏｎ ｗｈｉｃｈ ｄｅｓｃｒｉｂｅｓ ｎｏｎ⁃ｏｒｔｈｏｇｏｎａｌ ｓｔａｇｎａｔｉｏｎ⁃
ｐｏｉｎｔ ｆｌｏｗ ｉｎ ｔｗｏ ｄｉｍｅｎｓｉｏｎｓ［Ｊ］ ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｆｌｕｉｄ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ， １９８６， １６３： １４１⁃１４７．

［１４］　 ＴＡＭＡＤＡ Ｋ Ｊ． Ｔｗｏ⁃ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ ｓｔａｇｎａｔｉｏｎ⁃ｐｏｉｎｔ ｆｌｏｗ ｉｍｐｉｎｇｉｎｇ ｏｂｌｉｑｕｅｌｙ ｏｎ ａｎ ｏｓｃｉｌｌａｔｉｎｇ ｆｌａｔ ｐｌａｔｅ［Ｊ］ ． Ｊｏｕｒ⁃
ｎａｌ ｏｆ ｔｈｅ Ｐｈｙｓｉｃａｌ Ｓｏｃｉｅｔｙ ｏｆ Ｊａｐａｎ， １９７９， ４６（１）： ３１０⁃３１１．

［１５］　 ＲＥＺＡ Ｍ， ＧＵＰＴＡ Ａ Ｓ． Ｓｔｅａｄｙ ｔｗｏ⁃ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ ｏｂｌｉｑｕｅ ｓｔａｇｎａｔｉｏｎ ｐｏｉｎｔ ｆｌｏｗ ｔｏｗａｒｄｓ ａ ｓｔｒｅｔｃｈｉｎｇ ｓｕｒｆａｃｅ［Ｊ］ ．

４３２１ 应　 用　 数　 学　 和　 力　 学　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ２０２３ 年　 第 ４４ 卷



Ｆｌｕｉｄ Ｄｙｎａｍｉｃｓ Ｒｅｓｅａｒｃｈ， ２００５， ３７（５）： ３３４⁃３４０．
［１６］　 ＲＥＺＡ Ｍ， ＧＵＰＴＡ Ａ Ｓ． Ｓｏｍｅ ａｓｐｅｃｔｓ ｏｆ ｎｏｎ⁃ｏｒｔｈｏｇｏｎａｌ ｓｔａｇｎａｔｉｏｎ⁃ｐｏｉｎｔ ｆｌｏｗ ｔｏｗａｒｄｓ ａ ｓｔｒｅｔｃｈｉｎｇ ｓｕｒｆａｃｅ［Ｊ］ ．

Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ， ２０１０， ２（９）： ７０５⁃７０９．
［１７］　 ＬＯＫ Ｙ Ｙ， ＡＭＩＮ Ｎ， ＰＯＰ Ｉ． Ｎｏｎ⁃ｏｒｔｈｏｇｏｎａｌ ｓｔａｇｎａｔｉｏｎ ｐｏｉｎｔ ｆｌｏｗ ｔｏｗａｒｄｓ ａ ｓｔｒｅｔｃｈｉｎｇ ｓｈｅｅｔ［Ｊ］ ． Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ

Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｎｏｎ⁃Ｌｉｎｅａｒ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ， ２００６， ４１（４）： ６２２⁃６２７．
［１８］　 ＨＡＹＡＴ Ｔ， ＳＡＩＦ Ｒ Ｓ， ＥＬＬＡＨＩ Ｒ， ｅｔ ａｌ． Ｓｉｍｕｌｔａｎｅｏｕｓ ｅｆｆｅｃｔｓ ｏｆ ｍｅｌｔｉｎｇ ｈｅａｔ ａｎｄ ｉｎｔｅｒｎａｌ ｈｅａｔ ｇｅｎｅｒａｔｉｏｎ ｉｎ

ｓｔａｇｎａｔｉｏｎ ｐｏｉｎｔ ｆｌｏｗ ｏｆ Ｊｅｆｆｒｅｙ ｆｌｕｉｄ ｔｏｗａｒｄｓ ａ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｓｔｒｅｔｃｈｉｎｇ ｓｕｒｆａｃｅ ｗｉｔｈ ｖａｒｉａｂｌｅ ｔｈｉｃｋｎｅｓｓ［Ｊ］ ． Ｉｎｔｅｒ⁃
ｎａｔｉｏｎａｌ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｔｈｅｒｍａｌ Ｓｃｉｅｎｃｅｓ， ２０１８， １３２： ３３４⁃３５４．

［１９］　 ＮＡＤＥＥＭ Ｓ， ＭＥＨＭＯＯＤ Ｒ， ＡＫＢＡＲ Ｎ Ｓ． Ｎｏｎ⁃ｏｒｔｈｏｇｏｎａｌ ｓｔａｇｎａｔｉｏｎ ｐｏｉｎｔ ｆｌｏｗ ｏｆ ａ ｎａｎｏ ｎｏｎ⁃Ｎｅｗｔｏｎｉａｎ ｆｌｕｉｄ
ｔｏｗａｒｄｓ ａ ｓｔｒｅｔｃｈｉｎｇ ｓｕｒｆａｃｅ ｗｉｔｈ ｈｅａｔ ｔｒａｎｓｆｅｒ［Ｊ］ ． Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｈｅａｔ ａｎｄ Ｍａｓｓ Ｔｒａｎｓｆｅｒ， ２０１３，
５７（２）： ６７９⁃６８９．

［２０］　 ＴＯＯＫＥ Ｒ Ｍ， ＢＬＹＴ Ｍ Ｇ． Ａ ｎｏｔｅ ｏｎ ｏｂｌｉｑｕｅ ｓｔａｇｎａｔｉｏｎ⁃ｐｏｉｎｔ ｆｌｏｗ［Ｊ］ ． Ｐｈｙｓｉｃｓ ｏｆ Ｆｌｕｉｄｓ， ２００８， ２０（３）： ３３１０１．
［２１］　 阿斯拉夫 Ｍ， 阿斯拉夫 Ｍ Ｍ． 微极流体向受热面的 ＭＨＤ 驻点流动［Ｊ］ ． 应用数学和力学， ２０１１， ３２（１）： ４４⁃５２．

（ＡＳＨＲＡＦ Ｍ， ＡＳＨＲＡＦ Ｍ Ｍ． ＭＨＤ ｓｔａｇｎａｔｉｏｎ ｐｏｉｎｔ ｆｌｏｗ ｏｆ ａ ｍｉｃｒｏｐｏｌａｒ ｆｌｕｉｄ ｔｏｗａｒｄｓ ａ ｈｅａｔｅｄ ｓｕｒｆａｃｅ［Ｊ］ ．
Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ａｎｄ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ， ２０１１， ３２（１）： ４４⁃５２． （ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［２２］　 ＢＡＩ Ｙ， ＴＡＮＧ Ｑ Ｌ， ＺＨＡＮＧ Ｙ． Ｕｎｓｔｅａｄｙ ｉｎｃｌｉｎｅｄ ｓｔａｇｎａｔｉｏｎ ｐｏｉｎｔ ｆｌｏｗ ａｎｄ ｔｈｅｒｍａｌ ｔｒａｎｓｍｉｓｓｉｏｎ ｏｆ Ｍａｘｗｅｌｌ
ｆｌｕｉｄ ｏｎ ａ ｓｔｒｅｔｃｈｅｄ ／ ｃｏｎｔｒａｃｔｅｄ ｐｌａｔｅ ｗｉｔｈ ｍｏｄｉｆｉｅｄ ｐｒｅｓｓｕｒｅ ｆｉｅｌｄ［ Ｊ］ ． Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ
Ｍｅｔｈｏｄｓ ｆｏｒ Ｈｅａｔ ＆ Ｆｌｕｉｄ Ｆｌｏｗ， ２０２２， ３２（１２）： ３８２４⁃３８４７．

［２３］　 ＢＡＩ Ｙ， ＴＡＮＧ Ｑ Ｌ， ＺＨＡＮＧ Ｙ． Ｕｎｓｔｅａｄｙ ＭＨＤ ｏｂｌｉｑｕｅ ｓｔａｇｎａｔｉｏｎ ｓｌｉｐ ｆｌｏｗ ｏｆ Ｏｌｄｒｏｙｄ⁃Ｂ ｎａｎｏｆｌｕｉｄｓ ｂｙ ｃｏｕｐｌｉｎｇ
Ｃａｔｔａｎｅｏ⁃Ｃｈｒｉｓｔｏｖ ｄｏｕｂｌｅ ｄｉｆｆｕｓｉｏｎ ａｎｄ Ｂｕｏｎｇｉｏｒｎｏ ｍｏｄｅｌ［ Ｊ］ ． Ｃｈｉｎｅｓｅ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｐｈｙｓｉｃｓ， ２０２２， ７９： ４５１⁃
４７０．

［２４］　 ＨＩＥＭＥＮＺ Ｋ． Ｄｉｅ ｇｒｅｎｚｓｃｈｉｃｈｔ ａｎ ｅｉｎｅｍ ｉｎ ｄｅｎ ｇｌｅｉｃｈｆｏｒｍｉｎｇｅｎ ｆｌｕｓｓｉｇｋｅｉｔｓ⁃ｓｔｒｏｍ ｅｉｎｇｅ⁃ｔａｕｃｈｔｅｎ ｇｒａｄｅｎ ｋｒｅ⁃
ｉｓｚｙｌｉｎｄｅｒ［Ｊ］ ． Ｄｉｎｇｌｅｒ’ｓ Ｐｏｌｙｔｅｃｈｎｉｃ Ｊｏｕｒｎａｌ， １９１１， ３２６： ３２１⁃４１０．

［２５］　 ＨＯＷＡＲＴＨ Ｌ． Ｔｈｅ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｌａｙｅｒ ｉｎ ｔｈｒｅｅ⁃ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ ｆｌｏｗ， ｐａｒｔ Ⅱ： ｔｈｅ ｆｌｏｗ ｎｅａｒ ａ ｓｔａｇｎａｔｉｏｎ ｐｏｉｎｔ［ Ｊ］ ．
Ｔｈｅ Ｌｏｎｄｏｎ， Ｅｄｉｎｂｕｒｇｈ， ａｎｄ Ｄｕｂｌｉｎ Ｐｈｉｌｏｓｏｐｈｉｃａｌ Ｍａｇａｚｉｎｅ ａｎｄ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｓｃｉｅｎｃｅ， １９５１， ４２（３３５）： １４３３⁃
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