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摘要：　 悬臂 Ｌ 梁结构由于具有柔性大、可设计性强、空间利用充分，振动过程中变形方式多样等独特优势而受到

了广泛的关注与研究．该文提出了一种基于微分求积法求解末端附加质量块的矩形等截面均质悬臂细长 Ｌ 梁的各

阶固有频率和模态的方法．在双坐标系下，基于 Ｅｕｌｅｒ⁃Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ 梁理论建立了悬臂 Ｌ 梁的动力学方程，然后通过选取

Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ 多项式的根作为节点坐标、选取 Ｌａｇｒａｎｇｅ 插值基函数、求解各阶权系数、处理边界条件等步骤，最终利用

求解矩阵广义特征值问题的方法求得结构各阶固有频率及模态．在边界条件的处理上，直接将边界条件施加于边界

点上，通过对比研究验证了该文固有频率理论解的正确性．最后分析了末端质量、内外梁的长度比、宽度、厚度对各

阶固有振动特性的影响．该方法可以进一步应用推广到相关结构振动的研究中．
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０　 引　 　 言

相比于常见的悬臂直梁结构，悬臂 Ｌ 梁结构由于其柔性更大、可设计性更强、空间利用更充分、振动过

程中变形方式更多样等优点，被广泛投入到工程应用中，尤其是近年来作为压电俘能结构的主体而倍受关注

与研究．在这些研究中，Ｃｈｅｎ 等［１］ 以悬臂 Ｌ 梁为研究对象，研究了其 ２ ∶ １ 内共振及其幅频响应特性，继而研

究了如何改善其作为能量泵时的带宽，并研究了 Ｌ 梁参数对带宽的影响．Ｅｒｔｕｒｋ 等［２］ 提出了一种新型 Ｌ 型

梁⁃质量可调结构作为压电能量收集器应用于无人机起落架，通过使结构前两阶固有频率相对接近，从而实

现在更宽的频带内收集更多的能量．Ｈａｒｎｅ 等［３］ 提出的 Ｌ 型梁振动能量收集系统可以在谐波激励条件下利

用 １ ∶ ２ 内共振与饱和现象来提高能量转换性能，即使输入振动包含高水平的附加白噪声．Ｌｉ 等［４］研究了几何

和材料特性对 Ｌ 型梁压电俘能器响应的影响，证明了考虑非线性效应时有助于提高在外激励振幅较大和强

电场条件下俘能器性能的预测精度．Ｋｉｍ 等［５］提出并研究了一种由悬臂梁和刚性臂组成的频率可变的 Ｌ 型

能量采集器，该梁的特点是两根梁都水平放置，他们还深入研究了刚性梁的长度对系统固有频率的影响，并
研究了该能量采集器的输出电压特性．

值得注意的是，在这些关于 Ｌ 型梁压电俘能应用的研究中，往往用到了悬臂 Ｌ 梁结构的内共振关系．因
此，对 Ｌ 梁结构的固有振动特性进行深入研究，得到 Ｌ 梁各参数对其固有振动特性的影响规律，对其作为压

电俘能结构的设计与应用具有重要的指导意义．
虽然运用有限元软件可以得到悬臂 Ｌ 梁结构的固有振动特性，但是不便于我们研究影响其固有振动特

性的机理，因此有必要建立悬臂 Ｌ 梁的固有振动动力学模型，从理论上对其固有振动特性进行研究．自 Ｂｅｒｔ
等［６］首次将微分求积法投入结构力学求解与分析中起，该方法便已成为除 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 法、Ｒａｙｌｅｉｇｈ⁃Ｒｉｔｚ 法、拟
谱法等传统空间离散方法外的又一高阶偏微分方程近似求解方法［７⁃８］ ．其优势在于可以直接得到系统在物理

空间中的解，而不是模态空间．Ｗａｎｇ［９］ 和 Ｔｏｒｎａｂｅｎｅ 等［１０］ 将近年来微分求积法与微分求积单元法的最新进

展做了详细的总结，列举了多种插值基函数的选取方式，讨论了多种边界条件的施加方法，并比较了各种方

法的适用情况和优缺点．在实际应用方面，夏雨等［１１］ 采用微分求积法研究了 ４ 种边界条件情况下等截面梁

与变截面梁的内力和位移，并获得了变截面轴向功能梯度 Ｅｕｌｅｒ⁃Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ 梁若干低阶固有频率．葛仁余等［１２］

利用微分求积法理论将变系数常微分控制方程转化为标准型的广义代数特征值问题，并提出了一种令节点

呈等比数列分布的方法，以研究变截面轴向功能梯度 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ 梁的屈曲临界荷载．Ｋｈａｋｐｏｕｒ 等［１３］ 利用三

阶剪切变形理论，研究了热环境下弹性基体简支功能梯度多孔梁的固有频率，并使用了微分求积法对控制方

程进行离散．Ｐｅｎｇ 等［１４］研究了预压缩梁横向自由振动的固有振动特性，将微分求积法直接应用于修正后的

横向自由振动控制方程，求得固有频率的数值解．近年来，有学者还将微分求积法的应用范围延伸至二维板、
壳、盘型结构振动领域．Ｓｚｅｋｒéｎｙｅｓ［１５］采用微分求积法对分层复合板进行了数值模拟，解决了一些具有简单支

撑和刚性固定边缘的包含材料缺陷的板问题．Ｌｉｕ 等［１６］ 采用修正偶应力理论（ＭＣＳＴ），对层合旋转微系统进

行了频率模拟和临界角速度模拟，并利用二维广义微分积分方法求解了各种边界条件下的非经典控制方程．
Ａｌ⁃Ｆｕｒｊａｎ 等［１７］研究了具有蜂窝芯、两层含有 ＳＭＡ 纤维的中间层和两层 ＭＨＣ 外层的夹层盘的频率响应，根
据 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 原理，运用广义微分求积法推导并求解了该结构的动力学方程．刘旭等［１８］ 基于 Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ 薄板理

论与非局部弹性理论，对热环境中旋转功能梯度纳米环板的振动频率进行研究，通过微分求积法对径向和横

向耦合运动变系数微分方程进行离散并求解．葛仁余等［１９］ 通过应用微分求积法，将双材料平面接头问题转

化为含应力奇性指数的常微分方程组的特征值求解问题，通过奇性指数的计算以确保工作条件下连接件在

连接点处的强度足够．
本文以末端附加质量块的矩形等截面均质悬臂细长 Ｌ 梁为研究对象，根据所建立的动力学方程以及边

界条件，用微分求积法对其固有振动特性进行了研究．首先通过对比研究，验证了本文所用的微分求积法计

算过程与结果的正确性，并研究了末端质量、内外梁的长度比、宽度、厚度对各阶固有频率的影响．特别地，本
文创新地运用微分求积这一方法求解悬臂 Ｌ 梁的固有振动特性，相比于传统的直梁结构，额外考虑了其内
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梁的扭转变形与拐点处特殊的连续性条件，从而确保了计算精度，推广了该方法在工程结构中的适用范围．
此外，本文创新地将边界条件精确施加于边界点上，在进一步提高计算精度的同时简化了计算．

１　 模型与动力学方程的建立

末端附加质量块的矩形等截面均质悬臂 Ｌ 梁模型如图 １ 所示，Ｌ 梁在计算过程中被分为内、外两段，以
内梁末端（固支端）为原点建立正交固定坐标系 Ｏ１Ｘ１Ｙ１Ｚ１， 并以内、外梁连接拐点处为原点建立正交运动坐

标系 Ｏ２Ｘ２Ｙ２Ｚ２ ．

图 １　 悬臂 Ｌ 梁示意图

Ｆｉｇ． １　 Ｓｃｈｅｍａｔｉｃ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ｔｈｅ Ｌ⁃ｓｈａｐｅｄ ｃａｎｔｉｌｅｖｅｒ ｂｅａｍ

本文考虑内、外梁在振动过程中发生的 ＸＯＺ 面内的横向弯曲振动与内梁发生的扭转振动，由此引入内

梁挠度 ｗ１、外梁挠度 ｗ２ 和内梁扭转角 θ ．令内、外梁均为满足跨高比大于 １０ 的细长梁，故可将两段梁均视为

Ｅｕｌｅｒ⁃Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ 梁，忽略其剪切变形及绕中性轴转动惯量的影响．此时动力学方程为内梁的 ＸＯＺ 面内横向弯

曲振动方程（１ａ）、扭转振动方程（１ｂ）与外梁的 ＸＯＺ 面内横向弯曲振动方程（２）：

　 　 ＥＩ
∂４ｗ１

∂Ｘ４
１

＋ ρＳ
∂２ｗ１

∂ｔ２
＝ ０， （１ａ）

　 　 ＧＩｐ
∂２θ
∂Ｘ２

１

－ ρＩｐ
∂２θ
∂ｔ２

＝ ０， （１ｂ）

　 　 ＥＩ
∂４ｗ２

∂Ｘ４
２

＋ ρＳ
∂２ｗ２

∂ｔ２
＝ ０， （２）

其中 ＥＩ 为 Ｌ 梁的抗弯刚度， ＧＩｐ 为 Ｌ 梁的抗扭刚度， ρ 为梁的密度， Ｓ 为梁的横截面面积．

２　 微分求积法求解

２．１　 节点坐标的选取

分别将内、外梁的长度正规化为［０，１］后，取 Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ 多项式的根作为节点坐标进行划分．在内、外梁

各自的长度方向上分别划分 Ｎ１ 与 Ｎ２ 个节点，此时各节点坐标为

　 　 ｘ１ｉ ＝
１
２

１ － ｃｏｓ （ ｉ － １）π
Ｎ１ － １

é

ë
êê

ù

û
úú ｌ１，　 　 ｉ ＝ １，２，…，Ｎ１， （３ａ）

　 　 ｘ２ｉ ＝
１
２

１ － ｃｏｓ （ ｉ － １）π
Ｎ２ － １

é

ë
êê

ù

û
úú ｌ２，　 　 ｉ ＝ １，２，…，Ｎ２， （３ｂ）

其中 ｌ１，ｌ２ 分别为内、外梁的长度．
２．２　 插值基函数的选取

选用 Ｌａｇｒａｎｇｅ 插值基函数进行离散，由插值理论可得

　 　 ｆ（Ｘ１） ＝ ∑
Ｎ１

ｊ ＝ １
ｐ１ｊ（Ｘ１） ｆ（ｘ１ｊ）， （４ａ）

　 　 ｆ（Ｘ２） ＝ ∑
Ｎ２

ｊ ＝ １
ｐ２ｊ（Ｘ２） ｆ（ｘ２ｊ）， （４ｂ）

其中 ｐ１ｊ（Ｘ），ｐ２ｊ（Ｘ） 选用 Ｌａｇｒａｎｇｅ 插值基函数：

７２５第 ５ 期　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 李智超，等： 微分求积法求解悬臂 Ｌ 梁固有振动特性研究



　 　 ｐ１ｊ（Ｘ１） ＝ ∏
Ｎ１

ｉ ＝ １
ｉ≠ｊ

Ｘ１ － ｘ１ｉ

ｘ１ｊ － ｘ１ｉ
， （５ａ）

　 　 ｐ２ｊ（Ｘ２） ＝ ∏
Ｎ２

ｉ ＝ １
ｉ≠ｊ

Ｘ２ － ｘ２ｉ

ｘ２ｊ － ｘ２ｉ
． （５ｂ）

２．３　 权系数矩阵的计算
将式（４ａ）两侧对 Ｘ１ 求 ｍ 阶导数，式（４ｂ）两侧对 Ｘ２ 求 ｍ 阶导数，分别代入 Ｘ１ ＝ ｘ１ｉ 和 Ｘ２ ＝ ｘ２ｉ 并化为矩

阵形式可得

　 　

ｆ （ｍ）（ｘ１１）
ｆ （ｍ）（ｘ１２）

︙
ｆ （ｍ）（ｘ１，Ｎ１－１）

ｆ （ｍ）（ｘ１，Ｎ１
）

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
úú

＝

Ａ（ｍ）
１１ Ａ（ｍ）

１２ … Ａ（ｍ）
１，Ｎ１－１ Ａ（ｍ）

１，Ｎ１

Ａ（ｍ）
２１ Ａ（ｍ）

２２ … Ａ（ｍ）
２，Ｎ１－１ Ａ（ｍ）

２，Ｎ１

︙ ︙ ︙ ︙
Ａ（ｍ）

Ｎ１－１，１ Ａ（ｍ）
Ｎ１－１，２ … Ａ（ｍ）

Ｎ１－１，Ｎ１－１ Ａ（ｍ）
Ｎ１－１，Ｎ１

Ａ（ｍ）
Ｎ１，１ Ａ（ｍ）

Ｎ１，２ … Ａ（ｍ）
Ｎ１，Ｎ１－１ Ａ（ｍ）

Ｎ１，Ｎ１

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

·

ｆ（ｘ１１）
ｆ（ｘ１２）
︙

ｆ（ｘ１，Ｎ１－１）

ｆ（ｘ１，Ｎ１
）

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

， （６ａ）

　 　

ｆ （ｍ）（ｘ２１）
ｆ （ｍ）（ｘ２２）

︙
ｆ （ｍ）（ｘ２，Ｎ２－１）

ｆ （ｍ）（ｘ２，Ｎ２
）

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
úú

＝

Ｂ（ｍ）
１１ Ｂ（ｍ）

１２ … Ｂ（ｍ）
１，Ｎ２－１ Ｂ（ｍ）

１，Ｎ２

Ｂ（ｍ）
２１ Ｂ（ｍ）

２２ … Ｂ（ｍ）
２，Ｎ２－１ Ｂ（ｍ）

２，Ｎ２

︙ ︙ ︙ ︙
Ｂ（ｍ）

Ｎ２－１，１ Ｂ（ｍ）
Ｎ２－１，２ … Ｂ（ｍ）

Ｎ２－１，Ｎ２－１ Ｂ（ｍ）
Ｎ２－１，Ｎ２

Ｂ（ｍ）
Ｎ２，１ Ｂ（ｍ）

Ｎ２，２ … Ｂ（ｍ）
Ｎ２，Ｎ２－１ Ｂ（ｍ）

Ｎ２，Ｎ２

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

·

ｆ（ｘ２１）
ｆ（ｘ２２）
︙

ｆ（ｘ２，Ｎ２－１）

ｆ（ｘ２，Ｎ２
）

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

， （６ｂ）

其中内、外梁权系数矩阵中的每个元素分别为

　 　 Ａ（ｍ）
ｉｊ ＝

ｄｍ（ｐ１ｊ（ｘ１ｉ））
ｄＸ１

ｍ ，　 　 ｉ， ｊ ＝ １，２，…，Ｎ１， （７ａ）

　 　 Ｂ（ｍ）
ｉｊ ＝

ｄｍ（ｐ２ｊ（ｘ２ｉ））
ｄＸ２

ｍ ，　 　 ｉ， ｊ ＝ １，２，…，Ｎ２ ． （７ｂ）

将式（５）代入式（７），可得到一阶权系数表达式（８ａ）与高阶权系数表达式（８ｂ）：

　 　

Ａ（１）
ｉｊ ＝

∏
Ｎ１

ｋ ＝ １
ｋ≠ｉ， ｊ

（ｘ１ｉ － ｘ１ｋ）

∏
Ｎ１

ｋ ＝ １
ｋ≠ｊ

（ｘ１ｊ － ｘ１ｋ）
，

Ａ（１）
ｉｉ ＝ ∑

Ｎ１

ｋ ＝ １
ｋ≠ｉ

１
ｘ１ｉ － ｘ１ｋ

，

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

　

Ｂ（１）
ｉｊ ＝

∏
Ｎ２

ｋ ＝ １
ｋ≠ｉ， ｊ

（ｘ２ｉ － ｘ２ｋ）

∏
Ｎ２

ｋ ＝ １
ｋ≠ｊ

（ｘ２ｊ － ｘ２ｋ）
，

Ｂ（１）
ｉｉ ＝ ∑

Ｎ２

ｋ ＝ １
ｋ≠ｉ

１
ｘ２ｉ － ｘ２ｋ

，

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

　 　 ｉ， ｊ ＝ １，２，…，Ｎ１，２； ｉ ≠ ｊ， （８ａ）

　 　
Ａ（ｍ）

ｉｊ ＝ ｍ Ａ（ｍ－１）
ｉｉ Ａ（１）

ｉｊ －
Ａ（ｍ－１）

ｉｊ

ｘ１ｉ － ｘ１ｊ，

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ，

Ａ（ｍ）
ｉｉ ＝ － ∑

Ｎ１

ｋ ＝ １
ｋ≠ｉ

Ａ（ｍ）
ｉｋ ，

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

　
Ｂ（ｍ）

ｉｊ ＝ ｍ Ｂ（ｍ－１）
ｉｉ Ｂ（１）

ｉｊ －
Ｂ（ｍ－１）

ｉｊ

ｘ２ｉ － ｘ２ｊ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ，

Ｂ（ｍ）
ｉｉ ＝ － ∑

Ｎ２

ｋ ＝ １
ｋ≠ｉ

Ｂ（ｍ）
ｉｋ ，

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

　 　 ｉ， ｊ ＝ １，２，…，Ｎ１，２； ｉ ≠ ｊ； ｍ ＝ ２，３，…，Ｎ１，２ － １． （８ｂ）
２．４　 边界条件的处理

在传统的节点替代法 （δ 法）的基础上，将施加于内部点的边界条件全部改为施加于边界点，并减少靠

近边界点处相应数量内部点的四阶微分控制方程，得到改进后的边界条件：
固支端 Ｘ１ ＝ ０ 处
　 　 ｗ１（０，ｔ） ＝ ０， ｗ′１（０，ｔ） ＝ ０， θ（０，ｔ） ＝ ０； （９）
自由端 Ｘ２ ＝ ｌ２ 处

８２５ 应　 用　 数　 学　 和　 力　 学　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ２０２３ 年　 第 ４４ 卷



　 　 Ｍ２（ ｌ２，ｔ） ＝ ０， Ｆｓ２（ ｌ２，ｔ） ＝ ｍｗ̈１（ ｌ２，ｔ）， （１０）
其中 Ｍ２ 为外梁截面弯矩， Ｆｓ２ 为外梁截面剪力．

Ｌ 梁拐点处的连续性边界条件可表示为

　 　
ｗ１（ ｌ１，ｔ） ＝ ｗ２（０，ｔ）， θ（ ｌ１，ｔ） ＝ ｗ′２（０，ｔ），
Ｍ１（ ｌ１，ｔ） ＝ ０， Ｔ１（ ｌ１，ｔ） ＝ Ｍ２（０，ｔ）， Ｆｓ１（ ｌ１，ｔ） ＝ Ｆｓ２（０，ｔ），{ （１１）

其中 Ｍ１ 为内梁截面弯矩， Ｔ１ 为内梁截面扭矩， Ｆｓ１ 为内梁截面剪力．
将 Ｘ１ ＝ ｘ１ｉ 代入式（１ａ）、（１ｂ），得到内梁的内部节点控制方程：

　 　 ＥＩ
∂４ｗ１（ｘ１ｉ，ｔ）

∂Ｘ４
１

＋ ρＳ
∂２ｗ１（ｘ１ｉ，ｔ）

∂ｔ２
＝ ０，　 　 ｉ ＝ ３，４，…，Ｎ１ － ２， （１２ａ）

　 　 ＧＩｐ
∂２θ（ｘ１ｉ，ｔ）

∂Ｘ２
１

－ ρＩｐ
∂２θ（ｘ１ｉ，ｔ）

∂ｔ２
＝ ０，　 　 ｉ ＝ ２，３，…，Ｎ１ － １． （１２ｂ）

将 Ｘ２ ＝ ｘ２ｉ 代入式（２），得到外梁的内部节点控制方程：

　 　 ＥＩ
∂４ｗ２（ｘ２ｉ，ｔ）

∂Ｘ４
２

＋ ρＳ
∂２ｗ２（ｘ２ｉ，ｔ）

∂ｔ２
＝ ０，　 　 ｉ ＝ ３，４，…，Ｎ２ － ２． （１３）

由以上改进的节点替代法得到边界条件方程（９）、（１０）、（１１）共 １０ 个，内部节点控制方程（１２）、（１３）共
２Ｎ１ ＋ Ｎ２ － １０ 个．
２．５　 固有振动特性的求解

设 ｗ１（Ｘ１，ｔ），ｗ２（Ｘ２，ｔ），θ（Ｘ１，ｔ） 的位移形式为

　 　 ｗ１（Ｘ１，ｔ） ＝ ϕ１（Ｘ１）ｅ
－ ｉωｔ， ｗ２（Ｘ２，ｔ） ＝ ϕ２（Ｘ２）ｅ

－ ｉωｔ， θ（Ｘ１，ｔ） ＝ φ（Ｘ１）ｅ
－ ｉωｔ ． （１４）

联立式（９）—（１３），并将式（１４）中的位移形式代入得

　 　

ＥＩϕ（４）
１ （ｘ１ｉ） － ρＳϕ１（ｘ１ｉ）ω２ ＝ ０，　 　 ｉ ＝ ３，４，…，Ｎ１ － ２，

ＥＩϕ（４）
２ （ｘ２ｉ） － ρＳϕ２（ｘ２ｉ）ω２ ＝ ０，　 　 ｉ ＝ ３，４，…，Ｎ２ － ２，

ＧＩｐφ（２）（ｘ１ｉ） ＋ ρＩｐφ（ｘ１ｉ）ω２ ＝ ０，　 　 ｉ ＝ ２，３，…，Ｎ１ － １，
ϕ１（０） ＝ ０， ϕ（１）

１ （０） ＝ ０， φ（０） ＝ ０，
ＥＩϕ（２）

２ （ ｌ２） ＝ ０， ＥＩϕ（３）
２ （ ｌ２） ＝ － ｍω２ϕ２（ ｌ２），

ϕ１（ ｌ１） ＝ ϕ２（０）， φ（ ｌ１） ＝ ϕ（１）
２ （０）， ＥＩϕ（２）

１ （ ｌ１） ＝ ０，
ＧＩｐφ（１）（ ｌ１） ＝ ＥＩϕ（２）

２ （０）， ＥＩϕ（３）
１ （ ｌ１） ＝ ＥＩϕ（３）

２ （０） ．

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï

（１５）

利用微分求积法将高阶微分方程组（１５）转化为代数方程组：

　 　

ＥＩ∑
Ｎ１

ｊ ＝ １
Ａ（４）

ｉｊ ϕ１（ｘ１ｊ） － ρＳϕ１（ｘ１ｉ）ω２ ＝ ０，　 　 ｉ ＝ ３，４，…，Ｎ１ － ２，

ＥＩ∑
Ｎ２

ｊ ＝ １
Ｂ（４）

ｉｊ ϕ２（ｘ２ｊ） － ρＳϕ２（ｘ２ｉ）ω２ ＝ ０，　 　 ｉ ＝ ３，４，…，Ｎ２ － ２，

ＧＩｐ∑
Ｎ１

ｊ ＝ １
Ａ（２）

ｉｊ φ（ｘ１ｊ） ＋ ρＩｐφ（ｘ１ｉ）ω２ ＝ ０，　 　 ｉ ＝ ２，３，…，Ｎ１ － １，

ϕ１（０） ＝ ０， ∑
Ｎ１

ｊ ＝ １
Ａ（１）

１ｊ ϕ１（ｘ１ｊ） ＝ ０， φ（０） ＝ ０，

ＥＩ∑
Ｎ２

ｊ ＝ １
Ｂ（２）

Ｎ２， ｊϕ２（ｘ２ｊ） ＝ ０， ＥＩ∑
Ｎ２

ｊ ＝ １
Ｂ（３）

Ｎ２， ｊϕ２（ｘ２ｊ） ＝ － ｍω２ϕ２（ ｌ），

ϕ１（ ｌ１） ＝ ϕ２（０）， φ（ ｌ１） ＝ ∑
Ｎ２

ｊ ＝ １
Ｂ（１）

１ｊ ϕ２（ｘ２ｊ）， ＥＩ∑
Ｎ１

ｊ ＝ １
Ａ（２）

Ｎ１， ｊϕ１（ｘ１ｊ） ＝ ０，

ＧＩｐ∑
Ｎ１

ｊ ＝ １
Ａ（１）

Ｎ１， ｊφ（ｘ１ｊ） ＝ ＥＩ∑
Ｎ２

ｊ ＝ １
Ｂ（２）

１ｊ ϕ２（ｘ２ｊ）， ＥＩ∑
Ｎ１

ｊ ＝ １
Ａ（３）

Ｎ１， ｊϕ１（ｘ１ｊ） ＝ ＥＩ∑
Ｎ２

ｊ ＝ １
Ｂ（３）

１ｊ ϕ２（ｘ２ｊ） ．

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

（１６）
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上式可化简为如下矩阵形式：
　 　 （Ｋ － ω ２Ｍ）α ＝ ０， （１７）

其中

　 　 α ＝ ［ϕ１（ｘ１１），ϕ１（ｘ１２），…，ϕ１（ｘ１Ｎ１
），ϕ２（ｘ２１），ϕ２（ｘ２２），…，ϕ２（ｘ２Ｎ２

），
　 　 　 　 φ（ｘ１１），φ（ｘ１２），…，φ（ｘ１Ｎ１

）］ Ｔ ．
通过求解刚度矩阵 Ｋ 相对于质量矩阵 Ｍ 的广义特征值问题，可求得 ２Ｎ１ ＋ Ｎ２ 个特征值 ω ２

ｉ 以及特征向

量 αｉ，其中 ω ｉ 为 Ｌ 梁的第 ｉ 阶固有频率，αｉ 为 Ｌ 梁的第 ｉ 阶模态．

３　 结果对比验证

为了验证计算结果的正确性， 将本文结果与 Ｃａｏ 等［２０］利用 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 法得到的该系统的各阶固有频率进

行对比．对比所用的材料与几何参数值如表 １ 所示， 表 ２ 为微分求积法收敛性研究， 本文理论计算结果与

Ｃａｏ 等［２０］的理论计算结果以及 ＰＡＴＲＡＮ、ＣＯＭＳＯＬ 有限元结果的对比情况见表 ３．
表 １　 悬臂 Ｌ 梁的几何与材料参数表

Ｔａｂｌｅ １　 Ｇｅｏｍｅｔｒｉｃ ａｎｄ ｍａｔｅｒｉａｌ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ｏｆ ｔｈｅ Ｌ⁃ｓｈａｐｅｄ ｃａｎｔｉｌｅｖｅｒ ｂｅａｍ

ｐａｒａｍｅｔｅｒ ｖａｌｕｅ［２０］ ｐａｒａｍｅｔｅｒ ｖａｌｕｅ［２０］

ｌｅｎｇｔｈ ｌ１ ／ ｍ， ｌ２ ／ ｍ ０．７５， ０．７５ ｅｌａｓｔｉｃｉｔｙ ｍｏｄｕｌｕｓ Ｅ ／ Ｐａ ７×１０１０

ｗｉｄｔｈ ｂ ／ ｍ ０．０４ ｐｏｌａｒ ｍｏｍｅｎｔ ｏｆ ｉｎｅｒｔｉａ Ｉｐ ／ ｍ４ １．５３５×１０－９

ｔｈｉｃｋｎｅｓｓ ｈ ／ ｍ ０．００５ ｅｎｄ ｍａｓｓ ｍ ／ ｋｇ ０．５

ｄｅｎｓｉｔｙ ρ ／ （ｋｇ ／ ｍ３） ２ ７００ Ｐｏｉｓｓｏｎ’ｓ ｒａｔｉｏ υ ０．３

表 ２　 不同节点数下的结构前五阶固有频率表（单位： Ｈｚ）
Ｔａｂｌｅ ２　 Ｆｉｒｓｔ ｆｉｖｅ⁃ｏｒｄｅｒ ｎａｔｕｒａｌ ｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｎｕｍｂｅｒ ｏｆ ｎｏｄｅｓ （ｕｎｉｔ： Ｈｚ）

ｎｏｄｅ
ｍｏｄｅ

１ ２ ３ ４ ５
Ｎ１，２ ＝ ９ １．３７７ ７ ５．５１４ ０ ２７．６７１ ８ ４２．５３２ ３ ９４．０８７ ５
Ｎ１，２ ＝ １０ １．３７７ ７ ５．５１３ ６ ２７．６６１ ４ ４２．３４２ １ ９３．２８７ ７
Ｎ１，２ ＝ １１ １．３７７ ７ ５．５１３ ６ ２７．６５９ ９ ４２．２５９ ０ ９３．０７０ ６
Ｎ１，２ ＝ １２ １．３７７ ７ ５．５１３ ６ ２７．６６０ ２ ４２．２６１ ４ ９３．０７２ ７
Ｎ１，２ ＝ １３ １．３７７ ７ ５．５１３ ６ ２７．６６０ ２ ４２．２６３ ６ ９３．０８８ ２
Ｎ１，２ ＝ １４ １．３７７ ７ ５．５１３ ６ ２７．６６０ ２ ４２．２６３ ５ ９３．０８９ ０
Ｎ１，２ ＝ １５ １．３７７ ７ ５．５１３ ６ ２７．６６０ ２ ４２．２６３ ４ ９３．０８８ ４

表 ３　 结构前五阶固有频率对比表（单位： Ｈｚ）
Ｔａｂｌｅ ３　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ’ｓ ｆｉｒｓｔ ｆｉｖｅ⁃ｏｒｄｅｒ ｎａｔｕｒａｌ ｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓ （ｕｎｉｔ： Ｈｚ）

ｍｏｄｅ １ ２ ３ ４ ５
ｐｒｅｓｅｎｔ Ｎ１，２ ＝ １３ １．３７７ ７ ５．５１３ ６ ２７．６６０ ２ ４２．２６３ ６ ９３．０８８ ２

ｒｅｆ． ［２０］ （ｅｒｒｏｒ δ ／ ％） １．３７７ ２（０．０４） ５．５３１ ６（－０．３３） ２７．７６１ ９（－０．３７） ４２．４５６ ２（－０．４５） ９３．５００ ７（－０．４４）
ＰＡＴＲＡＮ （ｅｒｒｏｒ δ ／ ％） １．３７０ １（０．５５） ５．４８６ １（０．５０） ２７．５８２ ０（０．２８） ４１．７３８ ０（１．２６） ９２．６６５ ０（０．４６）
ＣＯＭＳＯＬ （ｅｒｒｏｒ δ ／ ％） １．４０５ ３（－１．９６） ５．５５４ ０（－０．７３） ２７．７７９ ０（－０．４３） ４１．５５６ ０（１．７０） ９２．５５１ ０（０．５８）

　 　 如表 ２ 所示，当 Ｎ１，２ ＝ １３ 时，结构前五阶固有频率已经收敛，故随后的计算中取节点数 Ｎ１，２ ＝ １３．表 ３ 中

对比结果显示，本文通过微分求积理论计算得到的各阶固有频率误差均不超过 ２％，故本文提出的用微分求

积法求解悬臂 Ｌ 梁固有频率的方法是可行的．有限元求解得到结构前五阶模态如图 ２ 所示．

（ａ） 一阶，１．４０５ ３ Ｈｚ （ｂ） 二阶，５．５５４ ０ Ｈｚ （ｃ） 三阶，２７．７７９ ０ Ｈｚ
（ａ） Ｔｈｅ １ｓｔ ｏｒｄｅｒ， １．４０５ ３ Ｈｚ （ｂ） Ｔｈｅ ２ｎｄ ｏｒｄｅｒ， ５．５５４ ０ Ｈｚ （ｃ） Ｔｈｅ ３ｒｄ ｏｒｄｅｒ， ２７．７７９ ０ Ｈｚ
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（ｄ） 四阶，４１．５５６ ０ Ｈｚ （ｅ） 五阶，９２．５５１ ０ Ｈｚ
（ｄ） Ｔｈｅ ４ｔｈ ｏｒｄｅｒ， ４１．５５６ ０ Ｈｚ （ｅ） Ｔｈｅ ５ｔｈ ｏｒｄｅｒ， ９２．５５１ ０ Ｈｚ

图 ２　 结构前五阶模态图

Ｆｉｇ． ２　 Ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ｔｈｅ ｆｉｒｓｔ ｆｉｖｅ ｍｏｄｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ

４　 参数讨论与分析

首先通过改变外梁长度 ｌ２ 调节内、外梁的长度比，其中当 ｌ２ ／ ｌ１ 为 ０ 时，悬臂 Ｌ 梁退化为悬臂直梁．如图 ３
所示，随着长度比的增加，结构各阶固有频率均下降，且下降幅度逐渐减小．

（ａ） 一阶 （ｂ） 二阶 （ｃ） 三阶

（ａ） Ｔｈｅ １ｓｔ ｏｒｄｅｒ （ｂ） Ｔｈｅ ２ｎｄ ｏｒｄｅｒ （ｃ） Ｔｈｅ ３ｒｄ ｏｒｄｅｒ

（ｄ） 四阶 （ｅ） 五阶

（ｄ） Ｔｈｅ ４ｔｈ ｏｒｄｅｒ （ｅ） Ｔｈｅ ５ｔｈ ｏｒｄｅｒ
图 ３　 内、外梁长度比对结构各阶固有频率的影响

Ｆｉｇ． ３　 Ｔｈｅ ｅｆｆｅｃｔ ｏｆ ｔｈｅ ｌｅｎｇｔｈ ｒａｔｉｏ ｏｆ ｔｈｅ ｏｕｔｅｒ ｂｅａｍ ｔｏ ｔｈｅ ｉｎｎｅｒ ｂｅａｍ ｏｎ ｎａｔｕｒａｌ ｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ

图 ４ 为梁的宽度 ｂ 的增加对系统固有频率的影响．由图可见微分求积法求得的各阶固有频率均呈现上

升趋势，且上升幅度逐渐减小．
如图 ５ 所示，随着梁厚 ｈ 的增加，结构各阶横向弯扭振动固有频率均显著上升，在本文研究范围内，这一

变化趋势接近线性．
图 ６ 为梁的末端质量 ｍ 的增加对系统固有频率的影响，由图可知各阶固有频率均呈现下降趋势，且下

降幅度逐渐减小．
综上所述，通过增大梁长比 ｌ２ ／ ｌ１、 末端质量 ｍ， 或减小梁宽 ｂ、 梁厚 ｈ 等方式均可实现固有频率的降低．

在本文研究范围内，利用微分求积法求解得到的前五阶固有频率与 ＣＯＭＳＯＬ 有限元结果的对比误差均不超

过 ５％，故该算法具有高阶精度．值得注意的是，造成这一误差的主要原因在于：梁结构参数的某些改变导致

该结构与 Ｅｕｌｅｒ⁃Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ 梁理论适应性降低，因此为保证各阶固有频率的计算精度，末端质量 ｍ 和梁宽 ｂ 均
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不宜取值过大，梁长 ｌ１，ｌ２ 也不宜取值过小，应满足 ｌ１，２ ≥ １０ｂ ．

（ａ） 一阶 （ｂ） 二阶 （ｃ） 三阶

（ａ） Ｔｈｅ １ｓｔ ｏｒｄｅｒ （ｂ） Ｔｈｅ ２ｎｄ ｏｒｄｅｒ （ｃ） Ｔｈｅ ３ｒｄ ｏｒｄｅｒ

（ｄ） 四阶 （ｅ） 五阶

（ｄ） Ｔｈｅ ４ｔｈ ｏｒｄｅｒ （ｅ） Ｔｈｅ ５ｔｈ ｏｒｄｅｒ
图 ４　 梁宽度对结构各阶固有频率的影响

Ｆｉｇ． ４　 Ｔｈｅ ｅｆｆｅｃｔ ｏｆ ｔｈｅ ｂｅａｍ ｗｉｄｔｈ ｏｎ ｎａｔｕｒａｌ ｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ

（ａ） 一阶 （ｂ） 二阶 （ｃ） 三阶

（ａ） Ｔｈｅ １ｓｔ ｏｒｄｅｒ （ｂ） Ｔｈｅ ２ｎｄ ｏｒｄｅｒ （ｃ） Ｔｈｅ ３ｒｄ ｏｒｄｅｒ

（ｄ） 四阶 （ｅ） 五阶

（ｄ） Ｔｈｅ ４ｔｈ ｏｒｄｅｒ （ｅ） Ｔｈｅ ５ｔｈ ｏｒｄｅｒ
图 ５　 梁厚度对结构各阶固有频率的影响

Ｆｉｇ． ５　 Ｔｈｅ ｅｆｆｅｃｔ ｏｆ ｔｈｅ ｂｅａｍ ｔｈｉｃｋｎｅｓｓ ｏｎ ｎａｔｕｒａｌ ｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ
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（ａ） 一阶 （ｂ） 二阶 （ｃ） 三阶

（ａ） Ｔｈｅ １ｓｔ ｏｒｄｅｒ （ｂ） Ｔｈｅ ２ｎｄ ｏｒｄｅｒ （ｃ） Ｔｈｅ ３ｒｄ ｏｒｄｅｒ

（ｄ） 四阶 （ｅ） 五阶

（ｄ） Ｔｈｅ ４ｔｈ ｏｒｄｅｒ （ｅ） Ｔｈｅ ５ｔｈ ｏｒｄｅｒ
图 ６　 末端质量对结构各阶固有频率的影响

Ｆｉｇ． ６　 Ｔｈｅ ｅｆｆｅｃｔ ｏｆ ｔｈｅ ｅｎｄ ｍａｓｓ ｏｎ ｎａｔｕｒａｌ ｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ

５　 结　 　 论

本文利用微分求积法，对末端附加质量块的矩形等截面均质悬臂细长 Ｌ 梁的各阶固有频率与模态进行

了计算．首先在内、外梁末端分别建立正交坐标系后，建立了结构的动力学方程．之后运用微分求积法，将内、
外梁长度方向上的计算区间正规化为［０，１］，选取 Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ 多项式的根作为节点坐标划分计算区域，并选

用 Ｌａｇｒａｎｇｅ 插值基函数进行插值，进一步求得各阶权系数．在列出直接法或改进后的节点替代法处理后的边

界条件方程与连续性条件方程以及内、外梁的内部节点控制方程后，可将方程中给定节点处的函数与其各阶

导数项用求解域内全部节点函数值的加权和进行表示，整理得到代数方程组并表示为矩阵形式，通过求解广

义特征值问题得到结构各阶固有频率与模态．最后研究了末端质量、内外梁的长度比、宽度、厚度对结构各阶

固有振动特性的影响．本方法可以进一步应用推广到相关结构振动的研究中．
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