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摘要：　 研究了一类漂移系数不连续的高维 ＭｃＫｅａｎ⁃Ｖｌａｓｏｖ 随机微分方程及相应的粒子系统解的存在唯一性．在漂

移系数关于空间变量逐段 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ 连续的条件下， 首先利用 Ｚｖｏｎｋｉｎ 变换将方程转换为漂移系数为 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ 连续

的 ＭｃＫｅａｎ⁃Ｖｌａｓｏｖ 随机微分方程， 变换后的方程存在唯一解．然后由变换函数的性质可得逆函数的存在性和 Ｌｉｐｓ⁃
ｃｈｉｔｚ 连续性．最后由 Ｉｔô 公式及逆函数的性质可得原来的 ＭｃＫｅａｎ⁃Ｖｌａｓｏｖ 随机微分方程及相应的粒子系统解的存在

唯一性．

关　 键　 词：　 高维 ＭｃＫｅａｎ⁃Ｖｌａｓｏｖ 随机微分方程；　 粒子系统；　 逐段 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ 连续；　 Ｚｖｏｎｋｉｎ 变换；　 解的存在

唯一性
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０　 引　 　 言

设 （Ω， Ｆ， Ｐ） 是完备的概率空间， （Ｆｔ） ｔ∈［０，Ｔ］是其上一个满足通常条件的 σ⁃ 代数流． Ｐ（ＲＲ ｄ） 是（ＲＲ ｄ，

Ｂ（ＲＲ ｄ）） 上概率测度组成的集合，Ｐ（ＲＲ ｄ） 上的拓扑为弱收敛的拓扑．考虑ＲＲ ｄ 上 ＭｃＫｅａｎ⁃Ｖｌａｓｏｖ 随机微分方程

（也称为分布依赖的随机微分方程）：
　 　 ｄＸｔ ＝ ｂ（ ｔ，Ｘｔ，ＬＸｔ

）ｄｔ ＋ σ（ ｔ，Ｘｔ，ＬＸｔ
）ｄＷ（ ｔ），　 　 ０ ≤ ｔ ≤ Ｔ， Ｘ０ ＝ ξ ∈ Łｐ

０（ＲＲ ｄ）， （１）
其中， Ｔ 为正常数， ｂ：［０，Ｔ］ × ＲＲｄ × Ｐ（ＲＲｄ） →ＲＲｄ和σ： ［０，Ｔ］ × ＲＲｄ × Ｐ（ＲＲｄ） →ＲＲ ｄ×ｄ 都是 Ｂｏｒｅｌ 可测函数，Ｗ（ ｔ）
是带流的概率空间（Ω， Ｆ， （Ｆｔ） ｔ∈［０，Ｔ］， Ｐ） 上一个 ｄ 维标准 Ｂｒｏｗｎ 运动， ＬＸｔ

为 Ｘｔ 在时刻 ｔ 处的边缘分布．对
ｐ ≥ ２， Łｐ

０（ＲＲ ｄ） 是ＲＲ ｄ⁃ 值 Ｆ０⁃ 可测的 ｐ 阶矩有限的随机变量做成的空间．
当系数不依赖于分布和时间且漂移系数 ｂ 不连续时， 文献［１］考虑了一维随机微分方程， 在漂移系数 ｂ

逐段 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ 连续， 扩散系数 σＬｉｐｓｃｈｉｔｚ 连续的条件下， 得到了解的存在唯一性及 Ｅｕｌｅｒ⁃Ｍａｒｕｙａｍａ（ＥＭ）数
值解．文献［２］考虑了高维随机微分方程，当漂移系数 ｂ 满足逐段 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ 连续，扩散系数 σ满足 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ 连
续时，利用 Ｚｖｏｎｋｉｎ 变换消除了漂移系数的不连续性，通过逆变换得到了解的存在唯一性，并对转换后的方

程的 ＥＭ 数值解用逆变换，从而得到原来方程的 ＥＭ 数值解及其强收敛的速度．文献［３⁃５］研究了几类随机微

分方程解的渐近性和稳定性等问题．
当 ｂ（ ｔ，ｘ，μ） 和 σ（ ｔ，ｘ，μ） 不依赖于 ｔ 且关于（ｘ，μ） 是 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ 连续的，文献［６］得到了方程（１）的强解

的存在唯一性，还给出了当系数不是 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ 连续时解不唯一的例子．非 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ 条件下，ＭｃＫｅａｎ⁃Ｖｌａｓｏｖ 随

机微分方程解的存在唯一性的研究成果也很丰富．当漂移系数 ｂ（ｘ，μ） 关于 ｘ 逐段 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ 连续、关于 μ 是

Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ 连续，扩散系数 σ（ｘ） 为 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ 连续时，文献［７］得到了一维 ＭｃＫｅａｎ⁃Ｖｌａｓｏｖ 随机微分方程及其对

应的粒子系统解的存在唯一性及 ＥＭ 数值解．当 ｂ（ ｔ，ｘ，μ） 和 σ（ ｔ，ｘ，μ） 关于 ｘ 可积、关于 μ 为 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ 连续

且 σ（ ｔ，ｘ，μ） 非退化时，文献［８］利用 Ｚｖｏｎｋｉｎ 变换，通过偏微分方程解的正则性得到了强解和弱解的存在

性，再由逐轨道唯一性得到了强解和弱解唯一性．当 ｂ（ ｔ，ｘ，μ） 关于 ｘ 奇异、关于 μ 在弱拓扑及全变差距离下

可能不连续、被一个分布的线性项与一个关于（ ｔ，ｘ） 局部可积的项的乘积控制，σ（ ｔ，ｘ，μ） 有界非退化且关

于（ ｔ，μ） 为 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ 连续时，文献［９］得到了弱解的存在唯一性．当 σ（ ｔ，ｘ，μ） 关于（ｘ，μ） 是 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ 连续，
ｂ（ ｔ，ｘ，μ） 连续且关于 ｘ 满足单调条件，ｂ（ ｔ，０，μ） 关于 μ 满足增长条件时，文献［１０］得到了强解的存在唯一

性、指数压缩性和 Ｈａｒｎａｃｋ 不等式．当 ｂ（ ｔ，ｘ，μ） 可测有界且关于（ｘ，μ） 为 Ｈöｌｄｅｒ 连续， σ（ ｔ，ｘ，μ） 非退化且

关于（ｘ，μ） 为 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ 连续时， 文献［１１］得到了强解的存在唯一性．当 ｂ（ ｔ，ｘ，μ） 由一个局部可积项和一个

关于 ｘ 是超线性增长的、关于 μ 在带权重的变差距离下是 Ｌｉｐｃｈｉｔｚ 连续的项构成时， σＴ（ ｔ，ｘ）σ（ ｔ，ｘ） 及其逆

矩阵一致有界、关于 ｘ 是 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ 连续时，文献［１２］得到了强解的存在唯一性．当 σ（ ｔ，ｘ，μ） 是一致非退化

的，ｂ（ ｔ，ｘ，μ） 满足某些可积性条件且关于 μ 在全变差距离下连续时，文献［１３］得到了弱解的存在性．当系数

连续且无界（不一定非退化）时，文献［１４］在可积的 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 条件下，得到了定义在多维空间一个区域上的

分布依赖的随机微分方程弱解的存在性．从以上文献可知，对高维的 ＭｃＫｅａｎ⁃Ｖｌａｓｏｖ 随机微分方程，当系数依

赖于 （ ｔ，ｘ，μ） 且 ｂ（ ｔ，ｘ，μ） 关于 ｘ 不连续时，我们需要 σ（ ｔ，ｘ，μ） 是非退化的，从而得到强解的存在唯一性．
本文考虑系数依赖于时间且漂移系数不连续的高维 ＭｃＫｅａｎ⁃Ｖｌａｓｏｖ 随机微分方程（１），得到了 ｂ（ ｔ，ｘ，

μ） 关于 ｘ仅仅是逐段 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ 连续，σ（ ｔ，ｘ，μ） 不一定是非退化时，ＭｃＫｅａｎ⁃Ｖｌａｓｏｖ 随机微分方程（１）及其对

应的交互作用的粒子系统强解的存在唯一性，从而拓展了文献［１⁃２，７］的结果．特别地，与文献［７］相比，本文

考虑的是高维的情形，且 σ 可以依赖于时间和分布．一维情形下， ｂ（ ｔ，ｘ，μ） 的不连续集，比较简单，变换函数

的逆函数有也显式表达，从而易得逆函数的 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ 连续性．高维情形下，变换函数的逆函数不再有显式表
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达，不连续的区域也更复杂，变换函数及其逆函数的性质不像一维情形那么容易得到．本文借助多元函数的

反函数存在定理，得到了该逆函数的存在性及相应的性质，从而得到了变换函数是微分同胚的．
本文主要内容安排如下：第 １ 节，给出了基本的概念、变换函数的定义及性质．第 ２ 节，分别证明了漂移

系数可分解和不可分解的情况下，ＭｃＫｅａｎ⁃Ｖｌａｓｏｖ 随机微分方程及其对应的交互作用的粒子系统解的存在唯

一性．第 ３ 节为本文的结论．

１　 预 备 知 识

１．１　 定义和假设

设 ＲＲ ｄ表示 ｄ（ｄ ≥１） 维欧氏空间， 〈·，·〉表示内积， ｜· ｜ ＝〈·，·〉 １ ／ ２ ．对 ｐ ≥２， 设 Ｓｐ（［０，Ｔ］） 是［０，
Ｔ］ 上 ｐ 阶矩有限的ＲＲ ｄ⁃值 Ｆ⁃适应过程 Ｘｔ 做成的集合， 即过程（Ｘｔ） ｔ∈［０，Ｔ］ 满足 Ｅ［ｓｕｐｔ∈［０，Ｔ］ ｜ Ｘｔ ｜ ｐ］ ＜ ∞ ．设

θ ＞ ０，Ｐθ（ＲＲｄ） ＝ { μ∈Ｐ（ＲＲｄ） ∫
ＲＲｄ
｜ ｘ ｜ θμ（ｄｘ） ＜ ∞ } ．对任意的 μ，ν∈Ｐ２（ＲＲｄ），定义如下标准的 Ｗａｓｓｅｒｓｔｅｉｎ

距离：

　 　 Ｗ２（μ，ν） ＝ ( ｉｎｆ
π∈Π（μ，ν）∫ＲＲｄ×ＲＲｄ

｜ ｘ － ｙ ｜ ２π（ｄｘ，ｄｙ） )
１ ／ ２

，

其中， Π（μ，ν） ＝ {π：Ｐ２（ＲＲｄ） × Ｐ２（ＲＲｄ） → Ｐ２（ＲＲｄ） ｜ π（μ，ν）（Ａ，ＲＲｄ） ＝ μ（Ａ）， π（μ，ν）（ＲＲｄ，Ａ） ＝ ν（Ａ）， ∀Ａ
∈ Ｂ（Ｒｄ） } 表示测度 μ 和 ν 的耦合测度 π 做成的集合．设 Θ 是一个正可达的 Ｃ３ 超曲面，即存在 ε ＞ ０，使得

ｐ（ｘ） ＝ ａｒｇ ｍｉｎｙ∈Θ ｜ ｘ － ｙ ｜ 在管状邻域 Θε ＝ { ｘ ∈ ＲＲｄ ｜ ｉｎｆｙ∈Θ ｜ ｘ － ｙ ｜ ＜ ε } 上是 Ｃ３ 单值函数族，且 Θ 的每

个单位外法向量 ｎ 都有有界的二阶和三阶导数．如果上述 ε 存在，则称集合 { ε ｜ ｐ（ｘ） 在 Θε 上为 Ｃ３ 单值函

数族 } 的上确界为 Θ的可达距离，记作 Ｒｅａｃｈ（Θ），易知 ｐ：Θε →Θ且当 ｘ∈Θ时 ｐ（ｘ） ＝ ｘ ．ｓｕｐｐ（μ） 表示 μ
的支撑．

定义 １（文献［２］中 ｄｅｆｉｎｉｔｉｏｎ ３．１、ｄｅｆｉｎｉｔｉｏｎ ３．２ 和 ｄｅｆｉｎｉｔｉｏｎ ３．４）　 设 Ａ ⊆ ＲＲ ｄ ．
１） 对连续的曲线 γ：［０，１］ → ＲＲ ｄ， 定义

　 　 ℓ（γ） ＝ ｓｕｐ
ｎ，０≤ｔ１ ＜… ＜ ｔｎ≤１

∑
ｎ

ｋ ＝ １
｜ γ（ ｔｋ） － γ（ ｔｋ－１） ｜ ，

称 ρ（ｘ，ｙ） ＝ ｉｎｆ { ℓ（γ） ｜ γ：［０，１］ → Ａ是满足 γ（０） ＝ ｘ，γ（１） ＝ ｙ的连续曲线 } 为 Ａ上的内蕴度量．如果不存

在从 ｘ 到 ｙ 的连续曲线，那么 ρ（ｘ，ｙ） ＝ ∞ ．
２） 如果 ｇ：Ａ → ＲＲｍ是关于 Ａ 上内蕴度量 ρ 的 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ 函数，即存在常数 Ｌ ＞ ０ 使得对任意 ｘ，ｙ ∈ Ａ， 有

　 　 ｜ ｇ（ｘ） － ｇ（ｙ） ｜ ≤ Ｌρ（ｘ，ｙ），
则称 ｇ 是内蕴 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ 函数．

３） 设函数 ｇ：ＲＲｄ→ＲＲｍ，如果存在具有有限多个连通部分的超曲面Θ使得 ｇ在ＲＲｄ ＼Θ上的限制是内蕴 Ｌｉｐｓ⁃
ｃｈｉｔｚ 函数，则称函数 ｇ 是逐段 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ 函数，称 Θ 是 ｇ 的例外集．

假设 Ｈ１　 ① σ，ｂ 有界．
② σ（０，０，μ） ≠ ０，且对任意的 ｘ，ｘ′ ∈ ＲＲ ｄ，μ，μ′ ∈ Ｐ２（ＲＲ ｄ），存在一个常数 Ｌ１ ＞ ０ 使得

　 　 ‖σ（ ｔ，ｘ，μ） － σ（ ｓ，ｘ′，μ′）‖ＨＳ ≤ Ｌ１（ ｜ ｔ － ｓ ｜ ＋｜ ｘ － ｘ′ ｜ ＋ Ｗ２（μ，μ′）），
其中，‖·‖ＨＳ为 Ｈｉｌｂｅｒｔ⁃Ｓｃｈｍｉｄｔ 范数．

③ 漂移系数 ｂ（ ｔ，ｘ，μ）：［０，Ｔ］ × ＲＲｄ × Ｐ２（ＲＲｄ） → ＲＲｄ关于 ｘ 为逐段 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ 连续的，且 ｂ（ ｔ，·，μ） 的例外

集 Θ 是正可达的 Ｃ３ 超曲面．
④ 非平行条件：存在一个常数 ｃ０ ＞ ０，使得对任意的 η ∈ Θ 有 ‖σＴ（ ｔ，η，μ）ｎ（η）‖ＨＳ ≥ ｃ０ ．
⑤ 对任意的 ｔ ∈ ［０，Ｔ］，η ∈ Θ，μ ∈ Ｐ２（ＲＲ ｄ）， 有

　 　 α（ ｔ，η，μ） ＝ ｌｉｍ
ｈ→０＋

ｂ（ ｔ，η － ｈｎ（η），μ） － ｂ（ ｔ，η ＋ ｈｎ（η），μ）
２ｎＴ（η）σＴ（ ｔ，η，μ）σ（ ｔ，η，μ）ｎ（η）

（２）
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关于 η 属于 Ｃ３，其关于 η 的一、二、三阶导数均是有界的且一阶导数关于 ｔ 为 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ 连续的、二阶导数关于

（ ｔ，μ） 为 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ 连续的．
１．２　 变换函数 Ｇ 的性质

设 Ｌ２（Ω，Ｆ，Ｐ；ＲＲｄ） 是完备的概率空间（Ω，Ｆ，Ｐ） 上所有二阶矩有限的ＲＲｄ⁃值随机变量做成的空间，其上的

标准内积和范数分别为〈·，·〉 Ｌ２ 和 ‖·‖Ｌ２ ．设 ｆ：Ｐ２（ＲＲｄ） → ＲＲｄ，Ｘ ∈ Ｌ２（Ω，Ｆ，Ｐ；ＲＲｄ），定义 ｆ　 （Ｘ） ＝ ｆ（ＬＸ），称

ｆ　 为函数 ｆ的提升函数．如果 Ｌ２（Ω，Ｆ，Ｐ；ＲＲｄ） 中存在分布为 μ ０ 的随机变量Ｘ０，使得提升函数 ｆ　 在Ｘ０ 处 Ｆｒéｃｈｅｔ
可微，则称函数 ｆ 在 μ ０ ∈ Ｐ２（ＲＲｄ） 处 Ｌ⁃可微．如果函数 ｆ 在任意的 μ ０ ∈ Ｐ２（ＲＲｄ） 处 Ｌ⁃可微， 则称 ｆ 是 Ｌ⁃ 可微

函数．由 Ｒｉｅｓｚ 表示定理可知， 存在 （Ｐ⁃ａ．ｓ．） 唯一的 Φ∈ Ｌ２（Ω，Ｆ，Ｐ；ＲＲｄ）， 使得当 ‖Ｘ － Ｘ０‖Ｌ２ → ０ 时，有

　 　 ｆ　 （Ｘ） ＝ ｆ　 （Ｘ０） ＋ 〈Φ，Ｘ － Ｘ０〉 Ｌ２ ＋ ｏ（‖Ｘ － Ｘ０‖Ｌ２） ．
由文献［１５］中 ｐｒｏｐｏｓｉｔｉｏｎ ５．２５ 知，存在 Ｂｏｒｅｌ 可测函数 χ：ＲＲ ｄ→ ＲＲ ｄ，使得 Φ ＝ χ（Ｘ０）， 因此

　 　 ｆ（ＬＸ） ＝ ｆ（ＬＸ０
） ＋ Ｅ〈χ（Ｘ０），Ｘ － Ｘ０〉 ＋ ｏ（‖Ｘ － Ｘ０‖Ｌ２） ．

定义 ｆ 在 μ ０ 处的 Ｌ⁃导数为 ∂μ ｆ（μ ０）（ｙ） ＝ χ（ｙ），ｙ∈ＲＲｄ ．对固定的 ｙ∈ＲＲｄ，如果映射Ｐ２（ＲＲｄ）∋μ ∂μ ｆ（μ）（ｙ）
存在一个 Ｌ⁃可微的版本， 并且该版本的 Ｌ⁃导数连续， 那么对于任意的（μ，ｙ，ｙ′） ∈ Ｐ２（ＲＲｄ） × ＲＲｄ × ＲＲｄ， 定义

∂μ ｆ（·）（ｙ）：Ｐ２（ＲＲｄ） → ＲＲｄ 的 Ｌ⁃ 导数为

　 　 ∂２
μ ｆ（μ）（ｙ，ｙ′） ＝ ∂μ（∂μ ｆ）（·）（ｙ）（μ，ｙ′） ．

定义 ２　 设函数 ｆ：Ｐ２（ＲＲ ｄ） → ＲＲ ｄ ．
１） 如果 ｆ是 Ｌ⁃可微的且其 Ｌ⁃导数连续，对任意的 μ，映射ＲＲｄ∋ｙ ∂μ ｆ（μ）（ｙ） 存在一个连续的版本，且

当 ｙ ∈ ｓｕｐｐ（μ） 时，导数

　 　 ∂μ ｆ（μ）（ｙ）， ∂ｙ { ∂μ ｆ（μ）（·） } （ｙ）
有界且关于变量 （μ，ｙ） 联合连续，则称 ｆ ∈ Ｃ（１，１）

ｂ ．
２） 如果 ｆ ∈ Ｃ（１，１）

ｂ ， 二阶导数 ∂２
μ ｆ（μ）（ｙ， ｙ′） 有界， 且对于所有的（μ， ｙ， ｙ′） 二阶导数联合连续， 则称

ｆ ∈ Ｃ（２，１）
ｂ ．
假设 Ｈ２　 假设 Ｈ１①、Ｈ１②成立，且
① 对任意的 ｘ ∈ ＲＲ ｄ ＼Θ，μ，ν ∈ Ｐ２（ＲＲ ｄ），存在常数 Ｌ２，Ｌ３ ＞ ０ 使得

　 　 ｓｕｐ
ｘ∈ＲＲｄ ＼Θ

｜ ｂ（ ｔ，ｘ，μ） ｜
１ ＋｜ ｘ ｜

≤ Ｌ２， ｜ ｂ（ ｔ，ｘ，μ） － ｂ（ ｓ，ｘ，ν） ｜ ≤ Ｌ３（ ｜ ｔ － ｓ ｜ ＋ Ｗ２（μ，ν）） ．

此外，对任意的 μ ∈Ｐ２（ＲＲｄ），映射ＲＲｄ∋ｘ ｂ（ ｔ，ｘ，μ） 在ＲＲｄ ＼Θ上逐段 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ 连续且 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ 常数不依赖于

分布 μ ．
② 􀃠 α（ ｔ，ｙ，·）：Ｐ２（ＲＲｄ） →ＲＲｄ属于 Ｃ（１，１）

ｂ ，映射Ｐ２（ＲＲｄ） × ＲＲｄ∋（μ，ｙ） ∂ｙ∂μα（ ｔ，ｙ，μ）（ｙ） 是 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ 连
续函数，即对任意的 ｔ ∈ ［０，Ｔ］，任意的 ｙ，ｙ′ ∈ ＲＲｄ，任意的 μ，ν ∈ Ｐ２（ＲＲｄ），存在常数 Ｌ４ ＞ ０ 使得

　 　 ｜ ∂ｙ∂μα（ ｔ，ｙ，μ）（ｙ） － ∂ｙ∂μα（ ｔ，ｙ，ν）（ｙ′） ｜ ≤ Ｌ４（ ｜ ｙ － ｙ′ ｜ ＋ Ｗ２（ν，μ）） ．
􀃡 对任意的 ｔ ∈ ［０，Ｔ］，η ∈ Θ，任意的 μ ∈ Ｐ２（ＲＲ ｄ），有 ∂μα（ ｔ，η，μ）（ｙ） ＝ ０．
􀃢 对任意的 ｔ ∈ ［０，Ｔ］，映射 Ｐ２（ＲＲ ｄ） × ＲＲ ｄ∋（μ，ｙ） ∂μα（ ｔ，ｙ，μ）（ｙ）ｂ（ ｔ，ｙ，μ） 是 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ 连续的．此

外，映射 ［０，Ｔ］∋ｔ ∂μα（ ｔ，ｙ，μ）（ｙ） 是 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ 连续的．
􀃣 对任意的 ｔ，ｓ ∈ ［０，Ｔ］，η，η′ ∈ Θ，μ，ν ∈ Ｐ２（ＲＲ ｄ），存在常数 Ｌ５ ＞ ０ 使得

　 　 ｜ ∂ｔα（ ｔ，η，μ） － ∂ｓα（ ｓ，η′，ν） ｜ ≤ Ｌ５（ ｜ ｔ － ｓ ｜ ＋｜ η － η′ ｜ ＋ Ｗ２（μ，ν）），
即 ∂ｔα（ ｔ，η，μ） 关于（ ｔ，η，μ） 是 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ 连续函数．此外， ∂ｔα（ ｔ，η，μ） 是有界的．

设 ０ ＜ ε ０ ＜ Ｒｅａｃｈ（Θ），ｃ ＞ ０，对任意的（ ｔ，ｘ，μ） ∈ ［０，Ｔ］ × ＲＲ ｄ × Ｐ２（ＲＲ ｄ）， 定义变换函数

　 　 Ｇ（ ｔ，ｘ，μ） ＝
ｘ ＋ ϕ（ｘ）α（ ｔ，ｐ（ｘ），μ），　 　 ｘ ∈ Θε０，
ｘ， ｘ ∈ ＲＲ ｄ ＼Θε０，{ （３）
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其中

　 　 ϕ（ｘ） ＝ ｎＴ（ｐ（ｘ））（ｘ － ｐ（ｘ））‖ｘ － ｐ（ｘ）‖ϕ ‖ｘ － ｐ（ｘ）‖
ｃ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，

　 　 ϕ（ｕ） ＝
（１ ＋ ｕ） ４（１ － ｕ） ４，　 　 ｜ ｕ ｜ ≤ １，
０， ｜ ｕ ｜ ＞ １ ．{

设 ｉｄＡ 为集合 Ａ 上的恒等映射．因为 Θ 是 Ｃ３ 超平面，由文献［２］中 ｒｅｍａｒｋ ３．１６ 知，存在 ０ ＜ ε ＜ ε ０ 使得若 η
∈ Θ，ｙ１ ∈ ＲＲ 且 ｜ ｙ１ ｜ ≤ ε，则 ｉｄτη

＋ ｙ１ｎ（η） 可逆，其中 τη 是 Θ 中 η 的切空间．

设 ０ ＜ ｃ ＜ ε，则当 ｘ ∉ Θｃ 时，Ｇ 关于 ｘ 是可微的．当 ｘ ∈ Θｃ 时，我们先引入一些记号，然后给出 Ｇ 关于

ｘ 微分的表达式．设 ｎ 为 Θ 的标准正交向量，取 Θ 满足如下条件的开子集 Ｂ：存在开集 Ｕ ⊂ ＲＲ ｄ使得 Ｕ ∩ Θ ＝
Ｂ，且对每一个 ｘ∈ Ｕ，有 ｘ ＝ ｙ１ｎ（ｐ（ｘ）） ＋ ｐ（ｘ） ．设 Ｒ是ＲＲ ｄ－１上的开矩形，Θ可以通过一一映射ψ：Ｒ→ＲＲｄ局

部参数化，且存在一点（ｙ２，…，ｙｄ） ∈ Ｒ使得ψ（ｙ２，…，ｙｄ） ＝ ｐ（ｘ） ．不妨设 Ｂ ＝ ψ（Ｒ），定义映射Ｊ ：（ － ε，ε） ×
Ｒ → Ｕ，

　 　 Ｊ （ｙ１，…，ｙｄ） ＝ ｙ１ｎ（ψ（ｙ２，…，ｙｄ）） ＋ ψ（ｙ２，…，ｙｄ） ．
设 ｜ ｎ′ ｜ ≤ Ｋ，􀰲 ＝ ε ０ ／ （εｍａｘ（Ｋ，１）），αｉ 为 α 的第 ｉ 个分量，

　 　 ｃ０ ＝ ｍｉｎ １，ε， １ ＋ ｄ
３

ｓｕｐ
η∈Θ

ｍａｘ
１≤ｉ≤ｄ

｜ αｉ（ ｔ，η，μ） ｜ ＋ ｄ
４

􀰲
􀰲 － １

ｍａｘ
１≤ｉ，ｊ≤ｄ

∂αｉ（ ｔ，η，μ）
∂ｘ ｊ

æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷

－１

{ } ．

设 Ｉη 为 ｉｄτη
＋ ｙ１ｎ′（η） 的逆．当 ０ ＜ ｃ ＜ ｃ０ 时，定义 ϕ

－
（ｙ） ＝ ｙ ｜ ｙ ｜ ϕ（ ｜ ｙ ｜ ／ ｃ）， 与文献［２］中 ｔｈｅｏｒｅｍ ３．１４ 类

似，有

　 　 ∂ｘＧ（ ｔ，ｘ，μ） ＝ ϕ
－
（‖ｘ － ｐ（ｘ）‖）∂ｘα（ ｔ，ｐ（ｘ），μ）Ｉη（Ｊ －１（ｘ））（ ｉｄＲＲｄ － ｎ（ｐ（ｘ））ｎＴ（ｐ（ｘ））） ＋

　 　 　 　 ϕ
－
′（‖ｘ － ｐ（ｘ）‖）α（ ｔ，ｐ（ｘ），μ）ｎＴ（ｐ（ｘ）） ＋ ｉｄＲＲｄ， （４）

当 ｃ→０时，ϕ
－
，ϕ

－
′一致有界并趋于 ０，故可选充分小的 ｃ使得ｍａｘ { ｜ ϕ

－
｜ ， ｜ ϕ

－
′ ｜ } ＜ （ε ０ － ｃ） ／ ２．此时，∂ｘＧ（ ｔ，

ｘ，μ） → ｉｄＲＲｄ，从而 ２ ＞ ｜ ∂ｘＧ（ ｔ，ｘ，μ） ｜ ＞ １ ／ ２．因此，Ｇ（ ｔ，ｘ，μ） 关于 ｘ 可逆，即 Ｇ －１（ ｔ，Ｇ（ ｔ，ｘ，μ），μ） ＝ Ｇ（ ｔ，
Ｇ －１（ ｔ，ｘ，μ），μ） ＝ ｘ ．此外，对任意的（ ｔ，ｘ，μ），∂ｘＧ（ ｔ，ｘ，μ） 一致有界．

引理 １　 若假设 Ｈ１、Ｈ２ 成立， ０ ＜ ｃ ＜ ｃ０， 则存在 Ｌ ＞ ０ 使得对任意的 ｔ ∈ ［０，Ｔ］， ｘ，ｙ ∈ ＲＲ ｄ， μ，ν ∈
Ｐ２（ＲＲｄ） 有

　 　 ｜ ∂ｘＧ（ ｔ，ｘ，μ） － ∂ｙＧ（ ｓ，ｙ，ν） ｜ ≤ Ｌ（ ｜ ｔ － ｓ ｜ ＋｜ ｘ － ｙ ｜ ＋ Ｗ２（μ，ν）） ．
证明　 当 ｘ∈ＲＲｄ ＼Θｃ 时，Ｇ（ ｔ，ｘ，μ） ≡ ｘ， 从而 ∂ｘＧ（ ｔ，ｘ，μ） 关于（ ｔ，ｘ，μ） 是 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ 连续的．下面讨论 ｘ

∈ Θｃ 的情形．
当 ｘ ∈ Θ 时， ｐ（ｘ） ＝ ｘ，ϕ（ｘ） ＝ ０， 从而 Ｇ（ｘ） ＝ ｘ ．当 ｘ ∈ Θｃ ＼Θ 时， 由文献［２］中 ｌｅｍｍａ ３．２６ 和 ｌｅｍｍａ

３．２７ 可知， ϕ：Θｃ ＼Θ→ＲＲｄ，α 􀳱 ｐ：Θｃ ＼Θ → ＲＲｄ 都有连续的三阶导函数，且一阶、二阶、三阶导函数都有界，因此，
由式（３）可知， ∂ｘＧ（ ｔ，ｘ，μ） 关于 ｘ 是 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ 连续的．

当 ｘ ∈ Θｃ 时， ｜ ϕ
－
′（‖ｘ － ｐ（ｘ）‖） ｜ ≤ ｃ ／ ３， ｜ ϕ

－
（‖ｘ － ｐ（ｘ）‖） ｜ ≤ ｃ２ ／ １２．由文献［２］中 ｌｅｍｍａ ３．１７ 知

‖Ｉη‖ ≤ １ ／ （１ －｜ ｙ１ ｜ ‖ｎ′‖） ．当 ｜ ｙ１ ｜ ＜ ε 时， ｜ ｙ１ ｜ ‖ｎ′‖ ＜ １ ／ 􀰲 ＜ １，因此，‖Ｉη‖ ≤ 􀰲 ／ （􀰲 － １） ＜
１ ．此外，‖ｉｄＲＲｄ － ｎ（ｐ（ｘ））ｎＴ（ｐ（ｘ））‖≤１，由假设 Ｈ２②􀃠， Ｈ１⑤可知 ∂μ∂ｘα（ ｔ，ｐ（ｘ），μ） ＝ ∂ｘ∂μα（ ｔ，ｐ（ｘ），
μ） 有界，从而 ∂ｘα（ ｔ，ｐ（ｘ），μ） 关于 μ 为 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ 连续的．由假设 Ｈ２①知 α（ ｔ，ｐ（ｘ），μ） 关于（ ｔ，μ） 为 Ｌｉｐｓ⁃
ｃｈｉｔｚ 连续的．由假设 Ｈ１⑤知 ∂ｘα（ ｔ，ｐ（ｘ），μ） 关于 ｔ 为 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ 连续的．综上可得，对任意的 ｔ，ｓ ∈ ［０，Ｔ］，任
意的 ｘ，ｙ ∈ ＲＲｄ，μ，ν ∈ Ｐ２（ＲＲｄ），

　 　 ｜ ∂ｘＧ（ ｔ，ｘ，μ） － ∂ｘＧ（ ｔ，ｘ，ν） ｜ ＝

　 　 　 　 ｜ ϕ
－
′（‖ｘ － ｐ（ｘ）‖）α（ ｔ，ｐ（ｘ），μ）ｎＴ（ｐ（ｘ）） － ϕ

－
′（‖ｘ － ｐ（ｘ）‖）α（ ｔ，ｐ（ｘ），ν）ｎＴ（ｐ（ｘ）） ＋
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　 　 　 　 ϕ
－
（‖ｘ － ｐ（ｘ）‖）∂ｘα（ ｔ，ｐ（ｘ），μ）Ｉη（Ｊ －１（ｘ））（ ｉｄＲＲｄ － ｎ（ｐ（ｘ））ｎＴ（ｐ（ｘ））） －

　 　 　 　 ϕ
－
（‖ｘ － ｐ（ｘ）‖）∂ｘα（ ｔ，ｐ（ｘ），ν）Ｉη（Ｊ －１（ｘ））（ ｉｄＲＲｄ － ｎ（ｐ（ｘ））ｎＴ（ｐ（ｘ））） ｜ ≤

　 　 　 　 ｜ ϕ
－
′（‖ｘ － ｐ（ｘ）‖）ｎＴ（ｐ（ｘ）） ｜ ｜ α（ ｔ，ｐ（ｘ），μ） － α（ ｔ，ｐ（ｘ），ν） ｜ ＋

　 　 　 　 ｜ ϕ
－
（‖ｘ － ｐ（ｘ）‖）Ｉη（Ｔ －１（ｘ））（ ｉｄＲＲｄ － ｎ（ｐ（ｘ））ｎＴ（ｐ（ｘ））） ｜ ｜ ∂ｘα（ ｔ，ｐ（ｘ），μ） －

　 　 　 　 ∂ｘα（ ｔ，ｐ（ｘ），ν） ｜ ≤ Ｃ２Ｗ２（μ，ν），
　 　 ｜ ∂ｘＧ（ ｔ，ｘ，μ） － ∂ｘＧ（ ｓ，ｘ，μ） ｜ ＝

　 　 　 　 ｜ ϕ
－
′（‖ｘ － ｐ（ｘ）‖）α（ ｔ，ｐ（ｘ），μ）ｎＴ（ｐ（ｘ）） － ϕ

－
′（‖ｘ － ｐ（ｘ）‖）α（ ｓ，ｐ（ｘ），μ）ｎＴ（ｐ（ｘ）） ＋

　 　 　 　 ϕ
－
（‖ｘ － ｐ（ｘ）‖）∂ｘα（ ｔ，ｐ（ｘ），μ）Ｉη（Ｊ －１（ｘ））（ ｉｄＲＲｄ － ｎ（ｐ（ｘ））ｎＴ（ｐ（ｘ））） －

　 　 　 　 ϕ
－
（‖ｘ － ｐ（ｘ）‖）∂ｘα（ ｓ，ｐ（ｘ），μ）Ｉη（Ｊ －１（ｘ））（ ｉｄＲＲｄ － ｎ（ｐ（ｘ））ｎＴ（ｐ（ｘ））） ｜ ≤

　 　 　 　 ｜ ϕ
－
′（‖ｘ － ｐ（ｘ）‖）ｎＴ（ｐ（ｘ）） ｜ ｜ α（ ｔ，ｐ（ｘ），μ） － α（ ｓ，ｐ（ｘ），μ） ｜ ＋

　 　 　 　 ｜ ϕ
－
（‖ｘ － ｐ（ｘ）‖）Ｉη（Ｔ －１（ｘ））（ ｉｄＲＲｄ － ｎ（ｐ（ｘ））ｎＴ（ｐ（ｘ））） ｜ ｜ ∂ｘα（ ｔ，ｐ（ｘ），μ） －

　 　 　 　 ∂ｘα（ ｓ，ｐ（ｘ），μ） ｜ ≤ Ｃ３ ｜ ｔ － ｓ ｜ ．
因此

　 　 ｜ ∂ｘＧ（ ｔ，ｘ，μ） － ∂ｙＧ（ ｓ，ｙ，ν） ｜ ≤
　 　 　 　 ｜ ∂ｘＧ（ ｔ，ｘ，μ） － ∂ｙＧ（ ｔ，ｙ，μ） ｜ ＋ ｜ ∂ｙＧ（ ｔ，ｙ，μ） － ∂ｙＧ（ ｔ，ｙ，ν） ｜ ＋
　 　 　 　 ｜ ∂ｙＧ（ ｔ，ｙ，ν） － ∂ｙＧ（ ｓ，ｙ，ν） ｜ ≤
　 　 　 　 Ｃ１ ｜ ｘ － ｙ ｜ ＋ Ｃ２Ｗ２（μ，ν） ＋ Ｃ３ ｜ ｔ － ｓ ｜ ≤
　 　 　 　 ｍａｘ（Ｃ１，Ｃ２，Ｃ３）（ ｜ ｔ － ｓ ｜ ＋｜ ｘ － ｙ ｜ ＋ Ｗ２（μ，ν）） ．

取 Ｌ ＝ ｍａｘ（Ｃ１， Ｃ２，Ｃ３） 即可．证毕． □
定义 Ｚ ｔ ＝ Ｇ（ ｔ，Ｘｔ，μ ｔ）， 由假设 Ｈ２②􀃠 知

　 　 ｓｕｐ
（ ｔ，ｘ，μ）∈［０，Ｔ］ ×ＲＲｄ×Ｐ２（ＲＲｄ）

[∫
ＲＲｄ

｜ ∂μＧ（ ｔ，ｘ，μ）（ｙ） ｜ ２ｄμ（ｙ） ＋ ∫
ＲＲｄ

｜ ∂ｙ∂μＧ（ ｔ，ｘ，μ）（ｙ） ｜ ２ｄμ（ｙ） ] ＜ ∞ ．

因此，由文献［１５］中 ｐｒｏｐｏｓｉｔｉｏｎ ５．１０２ 可得

　 　 ｄＺ ｔ ＝ （∂ｔＧ（ ｔ，Ｘｔ，μ ｔ） ＋ ∂ｘＧ（ ｔ，Ｘｔ，μ ｔ）ｂ（ ｔ，Ｘｔ，μ ｔ））ｄｔ ＋ ∂ｘＧ（ ｔ，Ｘｔ，μ ｔ）σ（ ｔ，Ｘｔ，μ ｔ）ｄＷｔ ＋

　 　 　 　 １
２

ｔｒ［σＴ（ ｔ，Ｘｔ，μ ｔ）∂２
ｘｘＧ（ ｔ，Ｘｔ，μ ｔ）σ（ ｔ，Ｘｔ，μ ｔ）］ｄｔ ＋ Ｌμ ｔ（Ｇ（ ｔ，Ｘｔ，·））（μ ｔ）ｄｔ ＝

　 　 　 　 ｂ（ ｔ，Ｚ ｔ，μ ｔ）ｄｔ ＋ σ（ ｔ，Ｚ ｔ，μ ｔ）ｄＷｔ， （５）
其中

　 　 Ｚ０ ＝ Ｇ（０，ξ，δ ξ）， Ｘ０ ＝ ξ， ＬＸ０
＝ δ ξ， μ ｔ ＝ ＬＸｔ

，　 　 ｔ ∈ （０，Ｔ］，

　 　 Ｌμ ｔ（Ｇ（ ｔ，ｘ，·））（μ ｔ） ＝ ∫
ＲＲｄ

(∂μＧ（ ｔ，ｘ，μ ｔ）（ｙ）ｂ（ ｔ，ｙ，μ ｔ） ＋

　 　 　 　 １
２

ｔｒ［σＴ（ ｔ，ｙ，μ ｔ）∂ｙ∂μＧ（ ｔ，ｘ，μ ｔ）（ｙ）σ（ ｔ，ｙ，μ ｔ）］ )μ ｔ（ｄｙ），

　 　 ｂ（ ｔ，Ｚ ｔ，μ ｔ） ＝ ∂ｔＧ（ ｔ，Ｇ －１（ ｔ，Ｚ ｔ，μ ｔ），μ ｔ） ＋ ∂ｘＧ（ ｔ，Ｇ －１（ ｔ，Ｚ ｔ，μ ｔ），μ ｔ）ｂ（ ｔ，Ｇ
－１（ ｔ，Ｚ ｔ，μ ｔ），μ ｔ） ＋

　 　 　 　 １
２

ｔｒ［σＴ（ ｔ，Ｇ －１（ ｔ，Ｚ ｔ，μ ｔ），μ ｔ）∂２
ｘｘＧ（ ｔ，Ｇ －１（ ｔ，Ｚ ｔ，μ ｔ），μ ｔ）σ（ ｔ，Ｇ －１（ ｔ，Ｚ ｔ，μ ｔ），μ ｔ）］ ＋

　 　 　 　 Ｌμ ｔ（Ｇ（ ｔ，Ｇ －１（ ｔ，Ｚ ｔ，μ ｔ），·））（μ ｔ）， （６）

　 　 σ（ ｔ，Ｚ ｔ，μ ｔ） ＝ ∂ｘＧ（ ｔ，Ｇ －１（ ｔ，Ｚ ｔ，μ ｔ），μ ｔ）σ（ ｔ，Ｇ －１（ ｔ，Ｚ ｔ，μ ｔ），μ ｔ） ． （７）
引理 ２　 假设 Ｈ２①、Ｈ２②􀃠 成立，对所有的 （ ｔ，ｘ，μ） ∈ ［０，Ｔ］ × ＲＲｄ × Ｐ２（ＲＲｄ） → ＲＲｄ，ＲＲｄ∋ｙ ∂μＧ（ ｔ，ｘ，
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μ）（ｙ） 属于 Ｃ１（ＲＲｄ，ＲＲｄ） ．那么，对所有的（ ｔ，ｘ，μ，ｙ） ∈ ［０，Ｔ］ × ＲＲｄ × Ｐ２（ＲＲｄ） × ＲＲｄ，Ｇ －１：［０，Ｔ］ × ＲＲｄ × Ｐ２（ＲＲｄ）
→ ＲＲｄ是 Ｌ⁃ 可微的且其 Ｌ⁃ 导数连续．此外，当 ｄ ＝ １ 时，

　 　 ∂μＧ
－１（ ｔ，ｘ，μ）（ｙ） ＝

－ ∂μＧ（ ｔ，Ｇ
－１（ ｔ，ｘ，μ），μ）（ｙ）

∂ｘＧ（ ｔ，Ｇ
－１（ ｔ，ｘ，μ），μ）

． （８）

证明　 首先注意到，由假设 Ｈ２②􀃠知 Ｇ是 Ｌ⁃可微的．设Ｘ，Ｙ∈ Ｌ２（Ω，Ｆ，Ｐ；ＲＲｄ），ＬＸ ＝ μ，ＬＸ＋Ｙ ＝ ν ．对任意

的（ ｔ，ｙ） ∈ ［０，Ｔ］ × ＲＲｄ，考虑提升函数 Ｇ －１（ ｔ，ｙ，Ｘ） ＝ Ｇ －１（ ｔ，ｙ，μ） ．类似地，对任意的（ ｔ，ｘ） ∈ ［０，Ｔ］ × ＲＲｄ，设
Ｇ（ ｔ，ｘ，Ｘ） ＝Ｇ（ ｔ，ｘ，μ） 和Ｇ（ ｔ，ｘ，Ｘ ＋ Ｙ）＝Ｇ（ ｔ，ｘ，ν） ．固定（ ｔ，ｙ） ∈［０，Ｔ］ × ＲＲｄ，设 ｘ ＝Ｇ －１（ ｔ，ｙ，Ｘ），ｈ ＝Ｇ －１（ ｔ，
ｙ，Ｘ ＋ Ｙ） － ｘ ．

当 ‖Ｇ －１（ ｔ，ｘ，μ） － ｐ（Ｇ －１（ ｔ，ｘ，μ））‖ ＞ ｃ时，∂μＧ（ ｔ，Ｇ －１（ ｔ，ｘ，μ），μ） ＝ ０．当 ‖Ｇ －１（ ｔ，ｘ，μ） － ｐ（Ｇ －１（ ｔ，
ｘ，μ））‖ ≤ ｃ 时，由假设 Ｈ２②􀃠及 ∂μＧ（ ｔ，Ｇ －１（ ｔ，ｘ，μ），μ） ＋ ∂ｘＧ（ ｔ，Ｇ －１（ ｔ，ｘ，μ），μ）∂μＧ

－１（ ｔ，ｘ，μ） ＝ ０ 知

　 　 ｜ ∂μＧ
－１（ ｔ，ｘ，μ） ｜ ＝

∂μＧ（ ｔ，Ｇ －１（ ｔ，ｘ，μ），μ）
∂ｘＧ（ ｔ，Ｇ －１（ ｔ，ｘ，μ），μ）

≤ ２ ｜ ∂μＧ（ ｔ，Ｇ －１（ ｔ，ｘ，μ），μ） ｜ ≤

　 　 　 　 ２Ｃ ｜ ϕ（Ｇ －１（ ｔ，ｘ，μ）） ｜ ≤ Ｃｃ２

６
．

最后一个不等号用到了当 ｜ ｘ － ｐ（ｘ） ｜ ＜ ｃ 时， ｜ ϕ（ｘ） ｜ ≤ ｃ２ ／ １２．从而，μ Ｇ －１（ ｔ，ｙ，μ） 是 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ 连续的．
注意到 ｙ ＝ Ｇ（ ｔ，Ｇ －１（ ｔ，ｙ，ν），ν） ＝ Ｇ（ ｔ，ｘ ＋ ｈ，ν） 和 ｙ ＝ Ｇ（ ｔ，Ｇ －１（ ｔ，ｙ，μ），μ） ＝ Ｇ（ ｔ，ｘ，μ）， 故

　 　 ｜ ｈ ｜ ＝｜ Ｇ －１（ ｔ，ｙ，ν） － Ｇ －１（ ｔ，ｙ，μ） ｜ ≤ ＬＷ２（ν，μ） ≤ Ｌ‖Ｙ‖Ｌ２ ． （９）
下面证明式（８）．由 ｘ ∂ｘＧ（ ｔ，ｘ，μ） 的有界性可知，存在常数 Ｃ ＞ ０ 使得

　 　
｜ Ｇ －１（ ｔ，ｙ，Ｘ ＋ Ｙ） － Ｇ －１（ ｔ，ｙ，Ｘ） － 〈（ － ∂μＧ（ ｔ，ｘ，μ）（Ｘ）） ／ （∂ｘＧ（ ｔ，ｘ，μ）），Ｙ〉 Ｌ２ ｜

‖Ｙ‖Ｌ２

≤

　 　 　 　 Ｃ
｜ ∂ｘＧ（ ｔ，ｘ，μ）ｈ ＋ 〈∂μＧ（ ｔ，ｘ，μ）（Ｘ），Ｙ〉 Ｌ２ ｜

‖Ｙ‖Ｌ２

．

注意到 Ｇ（ ｔ，ｘ，Ｘ） ＝ Ｇ（ ｔ，ｘ ＋ ｈ，Ｘ ＋ Ｙ）， 因此

　 　
｜ Ｇ －１（ ｔ，ｙ，Ｘ ＋ Ｙ） － Ｇ －１（ ｔ，ｙ，Ｘ） － 〈（ － ∂μＧ（ ｔ，ｘ，μ）（Ｘ）） ／ （∂ｘＧ（ ｔ，ｘ，μ）），Ｙ〉 Ｌ２ ｜

‖Ｙ‖Ｌ２

≤

　 　 　 　 Ｃ
｜ － ∂ｘＧ（ ｔ，ｘ，μ）ｈ ＋ Ｇ（ ｔ，ｘ ＋ ｈ，Ｘ ＋ Ｙ） － Ｇ（ ｔ，ｘ，Ｘ） － 〈∂μＧ（ ｔ，ｘ，μ）（Ｘ），Ｙ〉 Ｌ２ ｜

‖Ｙ‖Ｌ２

≤

　 　 　 　 Ｃ
｜ Ｇ（ ｔ，ｘ ＋ ｈ，Ｘ ＋ Ｙ） － Ｇ（ ｔ，ｘ，Ｘ ＋ Ｙ） － ∂ｘＧ（ ｔ，ｘ，ν）ｈ ｜

‖Ｙ‖Ｌ２

＋

　 　 　 　 Ｃ
｜ ∂ｘＧ（ ｔ，ｘ，ν）ｈ － ∂ｘＧ（ ｔ，ｘ，μ）ｈ ｜

‖Ｙ‖Ｌ２

＋

　 　 　 　 Ｃ
｜ Ｇ（ ｔ，ｘ，Ｘ ＋ Ｙ） － Ｇ（ ｔ，ｘ，Ｘ） － 〈∂μＧ（ ｔ，ｘ，μ）（Ｘ），Ｙ〉 Ｌ２ ｜

‖Ｙ‖Ｌ２

≤

　 　 　 　 ＣＬ
｜ Ｇ（ ｔ，ｘ ＋ ｈ，ν） － Ｇ（ ｔ，ｘ，ν） － ∂ｘＧ（ ｔ，ｘ，ν）ｈ ｜

｜ ｈ ｜
＋ ＣＬ ｜ ∂ｘＧ（ ｔ，ｘ，Ｘ ＋ Ｙ） － ∂ｘＧ（ ｔ，ｘ，Ｘ） ｜ ＋

　 　 　 　 Ｃ
｜ Ｇ（ ｔ，ｘ，Ｘ ＋ Ｙ） － Ｇ（ ｔ，ｘ，Ｘ） － 〈∂μＧ（ ｔ，ｘ，μ）（Ｘ），Ｙ〉 Ｌ２ ｜

‖Ｙ‖Ｌ２

≤

　 　 　 　 ＣＬ∂２
ｘｘＧ（ ｔ，ｘ，ν） ｜ ｈ ｜ ＋ ＣＬ ｜ ∂ｘＧ（ ｔ，ｘ，Ｘ ＋ Ｙ） － ∂ｘＧ（ ｔ，ｘ，Ｘ） ｜ ＋

　 　 　 　 Ｃ ｜ ∂μＧ（ ｔ，ｘ，Ｘ ＋ Ｙ） － ∂μＧ（ ｔ，ｘ，Ｘ） ｜ ．
若 ‖Ｙ‖Ｌ２ →０，则 ｜ ｈ ｜ →０， 从而最后一个不等式的右边趋于 ０，因此，式（８）得证．类似于式（８）可得，当 ｄ≠
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１ 时，∂μＧ
－１（ ｔ，ｘ，μ）（ｙ） ＝ － ∂μＧ（ ｔ，Ｇ －１（ ｔ，ｘ，μ），μ）（ｙ）·［∂ｘＧ（ ｔ，Ｇ －１（ ｔ，ｘ，μ），μ）］ －１，其中，Ａ －１ 表示矩阵 Ａ 的

逆矩阵．由假设 Ｈ２②􀃠及 ｙ ∂μＧ（ ｔ，ｘ，μ）（ｙ） 属于 Ｃ１（ＲＲ ｄ，ＲＲ ｄ） 可知 Ｇ －１：［０，Ｔ］ × ＲＲ ｄ × Ｐ２（ＲＲ ｄ） → ＲＲ ｄ是 Ｌ⁃
可微的，且其 Ｌ⁃ 导数连续．证毕． □

引理 ３　 若假设 Ｈ２①、Ｈ２②􀃠 成立，则对任意的 ｔ，ｓ ∈ ［０，Ｔ］，任意的 ｘ，ｙ ∈ ＲＲ ｄ，μ，ν ∈ Ｐ２（ＲＲ ｄ），存在

ＬＧ －１ 使得

　 　 ｜ Ｇ －１（ ｔ，ｘ，μ） － Ｇ －１（ ｓ，ｙ，ν） ｜ ≤ ＬＧ －１（ ｜ ｔ － ｓ ｜ ＋｜ ｘ － ｙ ｜ ＋ Ｗ２（μ，ν）） ．
证明　 当 ０ ＜ ｃ ＜ ｃ０ 时， ｜ ∂ｘＧ（ ｔ，ｘ，μ） ｜ ＞ １ ／ ２， 由

　 　 １ ＝｜ ∂ｘＧ（ ｔ，Ｇ －１（ ｔ，ｘ，μ），μ）·∂ｘＧ
－１（ ｔ，ｘ，μ） ｜ ＞ １

２
｜ ∂ｘＧ

－１（ ｔ，ｘ，μ） ｜

可得 ｜ ∂ｘＧ
－１（ ｔ，ｘ，μ） ｜ ＜ ２，所以对任意的 ｘ，ｙ ∈ ＲＲ ｄ， 有

　 　 ｜ Ｇ －１（ ｔ，ｘ，μ） － Ｇ －１（ ｔ，ｙ，μ） ｜ ≤ ２ ｜ ｘ － ｙ ｜ ．
由 ∂ｔＧ（ ｔ，Ｇ －１（ ｔ，ｘ，μ），μ） ＋ ∂ｘＧ（ ｔ，Ｇ －１（ ｔ，ｘ，μ），μ）∂ｔＧ

－１（ ｔ，ｘ，μ） ＝ ０ 知

　 　 ｜ ∂ｔＧ
－１（ ｔ，ｘ，μ） ｜ ＝ －

∂ｔＧ（ ｔ，Ｇ －１（ ｔ，ｘ，μ），μ）
∂ｘＧ（ ｔ，Ｇ －１（ ｔ，ｘ，μ），μ）

≤ ２ ｜ ∂ｔＧ（ ｔ，Ｇ －１（ ｔ，ｘ，μ），μ） ｜ ≤

　 　 　 　 ２ ｜ ϕ（Ｇ －１（ ｔ，ｘ，μ）） ｜ ｜ ∂ｔα（ ｔ，Ｇ
－１（ ｔ，ｘ，μ），μ） ｜ ．

由 ｜ ｘ － ｐ（ｘ） ｜ ＜ ｃ， ｜ ϕ（ｘ） ｜ ≤ ｃ２ ／ １２ 及假设 Ｈ２②􀃣 知 ｜ ∂ｔＧ
－１（ ｔ，ｘ，μ） ｜ ≤ Ｃ′ｃ２ ／ ６，从而 ｜ Ｇ －１（ ｔ，ｘ，μ） －

Ｇ －１（ ｓ，ｘ，μ） ｜ ≤ （Ｃ′ｃ２ ／ ６） ｜ ｔ － ｓ ｜ ．当 ｜ ｘ － ｐ（ｘ） ｜ ≥ ｃ 时， ｜ Ｇ －１（ ｔ，ｘ，μ） － Ｇ －１（ ｓ，ｘ，μ） ｜ ＝ ０ ≤ （Ｃ′ｃ２ ／ ６） ×
｜ ｔ － ｓ ｜ ．

由引理 ２ 的证明可知 μ Ｇ －１（ ｔ，ｙ，μ） 是 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ 连续的且 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ 常数为 Ｃｃ２ ／ ６．因此，对任意的 ｔ，ｓ∈
［０，Ｔ］，任意的 ｘ，ｙ ∈ ＲＲｄ，μ，ν ∈ Ｐ２（ＲＲｄ） 有

　 　 ｜ Ｇ －１（ ｔ，ｘ，μ） － Ｇ －１（ ｓ，ｙ，ν） ｜ ≤
　 　 　 　 ｜ Ｇ －１（ ｔ，ｘ，μ） － Ｇ －１（ ｔ，ｘ，ν） ｜ ＋ ｜ Ｇ －１（ ｔ，ｘ，ν） － Ｇ －１（ ｔ，ｙ，ν） ｜ ＋ ｜ Ｇ －１（ ｔ，ｙ，ν） － Ｇ －１（ ｓ，ｙ，ν） ｜ ≤

　 　 　 　 ２ ｜ ｘ － ｙ ｜ ＋ Ｃｃ２

６
Ｗ２（μ，ν） ＋ Ｃ′ｃ２

６
｜ ｔ － ｓ ｜ ．

取 ＬＧ －１ ＝ ｍａｘ Ｃｃ２

６
，Ｃ′ｃ

２

６
，２æ

è
ç

ö

ø
÷ 即可．证毕． □

接下来，假设 ｃ ＜ ｓｕｐμ∈Ｐ２（ＲＲｄ） ｜ α（ ｔ，η，μ） ｜ ，且 ｃ充分的小，使得 Ｐ２（ＲＲｄ）∋μ Ｇ －１（ ｔ，ｘ，μ）（属于 Ｃ３） 的

Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ 常数小于 １ ／ ２．设 ξ ∈ Ｌ０
２（ＲＲｄ），（μ ｔ） ｔ∈［０，Ｔ］ ∈ Ｃ（［０，Ｔ］，Ｐ２（ＲＲｄ）），Ｘμ

ｔ 为方程

　 　 ｄＸｔ ＝ ｂ（ ｔ，Ｘｔ，μ ｔ）ｄｔ ＋ σ（ ｔ，Ｘｔ，μ ｔ）ｄＷ（ ｔ），　 　 ０ ≤ ｔ ≤ Ｔ， Ｘ０ ＝ ξ

的解，则由假设 Ｈ１①、Ｈ１②和 Ｈ２①知， Ｅ［ｓｕｐ０≤ｔ≤Ｔ ｜ Ｘμ
ｔ ｜ ２］ ≤ Ｃ（１ ＋ Ｅ［ ｜ ξ ｜ ２］） ＝ Ｃ

－
，其中正数 Ｃ 只依赖于 Ｔ

和假设中出现的常数．定义

　 　 Ｐｂ ＝ { μ ｔ ∈ Ｃ（［０，Ｔ］，Ｐ２（ＲＲ ｄ）） ｓｕｐ
ｔ∈［０，Ｔ］∫ＲＲｄ

ｘ２μ ｔ（ｄｘ） ≤ Ｃ
－

} ．

下面证明随机微分方程（５）的系数是 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ 连续的，从而式（５）有唯一强解．
引理 ４　 若假设 Ｈ１、Ｈ２ 成立， ０ ＜ ｃ ＜ ｃ０，ν ∈ Ｐｂ，则 ｂ（ ｔ，ｚ，ν） 和 σ（ ｔ，ｚ，ν） 在［０，Ｔ］ × ＲＲｄ × Ｐ２（ＲＲｄ） 上

是 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ 连续函数．
证明　 由假设 Ｈ１①、Ｈ１②、 ２ ＞ ｜ ∂ｘＧ（ ｔ，ｘ，μ） ｜ ＞ １ ／ ２、 引理 １ 和引理 ３ 可得

　 　 ｜ σ（ ｔ，ｚ，μ） － σ（ ｔ，ｚ，ν） ｜ ≤
　 　 　 　 ｜ ∂ｘＧ（ ｔ，Ｇ －１（ ｔ，ｚ，μ），μ）σ（ ｔ，Ｇ －１（ ｔ，ｚ，μ），μ） － ∂ｘＧ（ ｔ，Ｇ －１（ ｔ，ｚ，μ），μ）σ（ ｔ，Ｇ －１（ ｔ，ｚ，ν），ν） ｜ ＋

　 　 　 　 ｜ ∂ｘＧ（ ｔ，Ｇ －１（ ｔ，ｚ，μ），μ）σ（ ｔ，Ｇ －１（ ｔ，ｚ，ν），ν） － ∂ｘＧ（ ｔ，Ｇ －１（ ｔ，ｚ，ν），ν）σ（ ｔ，Ｇ －１（ ｔ，ｚ，ν），ν） ｜ ≤
　 　 　 　 ｜ ∂ｘＧ（ ｔ，Ｇ －１（ ｔ，ｚ，μ），μ） ｜ ｜ σ（ ｔ，Ｇ －１（ ｔ，ｚ，μ），μ） － σ（ ｔ，Ｇ －１（ ｔ，ｚ，ν），ν） ｜ ＋
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　 　 　 　 ｜ ∂ｘＧ（ ｔ，Ｇ －１（ ｔ，ｚ，μ），μ） － ∂ｘＧ（ ｔ，Ｇ －１（ ｔ，ｚ，ν），ν） ｜ ｜ σ（ ｔ，Ｇ －１（ ｔ，ｚ，ν），ν） ｜ ≤
　 　 　 　 ２Ｌ１（ ｜ Ｇ －１（ ｔ，ｚ，μ） － Ｇ －１（ ｔ，ｚ，ν） ｜ ＋ Ｗ２（μ，ν）） ＋

　 　 　 　 Ｃ（Ｃ１ ｜ Ｇ －１（ ｔ，ｚ，μ） － Ｇ －１（ ｔ，ｚ，ν） ｜ ＋ Ｃ２Ｗ２（μ，ν）） ≤
　 　 　 　 ２Ｌ１（ＬＧ －１Ｗ２（μ，ν） ＋ Ｗ２（μ，ν）） ＋ Ｃ（Ｃ１ＬＧ －１Ｗ２（μ，ν） ＋ Ｃ２Ｗ２（μ，ν）） ≤ ＣＷ２（μ，ν） ．

所以映射 ν σ（ ｔ，ｚ，ν） 是 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ 连续函数．类似地，
　 　 ｜ σ（ ｔ，ｚ，ν） － σ（ ｔ，ｚ′，ν） ｜ ≤
　 　 　 　 ｜ ∂ｘＧ（ ｔ，Ｇ －１（ ｔ，ｚ，ν），ν）σ（ ｔ，Ｇ －１（ ｔ，ｚ，ν），ν） －

　 　 　 　 ∂ｘＧ（ ｔ，Ｇ －１（ ｔ，ｚ，ν），ν）σ（ ｔ，Ｇ －１（ ｔ，ｚ′，ν），ν） ｜ ＋

　 　 　 　 ｜ ∂ｘＧ（ ｔ，Ｇ －１（ ｔ，ｚ，ν），ν）σ（ ｔ，Ｇ －１（ ｔ，ｚ′，ν），ν） －

　 　 　 　 ∂ｘＧ（ ｔ，Ｇ －１（ ｔ，ｚ′，ν），ν）σ（ ｔ，Ｇ －１（ ｔ，ｚ′，ν），ν） ｜ ≤
　 　 　 　 ｜ ∂ｘＧ（ ｔ，Ｇ －１（ ｔ，ｚ，ν），ν） ｜ ｜ σ（ ｔ，Ｇ －１（ ｔ，ｚ，ν），ν） － σ（ ｔ，Ｇ －１（ ｔ，ｚ′，ν），ν） ｜ ＋

　 　 　 　 ｜ ∂ｘＧ（ ｔ，Ｇ －１（ ｔ，ｚ，ν），ν） － ∂ｘＧ（ ｔ，Ｇ －１（ ｔ，ｚ′，ν），ν） ｜ ｜ σ（ ｔ，Ｇ －１（ ｔ，ｚ′，ν），ν） ｜ ≤
　 　 　 　 ２Ｌ１ ｜ Ｇ －１（ ｔ，ｚ，ν） － Ｇ －１（ ｔ，ｚ′，ν） ｜ ＋ ＣＣ１ ｜ Ｇ －１（ ｔ，ｚ，ν） － Ｇ －１（ ｔ，ｚ′，ν） ｜ ≤
　 　 　 　 ２Ｌ１ＬＧ －１ ｜ ｚ － ｚ′ ｜ ＋ ＣＣ１ＬＧ －１ ｜ ｚ － ｚ′ ｜ ≤ Ｃ ｜ ｚ － ｚ′ ｜ ．

所以映射 ｚ σ（ ｔ，ｚ，ν） 是 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ 连续函数．类似地，
　 　 ｜ σ（ ｔ，ｚ，ν） － σ（ ｓ，ｚ，ν） ｜ ≤
　 　 　 　 ｜ ∂ｘＧ（ ｔ，Ｇ －１（ ｔ，ｚ，ν），ν）σ（ ｔ，Ｇ －１（ ｔ，ｚ，ν），ν） －

　 　 　 　 ∂ｘＧ（ ｔ，Ｇ －１（ ｔ，ｚ，ν），ν）σ（ ｓ，Ｇ －１（ ｓ，ｚ，ν），ν） ｜ ＋

　 　 　 　 ｜ ∂ｘＧ（ ｔ，Ｇ －１（ ｔ，ｚ，ν），ν）σ（ ｓ，Ｇ －１（ ｓ，ｚ，ν），ν） －

　 　 　 　 ∂ｘＧ（ ｓ，Ｇ －１（ ｓ，ｚ，ν），ν）σ（ ｓ，Ｇ －１（ ｓ，ｚ，ν），ν） ｜ ≤
　 　 　 　 ｜ ∂ｘＧ（ ｔ，Ｇ －１（ ｔ，ｚ，ν），ν） ｜ ｜ σ（ ｔ，Ｇ －１（ ｔ，ｚ，ν），ν） － σ（ ｓ，Ｇ －１（ ｓ，ｚ，ν），ν） ｜ ＋

　 　 　 　 ｜ ∂ｘＧ（ ｔ，Ｇ －１（ ｔ，ｚ，ν），ν） － ∂ｘＧ（ ｓ，Ｇ －１（ ｓ，ｚ，ν），ν） ｜ ｜ σ（ ｓ，Ｇ －１（ ｓ，ｚ，ν），ν） ｜ ≤
　 　 　 　 ２Ｌ１（ ｜ ｔ － ｓ ｜ ＋｜ Ｇ －１（ ｔ，ｚ，ν） － Ｇ －１（ ｓ，ｚ，ν） ｜ ） ＋

　 　 　 　 Ｃ（Ｃ１ ｜ Ｇ －１（ ｔ，ｚ，ν） － Ｇ －１（ ｓ，ｚ，ν） ｜ ＋ Ｃ３ ｜ ｔ － ｓ ｜ ） ≤
　 　 　 　 ２Ｌ１（ ｜ ｔ － ｓ ｜ ＋ ＬＧ －１ ｜ ｔ － ｓ ｜ ） ＋ Ｃ（Ｃ１ＬＧ －１ ｜ ｔ － ｓ ｜ ＋ Ｃ３ ｜ ｔ － ｓ ｜ ） ≤ Ｃ ｜ ｔ － ｓ ｜ ．

所以映射 ｔ σ（ ｔ，ｚ，ν） 是 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ 连续函数．因此， σ（ ｔ，ｚ，ν） 关于（ ｔ，ｚ，ν） 是 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ 连续函数．
下面证明 ｂ（ ｔ，ｚ，ν） 是 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ 连续函数，由引理 ３、假设 Ｈ２②􀃣知 ∂ｔＧ（ ｔ，Ｇ －１（ ｔ，ｚ，ν），ν） 关于（ ｔ， ｚ，ν）

Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ 连续．由式（６）知要证 ｂ（ ｔ，ｚ，ν） 为 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ 连续，只需证

　 　 （ ｔ，ｚ，ν） １
２

ｔｒ［σＴ（ ｔ，Ｇ －１（ ｔ，ｚ，ν），ν）∂２
ｘｘＧ（ ｔ，Ｇ －１（ ｔ，ｚ，ν），ν）σ（ ｔ，Ｇ －１（ ｔ，ｚ，ν），ν）］ ＋

　 　 　 　 ∂ｘＧ（ ｔ，Ｇ －１（ ｔ，ｚ，ν），ν）ｂ（ ｔ，Ｇ －１（ ｔ，ｚ，ν），ν） ＋ Ｌν（Ｇ（ ｔ，Ｇ －１（ ｔ，ｚ，ν），·））（ν） （１０）
是 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ 连续函数．首先证明

　 　 （ ｔ，ｚ，ν） １
２

ｔｒ［σＴ（ ｔ，Ｇ －１（ ｔ，ｚ，ν），ν）∂２
ｘｘＧ（ ｔ，Ｇ －１（ ｔ，ｚ，ν），ν）σ（ ｔ，Ｇ －１（ ｔ，ｚ，ν），ν）］ ＋

　 　 　 　 ∂ｘＧ（ ｔ，Ｇ －１（ ｔ，ｚ，ν），ν）ｂ（ ｔ，Ｇ －１（ ｔ，ｚ，ν），ν） （１１）
是 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ 连续函数．设 Ｘ为Ｕ上一个局部定义的过程，那么在（ － ε，ε） × Ｒ中存在一个局部定义的过程 Ｙ，
使得

　 　 Ｘ ＝ Ｙ１ｎ（ψ（Ｙ２，…，Ｙｄ）） ＋ ψ（Ｙ２，…，Ｙｄ），
即 Ｘ ＝ Ｊ （Ｙ） ．如果 Ｙ 是方程 ｄＹ ＝ β（ ｔ，Ｙ，ν）ｄｔ ＋ ω（ ｔ，Ｙ，ν）ｄＷ 局部定义的解，则由 Ｉｔô 公式可得

　 　 ｄＸ ＝ Ｊ ′（Ｙ）β（ ｔ，Ｙ，ν）ｄｔ ＋ Ｊ ′（Ｙ）ω（ ｔ，Ｙ，ν）ｄＷ ＋ １
２

ｔｒ［ωＴ（ ｔ，Ｙ，ν） Ｊ ″（Ｙ）ω（ ｔ，Ｙ，ν）］ｄｔ，
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其中， Ｊ ′和Ｊ ″分别表示Ｊ的 Ｊａｃｏｂｉ 和 Ｈｅｓｓｅ 算子．我们想要 Ｊ ′（Ｙ）ω（ ｔ，Ｙ，ν） ＝ σ（ ｔ，Ｊ （Ｙ），ν），即ω（ ｔ，Ｙ，ν） ＝
（Ｊ ′（Ｙ）） －１σ（ ｔ，Ｊ （Ｙ），ν） ．为方便起见，记Ｇ ＝ Ｊ －１ ．令

　 　 （ωωＴ） １，１ ＝ ω ２
１，１ ＋ … ＋ ω ２

１，ｄ ＝ ｅＴ
１ωωＴｅ１ ＝ ｅＴ

１（Ｇ ′σσＴ（Ｇ ′） Ｔｅ１） ．
下面证明 （Ｇ ′） Ｔｅ１ ＝ ｎ ．当 ξ ∈ Θ 时，Ｊ 的 Ｊａｃｏｂｉ 算子 Ｊ ′ 为

　 　 Ｊ ′ ＝ ｎ，∂ψ
∂ｙ２

，…，∂ψ
∂ｙｄ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，

　 　 ｅＴ
１（Ｊ ′） －１ ＝ ｅＴ

１（（Ｊ ′） －１） ＝ ｎＴ ⇔ ｅＴ
１ ＝ ｎＴＪ ′ ＝ ｎＴ ｎ，∂ψ

∂ｙ２
，…，∂ψ

∂ｙｄ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ （‖ｎ‖２，０，…，０） ＝ ｅＴ

１ ．

因此，在 Θ 上有 ω ２
１，１ ＋ … ＋ ω ２

１，ｄ ＝ ｎＴσσＴｎ ．β 关于第二个分量在集合 { ｙ ∈ ＲＲ ｄ：ｙ１ ＝ ０ } 上有不连续点．此外

　 　 ｄＹ ＝ ｄ（Ｇ （Ｘ）） ＝

　 　 　 　 Ｇ ′（Ｘ）ｂ（ ｔ，Ｘ，ν）ｄｔ ＋ Ｇ ′（Ｘ）σ（ ｔ，Ｘ，ν）ｄＷ ＋ １
２

ｔｒ［σＴ（ ｔ，Ｘ，ν） Ｇ ″（Ｘ）σ（ ｔ，Ｘ，ν）］ｄｔ，

即 β（ ｔ，ｙ，ν） ＝ Ｇ ′（Ｊ （ｙ））ｂ（ ｔ，Ｊ （ｙ），ν） ＋ １
２

ｔｒ［σＴ（ ｔ，Ｊ （ｙ），ν） Ｇ ″（ Ｊ （ｙ））σ（ ｔ，Ｊ （ｙ），ν）］ ．第二项是连续

的，所以

　 　 ｌｉｍ
ｈ→０＋

（β（ ｔ，（ － ｈ，ｙ２，…，ｙｄ），ν） － β（ ｔ，（ｈ，ｙ２，…，ｙｄ），ν）） ＝

　 　 　 　 Ｇ ′（Ｊ （０，ｙ２，…，ｙｄ）） ｌｉｍ
ｈ→０＋

（ｂ（ ｔ，Ｊ （ － ｈ，ｙ２，…，ｙｄ），ν） － ｂ（ ｔ，Ｊ （ｈ，ｙ２，…，ｙｄ），ν）） ＝

　 　 　 　 Ｇ ′（Ｊ （０，ｙ２，…，ｙｄ）） ｌｉｍ
ｈ→０＋

（ｂ（ ｔ，Ｊ （０，ｙ２，…，ｙｄ） － ｈｎ（Ｊ （０，ｙ２，…，ｙｄ）），ν） －

　 　 　 　 ｂ（ ｔ，Ｊ （０，ｙ２，…，ｙｄ） ＋ ｈｎ（Ｊ （０，ｙ２，…，ｙｄ）），ν）） ＝

　 　 　 　 Ｇ ′（Ｊ （０，ｙ２，…，ｙｄ））２α（ ｔ，Ｊ （０，ｙ２，…，ｙｄ），ν）（ｎＴσσＴｎ）（ ｔ，Ｊ （０，ｙ２，…，ｙｄ），ν） ＝

　 　 　 　 Ｇ ′（Ｊ （０，ｙ２，…，ｙｄ））２α（ ｔ，Ｊ （０，ｙ２，…，ｙｄ），ν）（ωωＴ） １，１（ ｔ，（０，ｙ２，…，ｙｄ），ν） ． （１２）
考虑

　 　 （Ｇ 􀳱 Ｊ ）（ｙ） ＝ Ｊ （ｙ） ＋ ϕ（Ｊ （ｙ））α（ ｔ，ｐ（Ｊ （ｙ）），ν） ＝

　 　 　 　 ｙ１ｎ（Ｊ （０，ｙ２，…，ｙｄ）） ＋ Ｊ （０，ｙ２，…，ｙｄ） ＋ ｙ１ ｜ ｙ１ ｜ ϕ
ｙ１

ｃ
æ

è
ç

ö

ø
÷ α（ ｔ，Ｊ （０，ｙ２，…，ｙｄ），ν），

　 　 （Ｇ 􀳱 Ｇ 􀳱 Ｊ ）（ｙ） ＝

　 　 　 　 Ｇ （ｙ１ｎ（Ｊ （０，ｙ２，…，ｙｄ）） ＋ Ｊ （０，ｙ２，…，ｙｄ） ＋ ｙ１ ｜ ｙ１ ｜ ϕ
ｙ１

ｃ
æ

è
ç

ö

ø
÷ α（ ｔ，Ｊ （０，ｙ２，…，ｙｄ），ν）） ．

因此

　 　 ∂
∂ｙ１

（Ｇ 􀳱 Ｇ 􀳱 Ｊ ）（ｙ） ＝

　 　 　 　 Ｇ ′（（Ｇ 􀳱 Ｊ ）（ｙ）） ∂
∂ｙ１

( ｙ１ｎ（Ｊ （０，ｙ２，…，ｙｄ）） ＋ Ｊ （０，ｙ２，…，ｙｄ） ＋

　 　 　 　 ｙ１ ｜ ｙ１ ｜ ϕ
ｙ１

ｃ
æ

è
ç

ö

ø
÷ α（ ｔ，Ｊ （０，ｙ２，…，ｙｄ），ν） ) ＝

　 　 　 　 Ｇ ′（（Ｇ 􀳱 Ｊ ）（ｙ）） ｎ（Ｊ （０，ｙ２，…，ｙｄ）） ＋ ２ ｜ ｙ１ ｜ ϕ
ｙ１

ｃ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋æ

è
ç

æ

è
ç

　 　 　 　 ｙ１ ｜ ｙ１ ｜ ϕ′
ｙ１

ｃ
æ

è
ç

ö

ø
÷

１
ｃ

ö

ø
÷ α（ ｔ，Ｊ （０，ｙ２，…，ｙｄ），ν）

ö

ø
÷ ，

　 　 ∂２

∂ｙ２
１

（Ｇ 􀳱 Ｇ 􀳱 Ｊ ）（ｙ） ＝
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　 　 　 　 ｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓ ｆｏｕｎｃｔｉｏｎ ＋ Ｇ ′（（Ｇ 􀳱 Ｊ ）（ｙ）） ２ｓｉｇｎ（ｙ１）ϕ
ｙ１

ｃ
æ

è
ç

ö

ø
÷ α（ ｔ，Ｊ （０，ｙ２，…，ｙｄ），ν）

æ

è
ç

ö

ø
÷ ．

当 ｘ ∈ Θ 时，Ｇ（ｘ） ＝ ｘ，从而当 ｙ１ ＝ ０ 时，Ｇ（Ｊ （ｙ）） ＝ Ｊ （ｙ）， 因此

　 　 ｌｉｍ
ｈ→０＋

∂２

∂ｙ２
１

（Ｇ 􀳱 Ｇ 􀳱 Ｊ ）（ － ｈ，ｙ２，…，ｙｄ） － ∂２

∂ｙ２
１

（Ｇ 􀳱 Ｇ 􀳱 Ｊ ）（ｈ，ｙ２，…，ｙｄ）
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝

　 　 　 　 － ４Ｇ ′（（Ｇ 􀳱 Ｊ ）（０，ｙ２，…，ｙｄ））α（ ｔ，Ｊ （０，ｙ２，…，ｙｄ），ν） ＝
　 　 　 　 － ４Ｇ ′（Ｊ （０，ｙ２，…，ｙｄ））α（ ｔ，Ｊ （０，ｙ２，…，ｙｄ），ν） ． （１３）

考虑 （Ｇ 􀳱 Ｇ 􀳱 Ｊ ） ｋ（Ｙ） 的漂移系数

　 　 β ｋ（ ｔ，ｙ，ν） ＝ ∑
ｄ

ｊ ＝ １

∂
∂ｙ ｊ

（Ｇ 􀳱 Ｇ 􀳱 Ｊ ） ｋ（ｙ）β ｊ（ ｔ，ｙ，ν） ＋

　 　 　 　 １
２ ∑

ｄ

ｉ， ｊ ＝ １

∂２

∂ｙｉ∂ｙ ｊ
（Ｇ 􀳱 Ｇ 􀳱 Ｊ ） ｋ（ｙ）∑

ｄ

ｌ ＝ １
ω ｌｉ（ ｔ，ｙ，ν）ω ｌｊ（ ｔ，ｙ，ν），

由于 （Ｇ 􀳱 Ｇ 􀳱 Ｊ ） ′（０，ｙ２，…，ｙｄ） ＝ ｉｄＲＲｄ，因此， ∂
∂ｙ ｊ

（Ｇ 􀳱 Ｇ 􀳱 Ｊ ） ｋ（０，ｙ２，…，ｙｄ） ＝ （ｅｋ） ｊ ．此外，当（ ｉ，ｊ） ≠ （１，１） 时，

∂２

∂ｙｉ∂ｙ ｊ
（Ｇ 􀳱 Ｇ 􀳱 Ｊ ） ｋ 是连续的．因此，由式（１２）和（１３）可得

　 　 ｌｉｍ
ｈ→０＋

（β ｋ（ ｔ，（ － ｈ，ｙ２，…，ｙｄ），ν） － β ｋ（ ｔ，（ｈ，ｙ２，…，ｙｄ），ν）） ＝

　 　 　 　 ｌｉｍ
ｈ→０＋

(β ｋ（ ｔ，（ － ｈ，ｙ２，…，ｙｄ），ν） ＋

　 　 　 　 １
２

∂２

∂ｙ２
１

（Ｇ 􀳱 Ｇ 􀳱 Ｊ ） ｋ（ － ｈ，ｙ２，…，ｙｄ）（ωωＴ） １１（ ｔ，（０，ｙ２，…，ｙｄ），ν） －

　 　 　 　 β ｋ（ ｔ，（ｈ，ｙ２，…，ｙｄ），ν） ＋ １
２

∂２

∂ｙ２
１

（Ｇ 􀳱 Ｇ 􀳱 Ｊ ） ｋ（ｈ，ｙ２，…，ｙｄ）（ωωＴ） １１（ ｔ，（０，ｙ２，…，ｙｄ），ν） ) ＝

　 　 　 　 Ｇ ′（Ｊ （０，ｙ２，…，ｙｄ））２α（ ｔ，Ｊ （０，ｙ２，…，ｙｄ），ν）（ωωＴ） １，１（ ｔ，（０，ｙ２，…，ｙｄ），ν） －

　 　 　 　 ２Ｇ ′（Ｊ （０，ｙ２，…，ｙｄ））α（ ｔ，Ｊ （０，ｙ２，…，ｙｄ），ν）（ωωＴ） １，１（ ｔ，（０，ｙ２，…，ｙｄ），ν） ＝ ０，
因此， β 在ＲＲｄ上是连续的．由于Ｊ ，Ｇ ∈ Ｃ２，故Ｇ（Ｘ） ＝ Ｊ 􀳱 （Ｇ 􀳱 Ｇ 􀳱 Ｊ ） 􀳱 Ｇ （Ｘ） 的漂移系数是连续的，即式（１１）
在 Θ 上是连续的．为了证明式（１１）在 ＲＲｄ 上是 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ 连续的，由文献［２］中 ｌｅｍｍａ ３．６ 知只需证明式（１１）在
ＲＲｄ ＼Θ 上是逐段 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ 连续的．当 ｚ ∈ ＲＲｄ ＼Θｃ 时， 由假设 Ｈ２①知

　 　 １
２

ｔｒ［σＴ（ ｔ，Ｇ －１（ ｔ，ｚ，ν），ν）∂２
ｘｘＧ（ ｔ，Ｇ －１（ ｔ，ｚ，ν），ν）σ（ ｔ，Ｇ －１（ ｔ，ｚ，ν），ν）］ ＋

　 　 　 　 ∂ｘＧ（ ｔ，Ｇ －１（ ｔ，ｚ，ν），ν）ｂ（ ｔ，Ｇ －１（ ｔ，ｚ，ν），ν） ．
由于 ｚ 在ＲＲ ｄ ＼Θ 上是内蕴 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ 连续的，因此，式（１１）在 ＲＲ ｄ ＼Θｃ 也是内蕴 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ 连续的．

当 ｚ∈Θｃ ＼Θ时，∂ｘＧ（ ｔ，ｚ，ν） 和 ∂ｘｘＧ（ ｔ，ｚ，ν） 可微且导数有界．因此，由文献［２］中 ｌｅｍｍａ ３．８ 知 ∂ｘＧ（ ｔ，ｚ，
ν） 和 ∂ｘｘＧ（ ｔ，ｚ，ν） 是内蕴 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ 连续的，由引理 ３ 知 Ｇ －１ 是 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ 连续的．由假设 Ｈ１②、Ｈ２①和文献

［２］中 ｌｅｍｍａ ３． ９ 知， ｚ １
２

ｔｒ［σＴ（ ｔ，Ｇ －１（ ｔ，ｚ，ν），ν）∂２
ｘｘＧ（ ｔ，Ｇ －１（ ｔ，ｚ，ν），ν）σ（ ｔ，Ｇ －１（ ｔ，ｚ，ν），ν）］ 和 ｚ

∂ｘＧ（ ｔ，Ｇ －１（ ｔ，ｚ，ν），ν）ｂ（ ｔ，Ｇ －１（ ｔ，ｚ，ν），ν） 是内蕴 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ 连续的，从而式（１１）在 Θｃ ＼Θ 上是内蕴 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ
连续的．因此，式（１１）在 ＲＲ ｄ 上是逐段 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ 连续函数．

由引理 ３、假设 Ｈ２②􀃣 、假设 Ｈ２①知 ∂ｘＧ（ ｔ，Ｇ －１（ ｔ，ｚ，ν），ν）ｂ（ ｔ，Ｇ －１（ ｔ，ｚ，ν），ν） 关于（ ｔ，ν） Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ 连
续．由引理 ３、假设 Ｈ１⑤、假设 Ｈ２①知

　 　 １
２

ｔｒ［σＴ（ ｔ，Ｇ －１（ ｔ，ｚ，ν），ν）∂２
ｘｘＧ（ ｔ，Ｇ －１（ ｔ，ｚ，ν），ν）σ（ ｔ，Ｇ －１（ ｔ，ｚ，ν），ν）］
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关于 （ ｔ，ν） Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ 连续．从而，式（１１）关于 （ ｔ，ｚ，ν） 是 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ 连续函数．
下面证明映射

　 　 （ ｔ，ｚ，ν） ∫
ＲＲｄ

{ １
２

ｔｒ［σＴ（ ｔ，ｙ，ν）∂ｙ∂μＧ（ ｔ，Ｇ －１（ ｔ，ｚ，ν），ν）（ｙ）σ（ ｔ，ｙ，ν）］ ＋

　 　 　 　 ∂μＧ（ ｔ，Ｇ －１（ ｔ，ｚ，ν），ν）（ｙ）ｂ（ ｔ，ｙ，ν） } ν（ｄｙ）
是 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ 连续的．由假设 Ｈ２②􀃠、􀃡知 ｙ ∂μＧ（ ｔ，Ｇ －１（ ｔ，ｚ，ν），ν）（ｙ）ｂ（ ｔ，ｙ，ν） 在 Θ 上连续．

对 μ，ν ∈ Ｐｂ，考虑 μ（·） 和 ν（·） 的耦合测度 Π（·，·），

　 　 ∫
ＲＲｄ×ＲＲｄ

［ｂ（ ｔ，ｙ，ν）∂μＧ（ ｔ，Ｇ －１（ ｔ，ｚ，ν），ν）（ｙ） － ｂ（ ｔ，ｘ，μ）∂μＧ（ ｔ，Ｇ －１（ ｔ，ｚ，μ），μ）（ｘ）］Π（ｄｙ，ｄｘ） ＝

　 　 　 　 ∫
ＲＲｄ×ＲＲｄ

［ｂ（ ｔ，ｙ，ν）∂μＧ（ ｔ，Ｇ －１（ ｔ，ｚ，ν），ν）（ｙ） －

　 　 　 　 ｂ（ ｔ，ｘ，μ）∂μＧ（ ｔ，Ｇ －１（ ｔ，ｚ，ν），μ）（ｘ）］Π（ｄｙ，ｄｘ） ＋

　 　 　 　 ∫
ＲＲｄ×ＲＲｄ

［ｂ（ ｔ，ｘ，μ）∂μＧ（ ｔ，Ｇ －１（ ｔ，ｚ，ν），μ）（ｘ） －

　 　 　 　 ｂ（ ｔ，ｘ，μ）∂μＧ（ ｔ，Ｇ －１（ ｔ，ｚ，μ），μ）（ｘ）］Π（ｄｙ，ｄｘ） ．
通过求 ｜ ϕ ｜ 的最大值，可得 ｜ ϕ ｜ ≤ ｃ２ ／ １２， 因此，由假设 Ｈ２②􀃢可得

　 　 ∫
ＲＲｄ×ＲＲｄ

｜ ｂ（ ｔ，ｙ，ν）∂μＧ（ ｔ，Ｇ －１（ ｔ，ｚ，ν），ν）（ｙ） － ｂ（ ｔ，ｘ，μ）∂μＧ（ ｔ，Ｇ －１（ ｔ，ｚ，ν），μ）（ｘ） ｜ Π（ｄｙ，ｄｘ） ＝

　 　 　 　 ∫
ＲＲｄ×ＲＲｄ

｜ ｂ（ ｔ，ｙ，ν）∂μα（ ｔ，ｐ（Ｇ
－１（ ｔ，ｚ，ν）），ν）（ｙ）ϕ（Ｇ －１（ ｔ，ｚ，ν）） －

　 　 　 　 ｂ（ ｔ，ｘ，μ）∂μα（ ｔ，ｐ（Ｇ
－１（ ｔ，ｚ，ν）），μ）（ｘ）ϕ（Ｇ －１（ ｔ，ｚ，ν）） ｜ Π（ｄｙ，ｄｘ） ≤ ＣＷ２（μ，ν） ．

由假设 Ｈ２②􀃠 、Ｈ１①可得

　 　 ∫
ＲＲｄ×ＲＲｄ

｜ ｂ（ ｔ，ｘ，μ）∂μＧ（ ｔ，Ｇ －１（ ｔ，ｚ，ν），μ）（ｘ） － ｂ（ ｔ，ｘ，μ）∂μＧ（ ｔ，Ｇ －１（ ｔ，ｚ，μ），μ）（ｘ） ｜ Π（ｄｙ，ｄｘ） ≤

　 　 　 　 ∫
ＲＲｄ×ＲＲｄ

｜ ｂ（ ｔ，ｘ，μ） ｜ ｜ ∂μα（ ｔ，ｐ（Ｇ
－１（ ｔ，ｚ，ν）），μ）（ｘ）ϕ（Ｇ －１（ ｔ，ｚ，ν）） －

　 　 　 　 ∂μα（ ｔ，ｐ（Ｇ
－１（ ｔ，ｚ，μ）），μ）（ｘ）ϕ（Ｇ －１（ ｔ，ｚ，μ）） ｜ Π（ｄｙ，ｄｘ） ≤

　 　 　 　 ∫
ＲＲｄ×ＲＲｄ

｜ ｂ（ ｔ，ｘ，μ） ｜ ｜ ∂μα（ ｔ，ｐ（Ｇ
－１（ ｔ，ｚ，ν）），μ）（ｘ）ϕ（Ｇ －１（ ｔ，ｚ，ν）） －

　 　 　 　 ∂μα（ ｔ，ｐ（Ｇ
－１（ ｔ，ｚ，ν）），μ）（ｘ）ϕ（Ｇ －１（ ｔ，ｚ，μ）） ＋

　 　 　 　 ∂μα（ ｔ，ｐ（Ｇ
－１（ ｔ，ｚ，ν）），μ）（ｘ）ϕ（Ｇ －１（ ｔ，ｚ，μ）） －

　 　 　 　 ∂μα（ ｔ，ｐ（Ｇ
－１（ ｔ，ｚ，μ）），μ）（ｘ）ϕ（Ｇ －１（ ｔ，ｚ，μ）） ｜ Π（ｄｙ，ｄｘ） ≤

　 　 　 　 ∫
ＲＲｄ×ＲＲｄ

｜ ｂ（ ｔ，ｘ，μ） ｜ （ ｜ ∂μα（ ｔ，ｐ（Ｇ
－１（ ｔ，ｚ，ν）），μ）（ｘ） ｜ ｜ ϕ（Ｇ －１（ ｔ，ｚ，ν）） －

　 　 　 　 ϕ（Ｇ －１（ ｔ，ｚ，μ）） ｜ ＋ ｜ ∂μα（ ｔ，ｐ（Ｇ
－１（ ｔ，ｚ，ν）），μ）（ｘ） －

　 　 　 　 ∂μα（ ｔ，ｐ（Ｇ
－１（ ｔ，ｚ，μ）），μ）（ｘ） ｜ ｜ ϕ（Ｇ －１（ ｔ，ｚ，μ）） ｜ ）Π（ｄｙ，ｄｘ） ≤

　 　 　 　 Ｃ∫
ＲＲｄ×ＲＲｄ

｜ ϕ（Ｇ －１（ ｔ，ｚ，ν）） － ϕ（Ｇ －１（ ｔ，ｚ，μ）） ｜ ＋ ｜ ｐ（Ｇ －１（ ｔ，ｚ，ν）） －

　 　 　 　 ｐ（Ｇ －１（ ｔ，ｚ，μ）） ｜ Π（ｄｙ，ｄｘ） ≤
　 　 　 　 ＣＷ２（μ，ν）， （１４）

最后一个不等式用到了 ｚ ϕ（ｚ） 的 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ 连续性，引理 ２ 和 μ ∈ Ｐｂ，ｐ 在 Θｃ 上连续．因此

　 　 ν ∫
ＲＲｄ
ｂ（ ｔ，ｙ，ν）∂μＧ（ ｔ，Ｇ －１（ ｔ，ｚ，ν），ν）（ｙ）ν（ｄｙ）

是 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ 连续函数．类似地，
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　 　 ∫
ＲＲｄ
（ｂ（ ｔ，ｙ，ν）∂μＧ（ ｔ，Ｇ －１（ ｔ，ｚ，ν），ν）（ｙ） － ｂ（ ｔ，ｙ，ν）∂μＧ（ ｔ，Ｇ －１（ ｔ，ｚ′，ν），ν）（ｙ））ν（ｄｙ） ≤

　 　 　 　 ∫
ＲＲｄ

｜ ｂ（ ｔ，ｙ，ν） ｜ （ ｜ ∂μα（ ｔ，ｐ（Ｇ
－１（ ｔ，ｚ，ν）），ν）（ｙ）ϕ（Ｇ －１（ ｔ，ｚ，ν）） －

　 　 　 　 ∂μα（ ｔ，ｐ（Ｇ
－１（ ｔ，ｚ，ν）），ν）（ｙ）ϕ（Ｇ －１（ ｔ，ｚ′，ν）） ｜ ＋

　 　 　 　 ｜ ∂μα（ ｔ，ｐ（Ｇ
－１（ ｔ，ｚ，ν）），ν）（ｙ）ϕ（Ｇ －１（ ｔ，ｚ′，ν）） －

　 　 　 　 ∂μα（ ｔ，ｐ（Ｇ
－１（ ｔ，ｚ′，ν）），ν）（ｙ）ϕ（Ｇ －１（ ｔ，ｚ′，ν）） ｜ ）ν（ｄｙ） ≤

　 　 　 　 ∫
ＲＲｄ

｜ ｂ（ ｔ，ｙ，ν） ｜ （ ｜ ∂μα（ ｔ，ｐ（Ｇ
－１（ ｔ，ｚ，ν）），ν）（ｙ） ｜ ｜ ϕ（Ｇ －１（ ｔ，ｚ，ν）） － ϕ（Ｇ －１（ ｔ，ｚ′，ν）） ｜ ＋

　 　 　 　 ｜ ∂μα（ ｔ，ｐ（Ｇ
－１（ ｔ，ｚ，ν）），ν）（ｙ） －

　 　 　 　 ∂μα（ ｔ，ｐ（Ｇ
－１（ ｔ，ｚ′，ν）），ν）（ｙ） ｜ ｜ ϕ（Ｇ －１（ ｔ，ｚ′，ν）） ｜ ）ν（ｄｙ） ≤

　 　 　 　 Ｃ ｜ Ｇ －１（ ｔ，ｚ，ν） － Ｇ －１（ ｔ，ｚ′，ν） ｜ ≤ Ｃ ｜ ｚ － ｚ′ ｜ ，
其中，倒数第二个不等式用到了假设 Ｈ１①，映射 （ｙ，ν） ∂μα（ ｔ，ｐ（Ｇ

－１（ ｔ，ｚ，ν）），ν）（ｙ） 有界，ｐ 的连续性和

映射 ｚ ϕ（ｚ） 有界且连续，因此，ｚ ∫
ＲＲｄ
ｂ（ ｔ，ｙ，ν）∂μＧ（ ｔ，Ｇ －１（ ｔ，ｚ，ν），ν）（ｙ）ν（ｄｙ） 是 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ 连续函数．类

似地，

　 　 ∫
ＲＲｄ
（ｂ（ ｔ，ｙ，ν）∂μＧ（ ｔ，Ｇ －１（ ｔ，ｚ，ν），ν）（ｙ） － ｂ（ ｓ，ｙ，ν）∂μＧ（ ｓ，Ｇ －１（ ｓ，ｚ，ν），ν）（ｙ））ν（ｄｙ） ≤

　 　 　 　 ∫
ＲＲｄ

｜ ｂ（ ｔ，ｙ，ν）∂μα（ ｔ，ｐ（Ｇ
－１（ ｔ，ｚ，ν）），ν）（ｙ）ϕ（Ｇ －１（ ｔ，ｚ，ν）） －

　 　 　 　 ｂ（ ｓ，ｙ，ν）∂μα（ ｓ，ｐ（Ｇ
－１（ ｔ，ｚ，ν）），ν）（ｙ）ϕ（Ｇ －１（ ｓ，ｚ，ν）） ｜ ν（ｄｙ） ≤

　 　 　 　 ∫
ＲＲｄ

｜ ｂ（ ｔ，ｙ，ν） － ｂ（ ｓ，ｙ，ν） ｜ ｜ ∂μα（ ｔ，ｐ（Ｇ
－１（ ｔ，ｚ，ν）），ν）（ｙ）ϕ（Ｇ －１（ ｔ，ｚ，ν）） ｜ ＋

　 　 　 　 ｜ ｂ（ ｓ，ｙ，ν） ｜ ｜ ∂μα（ ｔ，ｐ（Ｇ
－１（ ｔ，ｚ，ν）），ν）（ｙ） －

　 　 　 　 ∂μα（ ｓ，ｐ（Ｇ
－１（ ｓ，ｚ，ν）），ν）（ｙ） ｜ ｜ ϕ（Ｇ －１（ ｔ，ｚ，ν）） ｜ ＋

　 　 　 　 ｜ ｂ（ ｓ，ｙ，ν）∂μα（ ｓ，ｐ（Ｇ
－１（ ｓ，ｚ，ν）），ν）（ｙ） ｜ ｜ ϕ（Ｇ －１（ ｔ，ｚ，ν）） － ϕ（Ｇ －１（ ｓ，ｚ，ν）） ｜ ν（ｄｙ） ≤

　 　 　 　 ∫
ＲＲｄ
Ｃ ｜ ｔ － ｓ ｜ ＋ Ｃ ｜ Ｇ －１（ ｔ，ｚ，ν） － Ｇ －１（ ｓ，ｚ，ν） ｜ ν（ｄｙ） ≤ Ｃ ｜ ｔ － ｓ ｜ ，

其中，倒数第二个不等式用到了假设 Ｈ２①、假设 Ｈ２②􀃢 ，即 ∂μα（ ｔ，ｐ（Ｇ
－１（ ｔ，ｚ，ν）），ν）（ｙ） 关于 ｔ是 Ｌｉｐｓｃｈｉ⁃

ｔｚ 连续的， ｐ 的连续性和映射 ｚ ϕ（ｚ） 有界且连续．所以

　 　 ｔ ∫
ＲＲｄ
ｂ（ ｔ，ｙ，ν）∂μＧ（ ｔ，Ｇ －１（ ｔ，ｚ，ν），ν）（ｙ）ν（ｄｙ）

是 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ 连续函数．由假设 Ｈ１①、②知 σ（ ｔ，ｚ，ν） 关于（ ｔ，ｚ，ν） 是 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ 连续且有界的，由假设 Ｈ２②􀃠
知 ∂ｙ∂μＧ（ ｔ，Ｇ －１（ ｔ，ｚ，ν），ν）（ｙ） 是 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ 连续且有界的，因此

　 　 （ ｔ，ｚ，ν） ∫
ＲＲｄ

１
２

ｔｒ［σ（ ｔ，ｙ，ν） Ｔ∂ｙ∂μＧ（ ｔ，Ｇ －１（ ｔ，ｚ，ν），ν）（ｙ）σ（ ｔ，ｙ，ν）］ν（ｄｙ）

是 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ 连续函数．证毕． □

２　 主 要 结 果

２．１　 漂移系数可分解的分布依赖随机微分方程及交互作用粒子系统

本小节考虑方程（１）的漂移系数可分解的情形，即对任意的 ｘ ∈ ＲＲ ｄ，μ ∈ Ｐ２（ＲＲ ｄ），
　 　 ｂ（ ｔ，ｘ，μ） ＝ ｂ１（ ｔ，ｘ） ＋ ｂ２（ ｔ，ｘ，μ），

其中 ｂ１：［０，Ｔ］ × ＲＲ ｄ→ ＲＲ ｄ关于 ｘ 为逐段 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ 连续函数， 对任意的 ｔ，ｔ′ ∈ ［０，Ｔ］，ｘ， ｘ′ ∈ ＲＲ ｄ， μ， μ′ ∈
Ｐ２（ＲＲ ｄ），存在常数 Ｌ６ ＞ ０ 使得
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　 　 ｜ ｂ２（ ｔ，ｘ，μ） － ｂ２（ ｔ′，ｘ′，μ′） ｜ ≤ Ｌ６（ ｜ ｔ － ｔ′ ｜ ＋｜ ｘ － ｘ′ ｜ ＋ Ｗ２（μ，μ′）） ．
由于

　 　 ０ ≤ ｌｉｍ
ｈ→０＋

｜ ｂ２（ ｔ，η － ｈｎ（η），μ） － ｂ２（ ｔ，η ＋ ｈｎ（η），μ） ｜
２‖σＴ（ ｔ，η，μ）ｎ（η）‖２

ＨＳ

≤ ｌｉｍ
ｈ→０＋

２Ｌ１ｈ ｜ ｎ（η） ｜
２‖σＴ（ ｔ，η，μ）ｎ（η）‖２

ＨＳ

＝ ０，

因此， α（ ｔ，η） ＝ ｌｉｍｈ→０＋

ｂ１（ ｔ，η － ｈｎ（η）） － ｂ１（ ｔ，η ＋ ｈｎ（η））
２‖σＴ（ ｔ，η，μ）ｎ（η）‖２

ＨＳ

，即 α 不依赖于 μ ∈ Ｐ２（ＲＲ ｄ）， 从而

　 　 Ｇ（ ｔ，ｘ） ＝
ｘ ＋ ϕ（ｘ）α（ ｔ，ｐ（ｘ）），　 　 ｘ ∈ Θε０，
ｘ， ｘ ∈ ＲＲ ｄ ＼Θε０ ．{ （１５）

定理 １　 对给定的 ｐ ≥２，设 ξ ∈ Ｌｐ
０（ＲＲｄ），０ ＜ ｃ ＜ ｃ０， 若假设 Ｈ１ 成立，则方程（１）在 Ｓｐ（［０，Ｔ］） 上有唯

一强解．
证明　 由引理 ４ 可知方程（５）的系数是 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ 连续的，Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ 连续可推出单调条件成立，因此，由文

献［１０］中 ｔｈｅｏｒｅｍ ２．１ 可知方程（５）有唯一强解 Ｚ ｔ ．当０ ＜ ｃ ＜ ｃ０ 时，由 １．２ 小节知 Ｇ有唯一的逆函数Ｇ －１，由

Ｉｔô 公式可得 Ｇ －１（ ｔ，Ｚ ｔ） 满足方程（１），从而方程（１）的强解存在．若 Ｘ１（ ｔ） 和Ｘ２（ ｔ） 都是方程（１）的强解，则由

Ｉｔô 公式可得 Ｇ（ ｔ，Ｘ１（ ｔ）） 和 Ｇ（ ｔ，Ｘ２（ ｔ）） 都是方程（５）的强解．由强解的唯一性可知 Ｇ（ ｔ，Ｘ１（ ｔ）） ＝ Ｇ（ ｔ，
Ｘ２（ ｔ）），又 Ｇ（ ｔ，ｘ） 关于 ｘ 为单射，从而 Ｘ１（ ｔ） ＝ Ｘ２（ ｔ） ．证毕． □

与方程（１）对应的交互作用的粒子 （Ｘｉ，Ｎ
ｔ ） ｔ∈［０，Ｔ］，ｉ ∈ { １，…，Ｎ } 满足

　 　 ｄＸｉ，Ｎ
ｔ ＝ ｂ１（ ｔ，Ｘｉ，Ｎ

ｔ ） ＋ ｂ２（ ｔ，Ｘｉ，Ｎ
ｔ ，μＸＮ

ｔ ）ｄｔ ＋ σ（ ｔ，Ｘｉ，Ｎ
ｔ ，μＸＮ

ｔ ）ｄＷｉ
ｔ， （１６）

其中， Ｘｉ，Ｎ
０ ＝ ξ ｉ 是 ξ 的独立复制， （Ｗｉ

ｔ） ｔ∈［０，Ｔ］ 是相互独立的 ｄ 维 Ｂｒｏｗｎ 运动，且经验测度 μＸＮ
ｔ （ｄｘ） ＝

１
Ｎ∑

Ｎ

ｊ ＝ １
δＸｊ，Ｎ

ｔ
（ｄｘ） 逼近真实测度 ＬＸｔ

，其中 δ ｘ 表示在 ｘ 处的 Ｄｉｒａｃ 测度．称

　 　 （ＸＮ
ｔ ） ｔ∈［０，Ｔ］ ＝ （Ｘ１，Ｎ

ｔ ，…，ＸＮ，Ｎ
ｔ ） Ｔ

ｔ∈［０，Ｔ］

为交互作用的粒子系统，易知每个粒子 Ｘｉ，Ｎ
ｔ 服从相同的分布．

定理 ２　 对给定的 ｐ ≥２，ξ ∈ Ｌｐ
０（ＲＲｄ）， 设 ０ ＜ ｃ ＜ ｃ０， 若假设 Ｈ１ 成立，则方程（１６）在 Ｓｐ（［０，Ｔ］） 上有

唯一强解．
证明　 对任意的 ｉ ＝ １，２，…，Ｎ，
　 　 ｄＺ ｉ，Ｎ

ｔ ＝ ［∂ｔＧ（ ｔ，Ｘｉ，Ｎ
ｔ ） ＋ ∂ｘＧ（ ｔ，Ｘｉ，Ｎ

ｔ ）（ｂ１（ ｔ，Ｘｉ，Ｎ
ｔ ） ＋ ｂ２（ ｔ，Ｘｉ，Ｎ

ｔ ，μＸＮ
ｔ ））］ｄｔ ＋

　 　 　 　 ∂ｘＧ（ ｔ，Ｘｉ，Ｎ
ｔ ）σ（ ｔ，Ｘｉ，Ｎ

ｔ ，μＸＮ
ｔ ）ｄＷｉ

ｔ ＋

　 　 　 　 １
２

ｔｒ［σＴ（ ｔ，Ｘｉ，Ｎ
ｔ ，μＸＮ

ｔ ）∂２
ｘｘＧ（ ｔ，Ｘｉ，Ｎ

ｔ ）σ（ ｔ，Ｘｉ，Ｎ
ｔ ，μＸＮ

ｔ ）］ｄｔ ＝

　 　 　 　 ｂ（ ｔ，Ｚ ｉ，Ｎ
ｔ ，μＺＮ

ｔ ）ｄｔ ＋ σ（ ｔ，Ｚ ｉ，Ｎ
ｔ ，μＺＮ

ｔ ）ｄＷｉ
ｔ， （１７）

其中， Ｚ ｉ，Ｎ
０ ＝ Ｇ（０，ξ ｉ，δ ξ ｉ），μＺＮ

ｔ （ｄｚ） ＝ １
Ｎ∑

Ｎ

ｊ ＝ １
δＧ －１（ ｔ，Ｚ ｊ，Ｎ

０ ）（ｄｚ） ．

由引理 ４ 及文献［１０］中 ｔｈｅｏｒｅｍ ２．１ 知式（１７）有唯一强解 Ｚ ｉ，Ｎ
ｔ ．当 ０ ＜ ｃ ＜ ｃ０ 时，由 １．２ 小节知 Ｇ有唯一

的逆函数 Ｇ －１， 由 Ｉｔô 公式可得 Ｇ －１（ ｔ，Ｚ ｉ，Ｎ
ｔ ） 满足方程（１６），从而方程（１６）的强解存在．若 Ｘｉ，Ｎ

１ （ ｔ） 和 Ｘｉ，Ｎ
２ （ ｔ）

都是方程（１６）的强解，则由 Ｉｔô 公式可得 Ｇ（ ｔ，Ｘｉ，Ｎ
１ （ ｔ）） 和 Ｇ（ ｔ，Ｘｉ，Ｎ

２ （ ｔ）） 都是方程（１７）的强解．由强解的唯一

性及 Ｇ（ ｔ，ｘ） 关于 ｘ 为单射可得 Ｘｉ，Ｎ
１ （ ｔ） ＝ Ｘｉ，Ｎ

２ （ ｔ） ．证毕． □
２．２　 漂移系数不可分解的分布依赖随机微分方程及交互作用粒子系统

定理 ３　 若假设 Ｈ１、Ｈ２ 成立，对给定的 ｐ ≥ ２，ξ ∈ Ｌｐ
０（ＲＲ ｄ），０ ＜ ｃ ＜ ｃ０， 则方程（１）在 Ｓｐ（［０，Ｔ］） 上有

唯一强解．
证明　 对给定的测度流 （μ ｔ） ｔ∈［０，Ｔ］ ∈ Ｃ（［０，Ｔ］，Ｐ２（ＲＲ ｄ））， 由引理 ４ 知方程（５）有唯一强解．由引理 ４，

ＢＤＧ 不等式，Ｈöｌｄｅｒ 不等式和 Ｇｒｏｎｗａｌｌ 不等式可得对 （μ ｔ） ｔ∈［０，Ｔ］，（ν ｔ） ｔ∈［０，Ｔ］ ∈ Ｐｂ，∀ｔ ∈ ［０，Ｔ］ 有
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　 　 Ｅ［ ｜ Ｚμ
ｔ － Ｚν

ｔ ｜ ２］ ≤

　 　 　 　 ＣＥ [∫
０

ｔ
｜ ｂ（ ｓ，Ｚμ

ｓ ，μ ｓ） － ｂ（ ｓ，Ｚν
ｓ ，ν ｓ） ｜ ２ｄｓ ] ＋ ＣＥ [∫

０

ｔ
｜ σ（ ｓ，Ｚμ

ｓ ，μ ｓ） － σ（ ｓ，Ｚν
ｓ ，ν ｓ） ｜ ２ｄｓ ] ≤

　 　 　 　 ＣＥ [∫
０

ｔ
｜ ｂ（ ｓ，Ｚμ

ｓ ，μ ｓ） － ｂ（ ｓ，Ｚν
ｓ ，μ ｓ） ｜ ２ｄｓ ] ＋ ＣＥ [∫

０

ｔ
｜ ｂ（ ｓ，Ｚν

ｓ ，μ ｓ） － ｂ（ ｓ，Ｚν
ｓ ，ν ｓ） ｜ ２ｄｓ ] ＋

　 　 　 　 ＣＥ [∫
０

ｔ
｜ σ（ ｓ，Ｚμ

ｓ ，μ ｓ） － σ（ ｓ，Ｚν
ｓ ，μ ｓ） ｜ ２ｄｓ ] ＋ ＣＥ [∫

０

ｔ
｜ σ（ ｓ，Ｚν

ｓ ，μ ｓ） － σ（ ｓ，Ｚν
ｓ ，ν ｓ） ｜ ２ｄｓ ] ≤

　 　 　 　 ＣＥ [∫
０

ｔ
（ ｜ Ｚμ

ｓ － Ｚν
ｓ ｜ ２ ＋ Ｗ２

２（μ ｓ，ν ｓ））ｄｓ ] ≤ Ｃ∫
０

ｔ
Ｗ２

２（μ ｓ，ν ｓ）ｄｓ ． （１８）

对 ｋ ≥ ０，ｔ ∈ ［０，Ｔ］， 定义 Ｐｉｃａｒｄ 迭代

　 　 μ ｋ＋１
ｔ ＝ Ｌａｗ（Ｇ －１（ ｔ，Ｚμｋ

ｔ ，μ ｋ
ｔ ））， （１９）

其中， Ｚμ０
ｔ ＝Ｇ（ ｔ，ξ，δ ξ），μ ｔ

０ ＝ δ ξ，定义Ｘｋ＋１
ｔ ＝Ｇ －１（ ｔ，Ｚμｋ

ｔ ，μ ｋ
ｔ ） ．由引理３知Ｐ２（ＲＲｄ）∋μ Ｇ －１（ ｔ，ｙ，μ） 属于 Ｃ１，１

ｂ ，
因此，对 Ｇ －１ 用 Ｉｔô 公式可得 Ｘｋ＋１

ｔ 是方程

　 　 ｄＸｋ＋１
ｔ ＝ ｂ（ ｔ，Ｘｋ＋１

ｔ ，μ ｋ
ｔ ）ｄｔ ＋ σ（ ｔ，Ｘｋ＋１

ｔ ，μ ｋ
ｔ ）ｄＷｔ，　 　 Ｘｋ＋１

０ ＝ ξ
的解．由假设 Ｈ１②和 Ｈ２①可得 （Ｘｋ＋１

ｔ ） ｔ∈［０，Ｔ］ 的矩一致有界，即
　 　 ｓｕｐ

ｋ≥１
Ｅ［ ｓｕｐ

０≤ｔ≤Ｔ
｜ Ｘｋ＋１

ｔ ｜ ｐ］ ≤ Ｃ（１ ＋ Ｅ［ ｜ ξ ｜ ｐ］） ． （２０）

由引理 ３ 及式（１８）可得

　 　 ｓｕｐ
ｔ∈［０，Ｔ］

Ｗ２
２（μ ｋ＋１

ｔ ，μ ｋ
ｔ ） ≤ ｓｕｐ

ｔ∈［０，Ｔ］
Ｅ［ ｜ Ｘｋ＋１

ｔ － Ｘｋ
ｔ ｜ ２］ ≤

　 　 　 　 ２ ｓｕｐ
ｔ∈［０，Ｔ］

Ｅ［ ｜ Ｇ －１（ ｔ，Ｚμｋ
ｔ ，μ ｋ

ｔ ） － Ｇ －１（ ｔ，Ｚμｋ－１
ｔ ，μ ｋ

ｔ ） ｜ ２］ ＋

　 　 　 　 ２ ｓｕｐ
ｔ∈［０，Ｔ］

Ｅ［ ｜ Ｇ －１（ ｔ，Ｚμｋ－１
ｔ ，μ ｋ

ｔ ） － Ｇ －１（ ｔ，Ｚμｋ－１
ｔ ，μ ｋ－１

ｔ ） ｜ ２］ ≤

　 　 　 　 Ｃ∫Ｔ
０
Ｗ２

２（μ ｋ
ｓ ，μ ｋ－１

ｓ ）ｄｓ ＋ Ｃｃ２

６
ｓｕｐ

ｔ∈［０，Ｔ］
Ｗ２

２（μ ｋ
ｔ ，μ ｋ－１

ｔ ） ≤

　 　 　 　 Ｃ∫Ｔ
０
Ｗ２

２（μ ｋ
ｓ ，μ ｋ－１

ｓ ）ｄｓ ＋ Ｃｃ２

６
ｓｕｐ

ｔ∈［０，Ｔ］
Ｅ［ ｜ Ｘｋ

ｔ － Ｘｋ－１
ｔ ｜ ２］ ． （２１）

选择常数 Ｃ ＞ ０，０ ＜ ｃ ＜ ｃ０，使得 Ｌ ＝ Ｃｃ２ ／ ６ ＜ １．令 ０ ＜ Ｔ０ ＜ Ｔ 且 ＣＴ０ ＋ Ｌ ＜ １．对 ｔ ∈ ［０，Ｔ］， 假设方

程（１）存在两个解 （Ｘ，μ），（Ｙ，ν），其中，对 ｔ ∈ ［０，Ｔ］，μ ｔ，ν ｔ分别为 Ｘｔ，Ｙ ｔ 的边缘分布，由式（２１）可得方程

（１）在 ［０，Ｔ０］ 上解的唯一性．另外，序列（μ ｋ） ｋ 是完备的度量空间 Ｃ（［０，Ｔ］，Ｐ２（ＲＲ ｄ）） 上的 Ｃａｕｃｈｙ 序列．因
此，式（１９）存在一个不动点 Ｘｔ ＝ Ｇ －１（ ｔ，Ｚμ

ｔ ，μ ｔ），其中 μ ｔ ＝ ＬＸｔ
．对 Ｇ －１ 用 Ｉｔô 公式可得方程（１）在 ［０，Ｔ０］ 有唯

一强解．把 Ｔ０ 看作初始时刻，重复上面的步骤，可以将解扩展到区间［Ｔ０，Ｔ１］，其中 Ｔ０ ＜ Ｔ１ ＜ Ｔ ．因为 Ｔ１ 的选

择只依赖于 ＸＴ０ 的二阶矩，由式（２０）知 Ｘｔ在［０，Ｔ］ 上一致有界，从而这种扩展是可能的．继续这种扩展可得

方程（１）在 ［０，Ｔ］ 上有唯一强解．证毕． □
假设 Ｈ３　 假设 Ｈ２②􀃡、􀃢 成立，且
① 假设 Ｈ１①、Ｈ１②成立，对任意的 ｔ ∈ ［０，Ｔ］，ｘ ∈ ＲＲ ｄ，μ ∈ Ｐ２（ＲＲ ｄ），存在常数 Ｌ７ ＞ ０ 使得 ‖σ（ ｔ，ｘ，

μ）‖ ≤ Ｌ７ ．
② 存在单增函数 Ł６（ ｔ） ＞ ０，使得对任意的 ｘ ∈ ＲＲ ｄ ＼Θ，任意的 μ，ν ∈ Ｐ２（ＲＲ ｄ） 有

　 　 ｜ ｂ（ ｔ，ｘ，μ） － ｂ（ ｔ，ｘ，ν） ｜ ≤ Ł６（ ｔ）Ｗ２（μ，ν） ．
另外，对任意的 μ ∈ Ｐ２（ＲＲｄ） ，ｘ ｂ（ ｔ，ｘ，μ） 在ＲＲｄ ＼Θ 上满足逐段 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ 连续条件，且 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ 常数不依赖

于分布．
③ 映射 Ｐ２（ＲＲ ｄ）∋μ α（ ｔ，ｘ，μ） 是有界函数且属于 Ｃ１，２

ｂ ， 且映射

　 　 Ｐ２（ＲＲ ｄ） × ＲＲ ｄ∋（μ，ｙ） ∂μα（ ｔ，ｘ，μ）（ｙ）， Ｐ２（ＲＲ ｄ） × ＲＲ ｄ∋（μ，ｙ） ∂ｙ∂μα（ ｔ，ｘ，μ）（ｙ），
　 　 Ｐ２（ＲＲ ｄ） × ＲＲ ｄ × ＲＲ ｄ∋（μ，ｙ，ｙ′） ∂２

μα（ ｔ，ｘ，μ）（ｙ，ｙ′）
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有界且 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ 连续．
与方程（１）对应的交互作用粒子 （Ｘｉ，Ｎ

ｔ ） ｔ∈［０，Ｔ］，ｉ ∈ { １，…，Ｎ } 满足

　 　 ｄＸｉ，Ｎ
ｔ ＝ ｂ（ ｔ，Ｘｉ，Ｎ

ｔ ，μＸＮ
ｔ ）ｄｔ ＋ σ（ ｔ，Ｘｉ，Ｎ

ｔ ，μＸＮ
ｔ ）ｄＷｉ

ｔ， （２２）
其中 Ｘｉ，Ｎ

０ ＝ ξ ｉ 是 ξ 的独立复制，（Ｗｉ
ｔ） ｔ∈［０，Ｔ］ 是相互独立的 ｄ 维 Ｂｒｏｗｎ 运动．

当漂移系数不可分解时，由式（２）可得

　 　 α（ ｔ，ｘＮ，μ ｘＮ） ＝ ｌｉｍ
ｈ→０＋

ｂ（ ｔ，ｘＮ － ｈｎ（ｘＮ），μ ｘＮ） － ｂ（ ｔ，ｘＮ ＋ ｈｎ（ｘＮ），μ ｘＮ）
２‖σＴ（ ｔ，ｘＮ，μ ｘＮ）ｎ（ｘＮ）‖２

ＨＳ

，

此时

　 　 Ｇ（ ｔ，ｘｉ，μ ｘＮ） ＝
ｘｉ ＋ ϕ（ｘｉ）α（ ｔ，ｐ（ｘｉ），μ ｘＮ），　 　 ｘｉ ∈ Θε０，

ｘｉ， ｘｉ ∈ ＲＲ ｄ ＼Θε０，{ （２３）

其中　 　 ０ ＜ ε ０ ＜ Ｒｅａｃｈ（Θ） ．

设 （ＲＲ ｄ） Ｎ∋ｘＮ Ｇｉ（ｘＮ） ＝ Ｇ（ ｔ，ｘｉ，μ ｘＮ），定义 ＧＮ：（ＲＲ ｄ） Ｎ → （ＲＲ ｄ） Ｎ×Ｎ，
　 　 ＧＮ（ｘＮ） ＝ （Ｇ１（ｘＮ），…，ＧＮ（ｘＮ）） Ｔ ．

令 ［Ｘｉ，Ｎ］ ｔ 表示 Ｘｉ，Ｎ
ｔ 的二次变差．对任意的 ｔ ∈ ［０，Ｔ］，ｉ ∈ { １，…，Ｎ } ， 由文献［１５］中 ｐｒｏｐｏｓｉｔｉｏｎ ５．３５ 得

　 　 ｄＧ（ ｔ，Ｘｉ，Ｎ
ｔ ，μＸＮ

ｔ ） ＝ ｄＧｉ（Ｘ１，Ｎ
ｔ ，…，ＸＮ，Ｎ

ｔ ） ＝

　 　 　 　 ∂ｘｉＧ（ ｔ，Ｘｉ，Ｎ
ｔ ，μＸＮ

ｔ ）ｄＸｉ，Ｎ
ｔ ＋ １

２
∂２
ｘｉＧ（ ｔ，Ｘｉ，Ｎ

ｔ ，μＸＮ
ｔ ）ｄ［Ｘｉ，Ｎ］ ｔ ＋ ∂ｔＧ（ ｔ，Ｘｉ，Ｎ

ｔ ，μＸＮ
ｔ ）ｄｔ ＋

　 　 　 　 １
Ｎ∑

Ｎ

ｋ ＝ １
∂μＧ（ ｔ，Ｘｉ，Ｎ

ｔ ，μＸＮ
ｔ ）（Ｘｋ，Ｎ

ｔ ）ｄＸｋ，Ｎ
ｔ ＋ １

２Ｎ∑
Ｎ

ｋ ＝ １
∂ｙ∂μＧ（ ｔ，Ｘｉ，Ｎ

ｔ ，μＸＮ
ｔ ）（Ｘｋ，Ｎ

ｔ ）ｄ［Ｘｋ，Ｎ］ ｔ ＋

　 　 　 　 １
２Ｎ２∑

Ｎ

ｋ ＝ １
∂２
μＧ（ ｔ，Ｘｉ，Ｎ

ｔ ，μＸＮ
ｔ ）（Ｘｋ，Ｎ

ｔ ，Ｘｋ，Ｎ
ｔ ）ｄ［Ｘｋ，Ｎ］ ｔ ＋

　 　 　 　 １
Ｎ

∂ｘｉ∂μＧ（ ｔ，Ｘｉ，Ｎ
ｔ ，μＸＮ

ｔ ）（Ｘｉ，Ｎ
ｔ ）ｄ［Ｘｉ，Ｎ］ ｔ ．

引理 ５　 若假设 Ｈ３③成立， ０ ＜ ｃ ＜ ｃ０，则 ＧＮ 为可逆的函数．
证明　 由 Ｈａｄａｍａｒｄ 逆函数定理（文献［１６］中 ｔｈｅｏｒｅｍ ２．２）知要证 ＧＮ 可逆，只需要证 ＧＮ 满足：ＧＮ ∈

Ｃ１（（ＲＲ ｄ） Ｎ，（ＲＲｄ） Ｎ×Ｎ），ｌｉｍ ｜ ｘＮ｜ →∞ ｜ ＧＮ（ｘＮ） ｜ ＝ ∞ 和对任意的 ｘＮ ∈ （ＲＲｄ） Ｎ，Ｇ′Ｎ（ｘＮ） 可逆．由 ＧＮ的定义、α 和 ϕ
的一致有界性，只需证明对任意的 ｘＮ ∈ （ＲＲｄ） Ｎ，Ｇ′Ｎ（ｘＮ） 可逆．注意到

　 　 Ｇ′Ｎ（ｘＮ） ＝ ＩＮ×Ｎ ＋ ｄｉａｇＮ×Ｎ（ϕ′（ｘ１）αＮ（ｘＮ），…，ϕ′（ｘＮ）αＮ（ｘＮ）） ＋ ϕ（ｘＮ）α′Ｎ（ｘＮ），

其中 ϕ（ｘＮ） ＝ （ϕ（ｘ１），…，ϕ（ｘＮ）） Ｔ，（α′Ｎ（ｘＮ）） ｉ ＝
１
Ｎ

∂μα（ ｔ，ｘＮ
ｔ ，μ ｔ

ｘＮ）（ｘｉ）， α′Ｎ 是行向量．定义

　 　 Ａ（ｘＮ） ＝ ｄｉａｇＮ×Ｎ（ϕ′（ｘ１）αＮ（ｘＮ），…，ϕ′（ｘＮ）αＮ（ｘＮ）） ＋ ϕ（ｘＮ）α′Ｎ（ｘＮ），

从而 Ｇ′Ｎ（ｘＮ） 为线性算子 ｉｄ（ＲＲｄ）Ｎ ＋ Ａ（ｘＮ）：（ＲＲ ｄ） Ｎ → （ＲＲ ｄ） Ｎ ．当 ０ ＜ ｃ ＜ ｃ０ 时，ϕ（ｘｉ），ϕ′（ｘｉ） → ０，且 αＮ 和

α′Ｎ有界，所以 Ｇ′Ｎ（ｘＮ） → ｉｄ（ＲＲｄ）Ｎ，即当 ０ ＜ ｃ ＜ ｃ０ 时，Ｇ′Ｎ（ｘＮ） 可逆．证毕． □
令 ＺＮ

ｔ ＝ ＧＮ（Ｘ１，Ｎ
ｔ ，…，ＸＮ，Ｎ

ｔ ）， 则

　 　 ｄＺＮ
ｔ ＝ ＢＮ（Ｇ

－１
Ｎ （ＺＮ

ｔ ））ｄｔ ＋ ΣＮ（Ｇ
－１
Ｎ （ＺＮ

ｔ ））ｄＷＮ
ｔ ， ＺＮ

０ ＝ ＧＮ（Ｘ１，Ｎ
０ ，…，ＸＮ，Ｎ

０ ）， （２４）
其中

　 　 ＢＮ（ｘＮ） ＝ （Ｂ１（ｘＮ），…，ＢＮ（ｘＮ）） Ｔ， ΣＮ（ｘＮ） ＝ （Σ ｉ，ｊ（ｘＮ）） ｉ，ｊ∈{ １，…，Ｎ} ，ＷＮ
ｔ ＝ （Ｗｔ

１，…，ＷＮ
ｔ ） Ｔ，

　 　 Ｂ ｉ（ｘＮ） ＝ ∂ｔＧ（ ｔ，ｘｉ，μ ｘＮ） ＋ ∂ｘｉＧ（ ｔ，ｘｉ，μ ｘＮ）ｂ（ ｔ，ｘｉ，μ ｘＮ） ＋

　 　 　 　 １
Ｎ∑

Ｎ

ｋ ＝ １
∂μＧ（ ｔ，ｘｉ，μ ｘＮ）（ｘｋ）ｂ（ ｔ，ｘｋ，μ ｘＮ） ＋
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　 　 　 　 １
２

ｔｒ［σＴ（ ｔ，ｘｉ，μ ｘＮ）∂２
ｘｉＧ（ ｔ，ｘｉ，μ ｘＮ）σ（ ｔ，ｘｉ，μ ｘＮ）］ ＋

　 　 　 　 １
２Ｎ∑

Ｎ

ｋ ＝ １
ｔｒ［σＴ（ ｔ，ｘｋ，μ ｘＮ）∂ｙ∂μＧ（ ｔ，ｘｉ，μ ｘＮ）（ｘｋ）σ（ ｔ，ｘｋ，μ ｘＮ）］ ＋

　 　 　 　 １
２Ｎ２∑

Ｎ

ｋ ＝ １
ｔｒ［σＴ（ ｔ，ｘｋ，μ ｘＮ）∂２

μＧ（ ｔ，ｘｉ，μ ｘＮ）（ｘｋ，ｘｋ）σ（ ｔ，ｘｋ，μ ｘＮ）］ ＋

　 　 　 　 １
Ｎ

ｔｒ［σＴ（ ｔ，ｘｉ，μ ｘＮ）∂ｘｉ∂μＧ（ ｔ，ｘｉ，μ ｘＮ）（ｘｉ）σ（ ｔ，ｘｉ，μ ｘＮ）］，

　 　 Σ ｉ，ｊ（ｘＮ） ＝ ∂ｘｉＧ（ ｔ，ｘｉ，μ ｘＮ）σ（ ｔ，ｘｉ，μ ｘＮ）δ ｉ，ｊ ＋
１
Ｎ

∂μＧ（ ｔ，ｘｉ，μ ｘＮ）（ｘ ｊ）σ（ ｔ，ｘ ｊ，μ ｘＮ） ． （２５）

引理 ６　 若假设 Ｈ３ 成立，则 ＢＮ，ΣＮ 满足局部 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ 连续性和线性增长条件．
证明　 由 ∂ｘＧ（ ｔ，ｘ，μ） 和 ∂μＧ（ ｔ，ｘ，μ）（ｙ） 关于（ｘ，μ） Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ 连续及式（２５）可得对 ｘＮ，ｙＮ ∈ （ＲＲ ｄ） Ｎ，
　 　 ‖ΣＮ（ｘＮ） － ΣＮ（ｙＮ）‖２ ≤

　 　 　 　 ∑
Ｎ

ｉ ＝ １
｜ Σ ｉ，ｉ（ｘＮ） － Σ ｉ，ｉ（ｙＮ） ｜ ２ ＋ ∑

ｉ≠ｊ
｜ Σ ｉ，ｊ（ｘＮ） － Σ ｉ，ｊ（ｙＮ） ｜ ２ ≤

　 　 　 　 ∑
Ｎ

ｉ ＝ １
｜ ∂ｘｉＧ（ ｔ，ｘｉ，μ ｘＮ）σ（ ｔ，ｘｉ，μ ｘＮ） － ∂ｙｉＧ（ ｔ，ｙｉ，μ ｙＮ）σ（ ｔ，ｙｉ，μ ｙＮ） ｜ ２ ＋

　 　 　 　 １
Ｎ２∑

ｉ≠ｊ
｜ ∂μＧ（ ｔ，ｘｉ，μ ｘＮ）（ｘ ｊ）σ（ ｔ，ｘ ｊ，μ ｘＮ） － ∂μＧ（ ｔ，ｙｉ，μ ｙＮ）（ｙ ｊ）σ（ ｔ，ｙ ｊ，μ ｙＮ） ｜ ２ ≤

　 　 　 　 Ｃ ｜ ｘＮ － ｙＮ ｜ ２，
其中，最后一个不等式用到了假设 Ｈ１②、假设 Ｈ３①和引理 １．

　 　 ｜ Ｂ ｉ（ｘＮ） － Ｂ ｉ（ｙＮ） ｜ ２ ≤

　 　 　 　 Ｃ ｜ ∂ｘｉＧ（ ｔ，ｘｉ，μ ｘＮ）ｂ（ ｔ，ｘｉ，μ ｘＮ） － ∂ｙｉＧ（ ｔ，ｙｉ，μ ｙＮ）ｂ（ ｔ，ｙｉ，μ ｙＮ） ＋

　 　 　 　 １
２

ｔｒ［σＴ（ ｔ，ｘｉ，μ ｘＮ）∂２
ｘｉＧ（ ｔ，ｘｉ，μ ｘＮ）σ（ ｔ，ｘｉ，μ ｘＮ）］ －

　 　 　 　 １
２

ｔｒ［σＴ（ ｔ，ｙｉ，μ ｙＮ）∂２
ｙｉＧ（ ｔ，ｙｉ，μ ｙＮ）σ（ ｔ，ｙｉ，μ ｙＮ）］ ｜ ２ ＋

　 　 　 　 Ｃ
Ｎ∑

Ｎ

ｋ ＝ １
｜ ∂μＧ（ ｔ，ｘｉ，μ ｘＮ）（ｘｋ）ｂ（ ｔ，ｘｋ，μ ｘＮ） － ∂μＧ（ ｔ，ｙｉ，μ ｙＮ）（ｙｋ）ｂ（ ｔ，ｙｋ，μ ｙＮ） ｜ ２ ＋

　 　 　 　 Ｃ
２Ｎ∑

Ｎ

ｋ ＝ １
｜ ｔｒ［σＴ（ ｔ，ｘｋ，μ ｘＮ）∂ｙ∂μＧ（ ｔ，ｘｉ，μ ｘＮ）（ｘｋ）σ（ ｔ，ｘｋ，μ ｘＮ）］ －

　 　 　 　 ｔｒ［σＴ（ ｔ，ｙｋ，μ ｙＮ）∂ｙ∂μＧ（ ｔ，ｙｉ，μ ｙＮ）（ｙｋ）σ（ ｔ，ｙｋ，μ ｙＮ）］ ｜ ２ ＋

　 　 　 　 Ｃ
２Ｎ２∑

Ｎ

ｋ ＝ １
｜ ｔｒ［σＴ（ ｔ，ｘｋ，μ ｘＮ）∂２

μＧ（ ｔ，ｘｉ，μ ｘＮ）（ｘｋ，ｘｋ）σ（ ｔ，ｘｋ，μ ｘＮ）］ －

　 　 　 　 ｔｒ［σＴ（ ｔ，ｙｋ，μ ｙＮ）∂２
μＧ（ ｔ，ｙｉ，μ ｙＮ）（ｙｋ，ｙｋ）σ（ ｔ，ｙｋ，μ ｙＮ）］ ｜ ２ ＋

　 　 　 　 Ｃ
Ｎ

｜ ｔｒ［σＴ（ ｔ，ｘｉ，μ ｘＮ）∂ｘｉ∂μＧ（ ｔ，ｘｉ，μ ｘＮ）（ｘｉ）σ（ ｔ，ｘｉ，μ ｘＮ）］ －

　 　 　 　 ｔｒ［σＴ（ ｔ，ｙｉ，μ ｙＮ）∂ｙｉ∂μＧ（ ｔ，ｙｉ，μ ｙＮ）（ｙｉ）σ（ ｔ，ｙｉ，μ ｙＮ）］ ｜ ２ ＝ ∑
５

ｉ ＝ １
Π ｉ ．

由假设 Ｈ３①和 Ｈ３③可得 Π３，Π４ 和 Π５ 是有界且 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ 连续的．
当 ｜ ｘＮ ｜ ， ｜ ｙＮ ｜ ≤ Ｒ 时，由假设 Ｈ３②、Ｈ３③和 ϕ的 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ 连续性及有界性可知存在常数 ＬＲ ＞ ０ 使得

　 　 Π２ ≤ Ｃ
Ｎ∑

Ｎ

ｋ ＝ １
｜ ∂μα（ ｔ，ｘｉ，μ ｘＮ）（ｘｋ）ϕ（ｘｉ）ｂ（ ｔ，ｘｋ，μ ｘＮ） － ∂μα（ ｔ，ｙｉ，μ ｙＮ）（ｙｋ）ϕ（ｘｉ）ｂ（ ｔ，ｙｋ，μ ｙＮ） ｜ ２ ＋

８８２１ 应　 用　 数　 学　 和　 力　 学　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ２０２３ 年　 第 ４４ 卷



　 　 　 　 Ｃ
Ｎ∑

Ｎ

ｋ ＝ １
｜ ∂μα（ ｔ，ｙｉ，μ ｙＮ）（ｙｋ）ϕ（ｘｉ）ｂ（ ｔ，ｙｋ，μ ｙＮ） － ∂μα（ ｔ，ｙｉ，μ ｙＮ）（ｙｋ）ϕ（ｙｉ）ｂ（ ｔ，ｙｋ，μ ｙＮ） ｜ ２ ≤

　 　 　 　 Ｃ
Ｎ∑

Ｎ

ｋ ＝ １
｜ ∂μα（ ｔ，ｘｉ，μ ｘＮ）（ｘｋ）ｂ（ ｔ，ｘｋ，μ ｘＮ） － ∂μα（ ｔ，ｙｉ，μ ｙＮ）（ｙｋ）ｂ（ ｔ，ｙｋ，μ ｙＮ） ｜ ２ ＋

　 　 　 　 ＬＲ ｜ ｘｉ － ｙｉ ｜ ２ ．
此外，由假设 Ｈ２②􀃡、􀃢 ，可得

　 　 ∑
Ｎ

ｋ ＝ １
｜ ∂μα（ ｔ，ｘｉ，μ ｘＮ）（ｘｋ）ｂ（ ｔ，ｘｋ，μ ｘＮ） － ∂μα（ ｔ，ｙｉ，μ ｙＮ）（ｙｋ）ｂ（ ｔ，ｙｋ，μ ｙＮ） ｜ ２ ≤

　 　 　 　 Ｃ∑
Ｎ

ｋ ＝ １
｜ ｘｋ － ｙｋ ｜ ２，

从而

　 　 Π２ ≤ ＬＲ ｜ ｘｉ － ｙｉ ｜ ２ ＋ Ｃ
Ｎ∑

Ｎ

ｋ ＝ １
｜ ｘｋ － ｙｋ ｜ ２ ．

由文献［２］中 ｌｅｍｍａ ３．６、ｌｅｍｍａ ３．９ 和 ｌｅｍｍａ ３．１１ 可得

　 　 ｘ ∂ｘＧ（ ｔ，ｘ，μ）ｂ（ ｔ，ｘ，μ） ＋ １
２

ｔｒ［σＴ（ ｔ，ｘ，μ）∂２
ｘＧ（ ｔ，ｘ，μ）σ（ ｔ，ｘ，μ）］

是 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ 连续函数．由假设 Ｈ３①—Ｈ３③可得

　 　 Π１ ≤ Ｃ ｜ ｘｉ － ｙｉ ｜ ２ ＋ １
Ｎ∑

Ｎ

ｋ ＝ １
｜ ｘｋ － ｙｋ ｜ ２æ

è
ç

ö

ø
÷ ．

因此，由 ｜ ＢＮ（ｘＮ） － ＢＮ（ｙＮ） ｜ ２ ＝ ∑Ｎ

ｉ ＝ １
｜ Ｂ ｉ（ｘＮ） － Ｂ ｉ（ｙＮ） ｜ ２ 可得 ＢＮ 是 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ 连续函数．

最后，由 ｂ，σ 满足增长条件和 Ｇ，α 导函数的有界性可得 ＢＮ，ΣＮ满足线性增长条件，即存在常数 Ｃ ＞ ０，
使得对任意的 ｘＮ ∈ （ＲＲｄ） Ｎ， ｜ ＢＮ（ｘＮ） ｜ ＋ ‖ΣＮ（ｘＮ）‖ ≤ Ｃ（１ ＋｜ ｘＮ ｜ ） ．证毕．

定理 ４　 对给定的 ｐ ≥ ２，ξ ∈ Ｌｐ
０（ＲＲ ｄ）， ０ ＜ ｃ ＜ ｃ０， 若假设 Ｈ３ 成立，则方程（２２）在 Ｓｐ（［０，Ｔ］） 上有唯

一强解．
证明　 由引理 ６ 可知 ＢＮ，ΣＮ 满足局部 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ 连续和线性增长条件，从而由文献［１７］中 ｔｈｅｏｒｅｍ ５．２．５

可得方程（２４）有唯一强解 ＺＮ ．由引理 ５ 知 Ｇ －１
Ｎ 存在且 Ｇ －１

Ｎ 继承 ＧＮ 的正则性，由 Ｉｔô 公式可得 Ｇ －１（ ｔ，Ｚ ｉ，Ｎ
ｔ ，

μＺＮ
ｔ ） 满足方程（２２），从而方程（２２）的强解存在．若 Ｘｉ，Ｎ

１ （ ｔ） 和 Ｘｉ，Ｎ
２ （ ｔ） 都是方程（２２）的强解，则由 Ｉｔô 公式可

得 Ｇ（ ｔ，Ｘｉ，Ｎ
１ （ ｔ），μＸＮ

ｔ ） 和Ｇ（ ｔ，Ｘｉ，Ｎ
２ （ ｔ），μＸＮ

ｔ ） 都是方程（２４）的强解．由强解的唯一性及 Ｇ（ ｔ，ｘ，μ） 关于 ｘ为单射

可得 Ｘｉ，Ｎ
１ （ ｔ） ＝ Ｘｉ，Ｎ

２ （ ｔ） ．证毕． □

３　 结　 　 论

本文在系数关于空间变量不是 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ 连续的条件下，借助于 Ｚｖｏｎｋｉｎ 变换得到了一类分布依赖的高

维随机微分方程及相应的粒子系统解的存在唯一性．本文中 Ｚｖｏｎｋｉｎ 变换的变换函数不同于文献［１］中系数

不依赖于时间和分布的一维随机微分方程情形下的变换函数．本文的变换函数不仅和状态有关，还和时间以

及分布有关．为了得到变换后的方程解的存在唯一性，本文重点考虑了分布函数关于每个分量的 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ 连

续性，进而通过逆变换得到了原方程解的存在唯一性．本文的结论有效地补充了文献［１⁃２，７］．
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