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摘要：　 超声导波因具有传播距离远、能量衰减小等优点在结构健康监测领域中被广泛关注．厘清结构中导波与损

伤作用后的散射规律，对于传感器阵列的设计和信号分析均具有重要意义．通过发展的数值方法，研究了受载结构

中零阶水平剪切波（ＳＨ０波）与微裂纹作用的接触声非线性作用规律．在双势谱方法的基础上，进一步通过 ｍｏｒｔａｒ 方
法将谱单元和有限单元进行了耦合，以充分利用谱元法计算导波传播效率高的优点和有限元在离散复杂结构中的

优势．利用该方法计算了板壳结构在自由状态和受载状态下 ＳＨ０波与不同角度微裂纹作用的非线性散射场．结果表

明，ＳＨ０波与裂纹作用后的二次谐波散射场关于裂纹面近似对称分布，并且单轴预应力不会改变二次谐波散射场的

对称性，仍可以通过散射场的分布来确定微裂纹的取向．
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０　 引　 　 言

超声导波具有传播距离远、能量衰减小、对结构损伤敏感等优点，在结构健康监测和无损检测领域被广

泛关注［１］ ．传统的线性导波技术基于导波的线性效应，主要通过测试声速、衰减、反射率和透射率等参数来检

测缺陷．然而，线性导波通常仅能检测与波长相当的缺陷，如孔洞、宏观裂纹等，而对材料中的初期损伤不敏

感．非线性超声导波兼具线性导波快速检测和非线性超声对材料初始损伤高灵敏度识别的双重优点［２］ ．以接

触声非线性效应为例，超声导波与微裂纹作用过程中的接触声非线性效应可以引起高次谐波、零频响应等非

线性超声特征［３］，这些特征可以用于识别线性超声无法识别的微裂纹．
板壳结构中的零阶水平剪切波（ＳＨ０波）因其独特的非频散特性，在结构健康监测和无损检测中具有重

要的应用前景［４］ ．洞悉 ＳＨ０波与裂纹的作用规律对于发展基于 ＳＨ０波的裂纹检测技术具有重要的意义．当前

ＳＨ０波与裂纹的线性散射规律已经得到了较为深入的研究［５⁃８］，而关于 ＳＨ０波与微裂纹的接触声非线性散射

规律的研究成果还比较匮乏，特别是结构外部荷载对 ＳＨ０波非线性散射特征的影响规律尚未见报道．因此，
有必要研究受载条件下 ＳＨ０波与微裂纹作用的非线性散射规律．由于此时结构中存在初始应力场和声场的

耦合，使得 ＳＨ０波与微裂纹作用时的接触声非线性作用十分复杂，因此需要借助数值仿真对该问题进行分

析．有限元法［９］具有易实现、灵活性高等优点，是模拟结构中导波传播最常用的方法之一．然而，由于导波具

有频率高、波长短的特点，使得传统有限元法在求解此问题时，对网格密度的要求高，计算效率较低．时域谱

元法［１０］结合了伪谱法高阶多项式快速收敛性和有限元法复杂几何适应性的优点，能够以较小的计算代价求

解导波传播问题．然而，谱单元对复杂几何结构的离散能力不如有限元法．
为求解接触声非线性问题，需要准确描述在超声波作用下裂纹面的张开、闭合以及滑移等接触摩擦行

为［３］ ．目前求解接触问题主要的方法有罚函数法和 Ｌａｇｒａｎｇｅ 乘子法．罚函数方法［１１⁃１２］ 容易实现且收敛速度

快，但是罚因子的选取较为困难．若选取的罚因子过小，则接触穿透量较大，从而影响数值精度；若增大罚因

子，虽然可以更加符合接触条件，但是这样又会引起局部接触计算的不稳定，同时时间步长还需设置得非常

小．此外，罚函数法难以考虑接触计算时的多点耦合效应，而在实际的接触计算中，接触点之间是相互影响

的．Ｌａｇｒａｎｇｅ 乘子法［１３］能够精确地满足物体间的法向接触边界，但是系统中由于引入了 Ｌａｇｒａｎｇｅ 乘子，使得

方程变量增多，从而增加了整个问题的计算量．由 Ｄｅ Ｓａｘｃé 和 Ｆｅｎｇ［１４⁃１５］提出的双势接触方法，在不增加自由

度的前提下，既能够准确地满足法向的 Ｓｉｇｎｏｒｉｎｉ 接触条件，又能满足切向的 Ｃｏｕｌｏｍｂ 摩擦定律，在处理接触

问题上具有较高的精度和效率．Ｃｈｅｎ 等［１６］结合谱元法和双势接触方法，发展了可以高效计算接触声非线性

问题的双势谱方法，证明了双势方法可以准确处理波动接触问题．
本文在双势谱方法的基础上，进一步通过 ｍｏｒｔａｒ 方法将谱单元和有限单元进行耦合，以此研究了 ＳＨ０波

与裂纹作用的非线性散射规律．首先，介绍了处理有限单元 ／谱单元耦合界面的 ｍｏｒｔａｒ 方法的基本理论．其
次，介绍了用于刻画导波与微裂纹作用时，裂纹面的接触摩擦行为的双势接触理论．接着，本文介绍了一种预

处理半显式算法，该算法囊括了包含附加界面力的局部接触力的隐式求解与全局位移的显式求解，其可以在

保证计算效率的同时而不牺牲数值精度．最后，通过发展的数值方法计算了自由状态和单轴受载状态下 ＳＨ０

波与微裂纹作用的非线性散射规律，并分析了应力大小对非线性散射场的影响．
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１　 数值方法的理论基础

１．１　 Ｍｏｒｔａｒ 方法的基本理论

Ｍｏｒｔａｒ 方法是一种非协调区域分解算法，它允许将求解区域分解为多个子区域，对各个子域分别进行建

模和剖分，然后在各个区域以最适合子域特征的方式进行离散．在 ｍｏｒｔａｒ 方法中，各个子域交界面处的边界

节点不需要严格逐点匹配，而是通过约束方程弱形式建立具有最佳精度的 ｍｏｒｔａｒ 条件来使得界面处的场变

量得以传递，以此来保证不同子域之间的连续性．Ｂｅｒｎａｒｄｉ 等［１７］最先于 １９９４ 年提出了 ｍｏｒｔａｒ 元法的概念．目
前 ｍｏｒｔａｒ 方法已被成功应用于处理弹性动力学问题［１８⁃１９］、流体力学问题［２０］、接触摩擦问题［２１⁃２２］等．

如图 １ 所示，考虑由两个互不重叠的子域 ΩＦＥ 和 ΩＳＦＥ 构成的域 Ω， 满足 Ω ＝ ΩＦＥ ∪ ΩＳＦＥ 和 ΩＦＥ ∩ ΩＳＦＥ ＝
∅ ．其中 Ω为研究总域； ΩＦＥ 采用有限单元离散，称为有限元区域； ΩＳＦＥ 采用谱单元离散，称为谱单元区域．两
个子域之间的交界面用 γ 表示，即 γ ＝ ∂ΩＦＥ ∩∂ΩＳＦＥ ．由于两个子域采用不同的单元类型进行离散，因此在界

面 γ 处存在不匹配性．这种不匹配性主要体现在两个方面：一是几何上的不匹配．由于有限单元和谱单元在

网格划分以及单元类型上的差异，界面处两个区域的单元节点往往是不重合的．二是插值函数上的不匹配．
有限元采用的是低阶的插值形函数，而谱单元采用高阶多项式作为插值形函数，因此两者在界面两侧拥有不

同的形函数空间．

图 １　 有限元和谱单元耦合示意图

Ｆｉｇ． １　 Ｓｃｈｅｍａｔｉｃ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ｔｈｅ ｃｏｕｐｌｉｎｇ ｏｆ ｆｉｎｉｔｅ ｅｌｅｍｅｎｔｓ ａｎｄ ｓｐｅｃｔｒａｌ ｅｌｅｍｅｎｔｓ

考虑界面 γ 处的位移连续性条件：

　 　 ∫
γ
（ｕＦＥ － ｕＳＦＥ）Ｎｉ ＝ ０，　 　 ∀ｉ ＝ １，２，…，Ｎｆ， （１）

式中， ｕＦＥ 和 ｕＳＦＥ 分别为有限元区域和谱单元区域的位移场； Ｎｉ 是和界面节点相关的有限单元的形函数； ｉ
表示界面的第 ｉ 个节点； Ｎｆ 为有限元区域界面节点的个数．为了使用显式时间积分，位移连续性条件用等价

的速度连续性条件替代，即

　 　 ∫
γ
（ｕＦＥ － ｕＳＦＥ）Ｎｉ ＝ ０，　 　 ∀ｉ ＝ １，…，Ｎｆ， （２）

上式约束条件一般可称为 ｍｏｒｔａｒ 条件，关于 ｍｏｒｔａｒ 条件的数学描述可参考文献［１８，２３］．
Ｍｏｒｔａｒ 方法的目标是在整个界面 γ 上满足连续性条件和运动平衡方程．既要保证两个子域在界面上不

会发生分离和重叠，又要保证整个界面的动力平衡．后者可以通过引入适当的界面相互作用力来实现，本文

采用 Ｌａｇｒａｎｇｅ 乘子法求解该界面力．在不考虑接触力和材料阻尼的条件下，系统的控制方程可以写为［１８］

　 　 Ｍｕ ＝ Ｆｅｘｔ ＋ Ｆｉｎｔ ＋ Ｒγ， （３）
　 　 Ｇｕ ＝ ０， （４）

其中， Ｇ 为界面耦合矩阵，其只和界面上节点的初始位置相关，在整个动力学求解过程只需计算一次［１９］； Ｒγ

为附加界面力矢量，可通过 Ｌａｇｒａｎｇｅ 乘子法求解得到

　 　 Ｒγ ＝ ＧＴλ， （５）
式中， λ 为 Ｌａｇｒａｎｇｅ 乘子，将式（５）代入式（３），并对等式两边同时乘以 ＧＭ －１， 可以得到

　 　 ＧＭ －１ＧＴλ ＝ Ｇｕ － ＧＭ －１（Ｆｅｘｔ ＋ Ｆｉｎｔ） ． （６）
引入中心差分格式
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　 　 ｕｔ ＋Δｔ ＝ ｕｔ ＋ Δｔ ｕｔ ＋
Δｔ
２

ｕｔ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ， （７）

　 　 ｕｔ ＋Δｔ ＝ ｕｔ ＋
Δｔ
２
（ｕｔ ＋ ｕｔ ＋Δｔ）， （８）

与中间时刻速度表达式

　 　 ｕｔ ＋Δｔ ／ ２ ＝ ｕｔ ＋
Δｔ
２

ｕｔ ． （９）

上式两端同时乘以 Ｇ， 并做等式变换可得

　 　 Ｇｕｔ ＋Δｔ ＝
２
Δｔ

Ｇ（ｕｔ ＋Δｔ － ｕｔ ＋Δｔ ／ ２） ． （１０）

将上式代入式（６），并结合式（４）可得

　 　 ＧＭ －１ＧＴλ ＝ － ２
Δｔ

Ｇｕｔ ＋Δｔ ／ ２ － ＧＭ －１（Ｆｅｘｔ ＋ Ｆｉｎｔ） ． （１１）

至此，Ｌａｇｒａｎｇｅ 乘子 λ 可按照常规线性方程组 Ａｘ ＝ Ｂ 的格式进行求解．一旦求解得到 λ， 便可通过式

（５）求解得到附加界面力矢量 Ｒγ， 然后将求解得到的 Ｒγ 代入式（３），再通过时间积分算法便可获得位移场．
１．２　 双势接触理论

双势理论［１４］由 Ｄｅ Ｓａｘｃé 和 Ｆｅｎｇ 于 １９９１ 年提出，该理论以 Ｌｅｇｅｎｄｒｅ 定理为基础，通过 Ｆｅｎｃｈｅｌ 不等式变

换，建立了一组能够处理对偶变量的方程．通过对材料模型能量势函数形式进行分析，将材料分为显式标准

材料和隐式标准材料，在此基础上，提出了双势函数的概念．
对于接触问题，双势函数 Ｆｂ 可以写成如下形式：

　 　 Ｆｂ（ － ｘα，ｒα） ＝ ∏ Ｋμ
（ｒα） ＋ ∏Ｒ －

（ － ｘα
ｎ ） ＋ μｒαｎ‖ － ｘα

ｔ ‖， （１２）

式中，∏ Ｋμ
（ｒα） 和∏Ｒ －

（ － ｘα
ｎ ） 为指示函数； Ｋμ 和 Ｒ － 分别为指示函数的约束条件，表示 Ｃｏｕｌｏｍｂ 摩擦锥和

负实数．当指示函数满足其对应的约束条件时，其值为零，否则为正无穷，即

　 　 ∏ Ｋμ
（ｒα） ＝

０，　 　 ｒα ∈ Ｋμ，
＋ ¥，　 　 ｏｔｈｅｒｓ，{ （１３）

　 　 ∏Ｒ －
（ － ｘα

ｎ ） ＝
０，　 　 － ｘα

ｎ ∈ （ － ¥，０］，
＋ ¥，　 　 ｏｔｈｅｒｓ ．{ （１４）

基于式（１２），可以得到接触问题中双势函数的次法向准则，即

　 　 － ｘα ∈
∂Ｆｂ（ － ｘα，ｒα）

∂ｒα
， ｒα ∈

∂Ｆｂ（ － ｘα，ｒα）
－ ∂ｘα ． （１５）

由式（１２）可知，双势函数中存在法向接触力 ｒαｎ 和切向相对位移 ｘα
ｔ 的耦合项，因而不能拆分成两个独立的势

能函数．应用增广 Ｌａｇｒａｎｇｅ 方法［２４］对式（１５）进行处理，可以得到

　 　 νＦｂ（ － ｘα，ｒα∗） － νＦｂ（ － ｘα，ｒα） ≥ ［（ｒα － νｘα） － ｒα］·（ｒα∗ － ｒα）， （１６）
式中， ν ＞ ０，其值的选择确保了数值计算的收敛性，一般可由减缩的接触柔度矩阵的最小特征值决定［２５］ ．从
上式的右端项可知， ｒα 为增广 Ｌａｇｒａｎｇｅ 接触力 ｒα∗ 的临近点．因此，可将增广 Ｌａｇｒａｎｇｅ 接触力 ｒα∗ 表示为

　 　 ｒα∗ ＝ ｒα － ν［ｘα
ｔ ＋ （ｘα

ｎ ＋ μ‖ｘα
ｔ ‖）ｎ］， （１７）

式中， ｒα∗ 在接触迭代计算中又被称为预测接触力．得到预测接触力后再在 Ｃｏｕｌｏｍｂ 摩擦锥上进行投影，从而

得到真实接触力，即
　 　 ｒα ＝ ＰＫμ

（ｒα∗） ． （１８）
如图 ２ 所示，投影过程包含三种可能的接触状态：当 ｒα∗ ∈ Ｋμ 时，为黏着状态，预测接触力的投射点在

原处，即接触力不需要进行修正；当 ｒα∗ ∈ Ｋ∗
μ 时，为分离状态，预测接触力的投射点在坐标原点，即接触力为

零；当 ｒα∗ ∈ Ｒ３ － （Ｋμ ∪ Ｋ∗
μ ） 时，为滑移状态，预测接触力的投射点在 Ｃｏｕｌｏｍｂ 摩擦锥的表面．其中， Ｋ∗

μ 为
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Ｋμ 的对偶锥．该投影过程可以显式地写为

　 　

ｓｅｐａｒａｔｉｎｇ：　 ＰＫμ
（ｒα∗） ＝ ０，　 　 μ‖ｒα∗ｔ ‖ ≤－ ｒα∗ｎ ，

ｓｔｉｃｋｉｎｇ：　 ＰＫμ
（ｒα∗） ＝ ｒα∗，　 　 ‖ｒα∗ｔ ‖ ≤ μｒα∗ｎ ，

ｓｌｉｄｉｎｇ：　 ＰＫμ
（ｒα∗） ＝ ｒα∗ －

‖ｒα∗ｔ ‖ － μｒα∗ｎ
１ ＋ μ ２

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｒα∗ｔ
‖ｒα∗ｔ ‖

－ μｎ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ，　 　 ｏｔｈｅｒｓ ．

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

（１９）

该投影方程已被严格证明等效于不等式（１６），并且在数值计算中，具有出良好的精确性和鲁棒性［２６］ ．

图 ２　 Ｃｏｕｌｏｍｂ 摩擦锥示意图

Ｆｉｇ． ２　 Ｓｃｈｅｍａｔｉｃ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ Ｃｏｕｌｏｍｂ’ｓ ｆｒｉｃｔｉｏｎａｌ ｃｏｎｅ

１．３　 预处理半显式算法

在考虑接触力以及附加界面力的情况下，系统的控制方程可以写为

　 　 Ｍｕ ＋ Ｃｕ ＋ Ｋｕ ＝ Ｆｅｘｔ ＋ Ｒγ ＋ Ｒｃ ． （２０）
引入有限差分格式：

　 　
ｕｔ ＝

１
Δｔ２

（ｕｔ －Δｔ － ２ｕｔ ＋ ｕｔ ＋Δｔ），

ｕｔ ＝
１

２Δｔ
（ － ｕｔ －Δｔ ＋ ｕｔ ＋Δｔ） ．

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

（２１）

将式（２１）代入式（２０），可以得到

　 　 ｕｔ ＋Δｔ ＝
（Ｆｅｘｔ） ｔ － （Ｆｉｎｔ） ｔ ＋ （Ｒγ） ｔ ＋ （Ｒｃ） ｔ ＋Δｔ ＋

２Ｍ
Δｔ２

ｕｔ －
Ｍ
Δｔ２

－ Ｃ
２Δｔ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｕｔ －Δｔ

Ｍ
Δｔ２

＋ Ｃ
２Δｔ

． （２２）

对于线弹性材料，一般可取 Ｃ ＝ αＭ， 其中 α 为质量阻尼系数．代入式（２２），可预定义以下参数：

　 　 ψ１ ＝ Ｍ
Δｔ２

， ψ２ ＝ αＭ
２Δｔ

． （２３）

此时可将式（２２）重写为

　 　 ｕｔ ＋Δｔ ＝ （ψ１ ＋ ψ２）
－１·［（Ｆｅｘｔ） ｔ － （Ｆｉｎｔ） ｔ ＋ （Ｒγ） ｔ ＋ （Ｒｃ） ｔ ＋Δｔ ＋ ２ψ １ｕｔ － （ψ１ － ψ２）ｕｔ －Δｔ］ ． （２４）

上式可进一步写成关于每一个节点自由度 ｉ 的显式表达式：
　 　 ｕｉ

ｔ ＋Δｔ ＝ （ψ ｉ
１ ＋ ψ ｉ

２）
－１·［（Ｆｅｘｔ） ｉ

ｔ － （Ｆｉｎｔ） ｉ
ｔ ＋ （Ｒγ） ｉ

ｔ ＋ （Ｒｃ） ｉ
ｔ ＋Δｔ ＋ ２ψ ｉ

１ｕｉ
ｔ － （ψ ｉ

１ － ψ ｉ
２）ｕｉ

ｔ －Δｔ］ ． （２５）
从上式可以看出，即便在附加界面力通过 Ｌａｇｒａｎｇｅ 乘子法求解得到后，全局位移和全局接触力仍为未知量，
不能直接求解．本文采取分开求解的策略，先引入接触映射关系，通过隐式迭代算法求解局部接触力 ｒ， 然后

通过局部接触力与全局接触力的关系将局部接触力转换为全局接触力 Ｒｃ， 最后将全局接触力引入式（２４）
中，即可显式地求解剩余的未知量 ｕ ．
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在接触运动学中，局部接触力 ｒ 与全局接触力 Ｒｃ 以及局部接触位移 ｘ 与全局接触位移 ｕ 之间的关系可

写为［１６］

　 　
ｘ ＝ ＴΔｕ ＋ ｇ，
Ｒｃ ＝ ＴＴｒ，{ （２６）

式中， ｇ 为接触系统中的接触点与投影点之间的初始间隙矢量．
结合式（２４）和（２６），有
　 　 ｘ ＝ Ｔ（ψ１ ＋ ψ２）

－１ＴＴｒｔ ＋Δｔ ＋
　 　 　 　 Ｔ（ψ１ ＋ ψ２）

－１［（Ｆｅｘｔ） ｔ － （Ｆｉｎｔ） ｔ ＋ （Ｒγ） ｔ ＋ ２ψ１ｕｔ － （ψ１ － ψ２）ｕｔ －Δｔ］ ＋ ｇ ． （２７）
定义

　 　
Ｗ ＝ Ｔ（ψ１ ＋ ψ２）

－１ＴＴ，

ｘ ＝ Ｔ（ψ１ ＋ ψ２）
－１［（Ｆｅｘｔ） ｔ － （Ｆｉｎｔ） ｔ ＋ （Ｒγ） ｔ ＋ ２ψ１ｕｔ － （ψ１ － ψ２）ｕｔ －Δｔ］ ＋ ｇ ．{ （２８）

式（２７）可以进一步写为

　 　 ｘ ＝ Ｗｒｔ ＋Δｔ ＋ ｘ， （２９）
其中， Ｗ 是接触系统中基于质量矩阵构建的 Ｄｅｌａｓｓｕｓ 算子．需要注意的是，由于质量矩阵的对角性质， Ｗ 的

计算将会非常迅速．在包含 Ｎｃ 个接触点的减缩接触系统中，对每一个接触点 α 而言，局部相对位移 ｘα 和局

部接触力 ｒα 之间有如下关系：

　 　 ｘα
ｔ＋Δｔ － Ｗααｒαｔ＋Δｔ ＝ ∑

Ｎｃ

β ＝ １，β≠α
Ｗαβ ｒβｔ＋Δｔ ＋ ｘα， （３０）

式中， Ｗαβ ＝ Ｔα（ψ１ ＋ ψ２）
－１（Ｔβ） Ｔ 为影响矩阵，其描述了接触点 α 和 β 之间的接触耦合效应．换言之，对于每

一个接触点 α， 都考虑了其他接触点 β（β ≠ α） 对 α 的接触力的贡献．
结合式（１８）和（３０），减缩系统下接触力的求解可以转换为寻找 χ 以满足 ｆ（χ） ＝ ０， 即

　 　 ｆ（χ） ＝
ｆ１（χ）
︙

ｆＮｃ（χ）

ì

î

í

ïï

ïï

ü

þ

ý

ïï

ïï

， χ ＝
χ １

︙
χＮｃ

ì

î

í

ïï

ïï

ü

þ

ý

ïï

ïï

， χ α ＝
ｒαｔ＋Δｔ
ｘα
ｔ＋Δｔ

{ } ， （３１）

其中

　 　 ｆα（χ α） ＝
ｘα
ｔ＋Δｔ － Ｗααｒαｔ＋Δｔ － ｘαβ

ｒα － ＰＫμ
（ｒα∗）{ } ＝ ０， （３２）

　 　 ｘαβ
ｔ＋Δｔ ＝ ∑

Ｎｃ

β ＝ １，β≠α
Ｗαβ ｒβｔ＋Δｔ ＋ ｘα ． （３３）

隐式方程（３２）可采用 Ｕｚａｗａ 算法［２７］进行局部迭代求解，该算法主要包括“预测⁃修正”步骤，即

　 　
ｐｒｅｄｉｃｔｏｒ：　 ｒα∗（ ｉ ＋１） ＝ ｒα （ ｉ） － ν （ ｉ）［ｘαβ（ ｉ）

ｔ ＋ （ｘαβ（ ｉ）
ｎ ＋ μ‖ｘαβ（ ｉ）

ｔ ‖）ｎ］，

ｃｏｒｒｅｃｔｏｒ：　 ｒα（ ｉ ＋１） ＝ ＰＫμ
（ｒα∗（ ｉ ＋１）），{ （３４）

式中， ｉ 和 ｉ ＋ １ 为迭代数．如前所述，通过 Ｕｚａｗａ 算法求得局部接触力，然后通过局部接触力与全局接触力的

关系式（２６）将局部接触力转换为全局接触力，最后将全局接触力代入式（２５）中，即可显式地求解未知量 ｕ ．

２　 ＳＨ０波与微裂纹作用的非线性散射场研究

２．１　 模型设置

图 ３ 为 ＳＨ０波与不同角度微裂纹作用的非线性散射场的计算模型．板的面内尺寸为 １００ ｍｍ×１００ ｍｍ，采
用平面应力模型进行计算，所用材料为铝，其弹性模量为 ７０ ＧＰａ，Ｐｏｉｓｓｏｎ 比为 ０．３，质量密度为 ２ ７００ ｋｇ ／ ｍ３ ．
在板的上下边界施加预拉 ／压应力 ｐ， 同时在板的四周布置长度为 １０ ｍｍ 的渐增阻尼边界吸收层［２８］，最大阻

尼系数 αｍａｘ ＝ １０７ ．坐标原点设置在板中心位置．微裂纹角度 θ 为裂纹长度方向与 ｘ 轴正方向的夹角，微裂纹

几何中心与板中心重合，其长度设置为 ６ ｍｍ ．采用有限单元 ／谱单元混合单元对板进行离散，其中含裂纹的
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圆形区域（半径 Ｒ ＝ ２０ ｍｍ） 采用有限单元离散，不含缺陷的外部区域采用谱单元离散．入射 ＳＨ０波由板左边

界长 ６０ ｍｍ 的对称段上施加沿 ｙ 方向的激励力产生，激励波形为 Ｈａｎｎｉｎｇ 窗调制的五周期正弦波，中心频率

为 ５００ ｋＨｚ，幅值为 １００ Ｎ ．为方便提取散射场信号，取有限元区域的外边界节点作为散射场的响应点．

图 ３　 ＳＨ０波与微裂纹作用的非线性散射场计算模型

Ｆｉｇ． ３　 Ｔｈｅ ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ ｍｏｄｅｌ ｆｏｒ ｔｈｅ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｓｃａｔｔｅｒｉｎｇ ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｓ ｏｆ ｔｈｅ ＳＨ０ ｗａｖｅ ｅｎｃｏｕｎｔｅｒｉｎｇ ｃｒａｃｋｓ ｉｎ ｐｒｅｓｔｒｅｓｓｅｄ ｐｌａｔｅｓ

如图 ４ 所示，得益于本文介绍的处理有限元 ／谱单元耦合界面的 ｍｏｒｔａｒ 方法，当研究裂纹角度对 ＳＨ０波

散射特性的影响时，可以把外部谱单元区域固定，然后将内部包含微裂纹的有限元区域进行整体旋转，即可

得到新的裂纹模型，旋转后该区域的节点坐标可通过初始节点坐标向量做简单的张量变换求得．该策略只需

要建立一次裂纹模型便可实现任意角度的裂纹建模，因而可以巧妙地避免传统方法在处理此类问题时对裂

纹进行重复建模、网格重新划分的麻烦．

图 ４　 不同角度裂纹建模原理图

Ｆｉｇ． ４　 Ｓｃｈｅｍａｔｉｃ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ｔｈｅ ｃｒａｃｋ ｍｏｄｅｌｉｎｇ ａｔ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ａｎｇｌｅｓ

２．２　 自由板中的非线性散射场

本小节探究了自由板 （ｐ ＝ ０） 中 ＳＨ０波与微裂纹作用的非线性散射规律．取 θ ＝ ６０°， 图 ５ 展示了 ＳＨ０波

与微裂纹作用前后的总位移云图．可以观察到：① 有限元 ／谱单元交界面处网格不匹配对 ＳＨ０波在结构中的

传播没有任何影响，验证了不同单元类型区域之间的连续性，证明了本文中 ｍｏｒｔａｒ 方法的有效性；② 当 ＳＨ０

波传到边界时，绝大部分能量被吸收掉，反射信号基本消失，证明了渐增阻尼边界吸收层的有效性；③ 当

ＳＨ０波与微裂纹作用后，会向外辐射一个新的散射声场，该声场在不同方向有不同的信号强度．
图 ６ 为提取含微裂纹结构中 Ｍ 点的时域信号以及对应的频谱图．作为对比，图 ６ 中同时给出了对应的不

含裂纹即完整结构的计算结果．从图 ６（ａ）可以看出，两组信号仅在幅值上有所不同，但波形上的差异并不明

显．为进一步区分这两种情况，我们将两组时域信号做快速 Ｆｏｕｒｉｅｒ 变换，可以得到对应的频谱图，如图 ６（ｂ）
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所示．从频谱图可以直观地分辨出两种工况存在不同的频率分量．具体地，对于无损伤结构，频谱图中只包含

５００ ｋＨｚ 激励频率分量；而对于含微裂纹的结构，在频谱图中，除激励频率 ５００ ｋＨｚ 之外，还产生了 １ ０００
ｋＨｚ，１ ５００ ｋＨｚ，２ ０００ ｋＨｚ 等明显的高次谐波分量．该结果表明，可以通过 ＳＨ０波与微裂纹相互作用产生的高

次谐波分量来对微裂纹进行有效识别．

图 ５　 不同时刻的非线性散射总位移云图

Ｆｉｇ． ５　 Ｔｈｅ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｓｃａｔｔｅｒｉｎｇ ｆｉｅｌｄｓ ａｔ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｍｏｍｅｎｔｓ

图 ６　 无损伤和含微裂纹损伤工况下，时域信号和对应频谱图的比较

Ｆｉｇ． ６　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｔｉｍｅ ｄｏｍａｉｎ ｓｉｇｎａｌｓ ａｎｄ ｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ｓｐｅｃｔｒｕｍｓ
ｂｅｔｗｅｅｎ ｔｈｅ ｐｒｉｓｔｉｎｅ ｃａｓｅ ａｎｄ ｔｈｅ ｍｉｃｒｏｃｒａｃｋ ｄａｍａｇｅｄ ｃａｓｅ

注　 为了解释图中的颜色，读者可以参考本文的电子网页版本，后同．

实际情况下的微裂纹的取向往往是未知的，而工程中对裂纹扩展方向的判断又至关重要［２９］ ．因此，建立

非线性散射规律与微裂纹取向角之间的关系，对于裂纹检测传感器的布置以及传感信号识别具有重要的意

义．需要注意的是，由于 ＳＨ０波仅有一个垂直于传播方向的面内位移分量，因此极坐标系下的切向位移可以

用来表示 ＳＨ０波模态［４］ ．
图 ７ 展示了 ＳＨ０波与不同角度微裂纹作用后的切向位移时程对应的二次谐波归一化非线性散射场

（ＳＨ０⁃ＳＨ０模式）．可以看出，二次谐波散射场随着微裂纹取向的变化而敏感变化．具体地，对于 ０°微裂纹（图 ７
（ａ）），二次谐波散射场具有很好的对称性，且只存在一个明显的指向水平向左的主瓣，而微裂纹的取向角恰

好与主瓣的对称轴角度一致．对于 ２０°，３０°，４０°，６０°微裂纹（图 ７（ｂ）—７（ｅ）），二次谐波散射场均呈现良好的

对称性，且微裂纹的取向角与散射场中分布于裂纹两侧的主瓣中轴线的角度几乎一致．而对于 ８０°微裂纹

（图 ７（ｆ）），虽然二次谐波散射场依然呈现较好的对称性，但是指向性相对于其他角度裂纹的散射场变弱．这
是由于 ９０°微裂纹的裂纹面平行于 ＳＨ０波的质点振动方向，当裂纹面处于自由应力状态时，即不存在法向预
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应力时，不会发生接触声非线性效应．因此，当微裂纹角度接近于 ９０°时，接触声非线性效应减弱，从而导致非

线性散射场的指向性会在一定程度上被破坏．即便如此，仍然可以通过散射场的对称性对微裂纹的取向进行

大致的判断．由此可见，切向位移的二次谐波散射场可对微裂纹取向进行定量表征．本文的计算结果与文献

［３０］吻合良好，证明了本文发展的数值方法的有效性和正确性．

图 ７　 不同微裂纹取向对应的切向位移二次谐波归一化散射场

Ｆｉｇ． ７　 Ｎｏｒｍａｌｉｚｅｄ ｓｃａｔｔｅｒｉｎｇ ｆｉｅｌｄｓ ｏｆ ｔｈｅ ２ｎｄ ｈａｒｍｏｎｉｃｓ ｆｏｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｍｉｃｒｏｃｒａｃｋ ｏｒｉｅｎｔａｔｉｏｎｓ
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２．３　 预应力板中的非线性散射场

由 ２．２ 小节的结果可知，在结构处于自由状态时，通过 ＳＨ０波与微裂纹作用的二次谐波散射场的指向性

和对称性可以很好地对微裂纹的取向进行表征．本小节继续探讨受载条件下 ＳＨ０波的非线性散射场．需要注

意的是，当考虑受力状态下的非线性散射场时，整个计算过程可分为两步进行．第一步，计算外部载荷对系统

产生的初始应力场；第二步，在初始应力场的基础上计算 ＳＨ０波与微裂纹的非线性作用．
图 ８ 为单轴拉伸状态下的 ＳＨ０波与不同角度微裂纹作用后的切向位移二次谐波归一化非线性散射场．

从图中可以看出，预拉应力并不会破坏散射场的指向性和对称性．这说明即使结构处于预拉应力状态下，仍
然可以通过二次谐波散射场来对结构中微裂纹的取向进行判断．此外，还可以观察到，拉应力会对非线性散

射场的幅值产生明显的影响．具体来说，二次谐波幅值随着拉应力的增加呈下降趋势，这是因为拉应力使微

裂纹的两个裂纹面产生初始间隙，拉应力越大，初始间隙越大，ＳＨ０波与微裂纹作用时，裂纹面周期性的接触

非线性效应减弱，从而抑制了二次谐波的产生．当拉应力足够大时，激励波的幅值大小无法克服此时拉应力

产生的裂纹面间隙，因此不会出现接触声非线性效应，即不会产生二次谐波．

图 ８　 单轴拉伸状态下不同微裂纹取向时的切向位移二次谐波归一化散射场

Ｆｉｇ． ８　 Ｎｏｒｍａｌｉｚｅｄ ｓｃａｔｔｅｒｉｎｇ ｆｉｅｌｄｓ ｏｆ ｔｈｅ ２ｎｄ ｈａｒｍｏｎｉｃｓ ｕｎｄｅｒ ｕｎｉａｘｉａｌ ｔｅｎｓｉｏｎ ｆｏｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｍｉｃｒｏｃｒａｃｋ ｏｒｉｅｎｔａｔｉｏｎｓ

上述现象可以通过提取非线性散射场中两个主瓣方向响应点的二次谐波幅值与拉应力之间的关系曲线

来进一步说明．如图 ９ 所示，以 ４０°和 ６０°微裂纹模型为例，随着拉应力值增加，二次谐波的幅值单调递减．随
着拉应力进一步增大，二次谐波幅值为零，即出现明显的阈值效应，原因在于当 ＳＨ０波的最大幅值小于该拉

应力值产生的最小裂纹面间隙，将不会产生接触声非线性效应．
图 １０ 为单轴压缩状态下的 ＳＨ０波与不同角度微裂纹作用的切向位移二次谐波归一化非线性散射场．可

以观察到，和单轴拉伸情况一样，压应力也不会破坏非线性散射场的指向性和对称性，仍然可以通过散射场
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的对称性来对微裂纹的取向进行判断．此外，压应力会对二次谐波的幅值产生显著的影响，但是影响规律和

拉应力有所不同．

（ａ） ４０°微裂纹 （ｂ） ６０°微裂纹

（ａ） Ｆｏｒ ｔｈｅ ４０° ｍｉｃｒｏｃｒａｃｋ （ｂ） Ｆｏｒ ｔｈｅ ６０° ｍｉｃｒｏｃｒａｃｋ
图 ９　 主瓣方向的二次谐波幅值与拉应力的关系曲线

Ｆｉｇ． ９　 Ｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐｓ ｂｅｔｗｅｅｎ ｔｈｅ ２ｎｄ ｈａｒｍｏｎｉｃ ａｍｐｌｉｔｕｄｅ ａｎｄ ｔｈｅ ｔｅｎｓｉｌｅ ｓｔｒｅｓｓ ｉｎ ｔｈｅ ｄｉｒｅｃｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｍａｉｎ ｌｏｂｅ

图 １０　 单轴压缩状态下不同微裂纹取向对应的切向位移二次谐波归一化散射场

Ｆｉｇ． １０　 Ｎｏｒｍａｌｉｚｅｄ ｓｃａｔｔｅｒｉｎｇ ｆｉｅｌｄｓ ｏｆ ｔｈｅ ２ｎｄ ｈａｒｍｏｎｉｃｓ ｕｎｄｅｒ ｕｎｉａｘｉａｌ ｃｏｍｐｒｅｓｓｉｏｎ ｆｏｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｍｉｃｒｏｃｒａｃｋ ｏｒｉｅｎｔａｔｉｏｎｓ

如图 １１ 所示，仍然以 ４０°和 ６０°微裂纹为例，分别绘制非线性散射场中两个主瓣方向响应点的二次谐波
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幅值与预压应力的关系曲线．从图中可以看到，当压应力值增长处于较小范围内时，二次谐波幅值随压应力

增大而增大．随着压应力继续增大，二次谐波幅值开始出现下降的趋势，这是因为压应力增大使得在裂纹面

产生的接触应力增大，因而当 ＳＨ０波与微裂纹作用时，接触声非线性效应逐渐减弱，从而使二次谐波滋生受

到抑制．当压应力值进一步增大，ＳＨ０波的应力分量无法克服接触应力，此时不再产生接触声非线性效应，二
次谐波幅值变为零．总之，二次谐波幅值随着压应力的增加呈先增加后减小最后保持为零的变化趋势，这一

现象与二次谐波幅值随拉应力的变化趋势明显不同．

（ａ） ４０°微裂纹 （ｂ） ６０°微裂纹

（ａ） Ｆｏｒ ｔｈｅ ４０° ｍｉｃｒｏｃｒａｃｋ （ｂ） Ｆｏｒ ｔｈｅ ６０° ｍｉｃｒｏｃｒａｃｋ
图 １１　 主瓣方向的二次谐波幅值与压应力的关系曲线

Ｆｉｇ． １１　 Ｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐｓ ｂｅｔｗｅｅｎ ｔｈｅ ２ｎｄ ｈａｒｍｏｎｉｃ ａｍｐｌｉｔｕｄｅ ａｎｄ ｔｈｅ ｃｏｍｐｒｅｓｓｉｖｅ ｓｔｒｅｓｓ ｉｎ ｔｈｅ ｄｉｒｅｃｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｍａｉｎ ｌｏｂｅ

３　 结　 　 论

本文针对 ＳＨ０波与微裂纹作用的非线性散射场问题，发展了一种数值方法来处理此类问题．该方法结合

了处理有限元 ／谱单元耦合界面的 ｍｏｒｔａｒ 方法和计算接触摩擦问题的双势理论．利用 ｍｏｒｔａｒ 方法在处理非协

调区域问题上的优势，分别采用有限单元和谱单元来离散内部的裂纹区域和外部的均匀区域，从而可以充分

利用有限单元离散复杂结构的优势和谱单元计算效率高的优点．在求解不同角度裂纹模型的散射场时，只需

要将外部区域固定，对裂纹区域进行整体旋转，该策略可以极大地简化裂纹建模流程，提升建模效率，同时还

保证了计算不同裂纹模型时网格的一致性．提出了一种预处理半显式算法，该算法囊括了包含附加界面力的

局部接触力的隐式求解和全局位移的显式求解，其可以在保证计算效率的同时不牺牲数值精度．本文的主要

结论如下：
１） ＳＨ０波与微裂纹作用后的二次谐波散射场可以用于反演裂纹的取向．单轴预应力不会改变二次谐波

散射场的指向性．
２） 非线性散射场中二次谐波的幅值会随着预拉应力或预压应力的变化而敏感变化．当结构受拉时，二

次谐波幅值随拉应力增大而单调递减；当结构受压时，二次谐波幅值随压应力增大而先增加后减小．无论何

种应力状态，当应力过大时，均会出现阈值现象，超过该阈值后将不再产生非线性效应．
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