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摘要：　 基于非局部应变梯度理论，探究了含孔隙的功能梯度压电陶瓷纳米壳中波传播特性．利用 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 原理和

一阶剪切理论推导了控制方程．结合非局部应变梯度理论和谐波解得到了尺度依赖的特征方程．数值讨论了尺度参

数、波数、梯度指数、壳厚、孔隙率及电压对波传播特性的影响．研究表明：非局部参数和应变梯度参数对波传播频率

的影响与波数密切相关，在一定范围内波数越大，尺度参数对频率的影响越大；另外，孔隙和梯度指数对频率具有

耦合作用．
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０　 引　 　 言

随着新型智能器件的高速发展，开发各类多功能材料已成为一种趋势．其中，功能梯度压电材料（ ｆｕｎｃ⁃

７９１

应用数学和力学
４５ 卷 ２ 期　 ２０２４ 年 ２ 月

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ａｎｄ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ
　 　 　 　 　 Ｖｏｌ．４５，Ｎｏ．２，Ｆｅｂ．，２０２４

∗ 收稿日期：　 ２０２３⁃０３⁃０６； 修订日期：　 ２０２３⁃０５⁃０３
基金项目：　 国家自然科学基金（１１５０２２１８）
作者简介：　 王鑫特（１９９８—），男，硕士（Ｅ⁃ｍａｉｌ： １５８３３２１５８７１＠ １６３．ｃｏｍ）；

刘娟（１９８６—），女，副教授，博士（通讯作者． Ｅ⁃ｍａｉｌ： ｌｊ１８７＠ ｓｗｊｔｕ．ｅｄｕ．ｃｎ）．
引用格式：　 王鑫特， 刘娟， 胡彪， 张波， 沈火明． 多孔功能梯度压电纳米壳中波传播特性［ Ｊ］ ． 应用数学和力学，

２０２４， ４５（２）： １９７⁃２０７．



ｔｉｏｎａｌｌｙ ｇｒａｄｅｄ ｐｉｚｅｏｅｌｅｃｔｒｉｃ ｍａｔｅｒｉａｌ，ＦＧＰＭ）是采用先进的材料复合技术将两种或多种不同材料耦合而成的

非均质材料［１］ ．ＦＧＰＭ 的构成要素（组份、组织、显微气孔率等）随空间位置呈梯度性连续变化，能充分减少和

克服组份材料结合部位界面性能的不匹配因素，具有良好的抗变形能力、机电转换性及耐腐蚀性［２⁃４］ ．在 ＦＧ⁃
ＰＭ 制造过程中可通过调控两种或两种以上材料组分的体积分数、孔隙率等参数来设计材料性能，以满足工

程结构特定的功能要求．随着智能器件逐渐向微型化方向发展，ＦＧＰＭ 的应用范围逐渐延伸至纳机电系统领

域．纳机电系统中承载构件可以简化为特征尺度处于纳米量级的梁、板、壳等结构，典型应用为纳米谐振器、
纳米传感器、纳米执行器、纳米开关等．

随着构件特征尺寸减小至纳米尺度，原子之间长程作用力会显著增加，尺度效应变得不可忽略．分子动

力学模拟表明，经典连续介质力学理论所预测的纳米结构振动频率与实测结果相差 １０％ ～ ３０％［５］ ．因此，寻
找和发展适应于纳米力学研究的新途径和新方法，是当前连续力学的研究热点之一［６］ ．由 Ｅｒｉｎｇｅｎ［７］ 提出的

非局部弹性理论在纳米力学研究中扮演着重要角色，非局部连续力学将分子间作用力是长程力的思想引入

到传统连续介质力学中，认为连续体内某一点的应力不仅取决于该点的应变，还是连续体内所有点的应变及

应变梯度的函数．非局部理论被诸多学者证明能成功地预测软化效应［８⁃１０］ ．然而 Ｋｕａｎｇ 等［１１］研究了含流体的

双壁碳纳米管的非线性振动，表明非局部弹性模型无法预测材料可能存在的刚度硬化效应．而且在不同金属

材料的微纳米压痕实验中［１２⁃１３］，同样观察到了非局部理论无法解释的微尺度下材料强度比常规尺度下材料

强度显著提高的现象．而应变梯度假设则是将连续体中的每一个物质点看作含有高阶应变的胞元，据此引入

长度尺度参数来表征其对结构力学性能的影响，该参数可合理地预测结构中的刚度硬化效应［１４］ ．Ｌｉｍ 等［１５］

基于非局部理论并结合应变梯度假设，提出了新的非局部应变梯度理论．该理论考虑了应变梯度的非局部效

应，也考虑了材料物质点处高阶应力梯度的非局部效应．Ｌｉｍ 等将该理论应用于纳米梁和碳纳米管中的波传

播分析中，揭示了关于晶格动力学和波传播实验的一些新发现．Ｍａ 等［１６］ 通过两种非局部应变梯度壳理论，
研究了磁电弹性纳米壳中的波传播特性，总结了电⁃磁⁃机械荷载与截止波数的关系．Ｗａｎｇ 和他的同事［１７⁃１９］

利用非局部应变梯度理论，对功能分级纳米板在弯曲、屈曲和轴向运动时的振动特性和稳定性进行了系统研

究，并且在这些机械运动中都观察到了刚度软化和硬化机制．此外，不少学者也利用非局部应变梯度理论探

究了 ＦＧＰＭ 纳米结构的动态特性［２０⁃２１］ ．然而，以上研究对孔隙作用下 ＦＧＰＭ 纳米壳的波动特性关注较少．
本文采用基于非局部应变梯度理论的一阶剪切壳模型研究了多孔 ＦＧＰＭ 纳米材料的波传播特性．根据

Ｈａｍｉｌｔｏｎ 原理推导了结构的非局部运动微分方程，进而通过数值分析研究了尺度参数、几何参数、内部结构

参数、外部电压等参数对波传播特性的影响．

１　 多孔 ＦＧＰＭ 纳米壳的动力学建模

１．１　 非局部应变梯度理论

由 Ｌｉｍ 等建立的非局部应变梯度理论综合考虑了应力场与高阶应力场的非局部性．其应力场可表示为［２２⁃２３］

　 　 ｔｉｊ ＝ σ（１）
ｉｊ － Ñσ（２）

ｉｊ ， （１）
其中， σ（１）

ｉｊ 是经典非局部应力， σ（２）
ｉｊ 是高阶非局部应力， Ñ是 Ｌａｐｌａｃｅ 算子．该理论通过引入两个尺度参数，同

时涉及了应变和应变梯度的非局部效应，式（１）中的两个应力可由尺度参数及对应应变表示为［２４］

　 　 σ（１）
ｉｊ ＝ ∫Ｌ

０
α０（ ｘ － ｘ′ ，ｅ０ａ）ｃｉｊｋｌε′ｋｌ（ｘ′）ｄｘ′， （２）

　 　 σ（２）
ｉｊ ＝ ｌ２ ∫Ｌ

０
α１（ ｘ － ｘ′ ，ｅ１ａ）ｃｉｊｋｌε′ｋｌ，ｘ（ｘ′）ｄｘ′， （３）

式中， ｌ 是表征高阶应变梯度效应的材料特征长度参数， α０ 与 α１ 是非局部核函数， ｅ０ａ 和 ｅ１ａ 是表征非局部

效应的非局部参数， ｃｉｊｋｌ 是弹性系数， ε′ｋｌ 和 ε′ｋｌ，ｘ 分别是应变和应变梯度．将式（２）、（３）代入式（１）中，引入 Ｌａ⁃
ｐｌａｃｅ 算子 Ñ２， 可得到一种简化应力和非局部应力的关系：

　 　 ［１ － （ｅ１ａ） ２ Ñ２］［１ － （ｅ０ａ） ２ Ñ２］σｉｊ ＝ ［（１ － （ｅ１ａ） ２ Ñ２） － ｌ２ Ñ２（１ － （ｅ０ａ） ２ Ñ２）］ｃｉｊｋｌεｋｌ ． （４）
经典非局部应变梯度理论假设 ｅ０ ＝ ｅ１， 并忽略高阶项 Ο（Ñ２）， 即可得到基于该理论的本构方程为

　 　 ［１ － μ Ñ２］σｉｊ ＝ （１ － η Ñ２）ｃｉｊｋｌεｋｌ， （５）
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其中， μ ＝ （ｅ０ａ） ２， η ＝ ｌ２ ．在电场的影响下，ＦＧＰＭ 纳米壳结构的矩阵形式本构方程可以定义为

　 　 （１ － μ Ñ２）
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＝ （１ － η Ñ２）

ｃ １１ ｃ １２ ０ ０ ０
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０ ０ ｅ ３２

０ ０ ０
０ ｅ ２４ ０
ｅ １５ ０ ０
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， （６）

　 　 （１ － μ Ñ２）

Ｄｘ

Ｄθ

Ｄｚ

ì

î

í

ï
ï

ïï
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þ

ý

ï
ï

ïï

＝ （１ － η Ñ２）

ｅ １５γｘｚ ＋ ｓ １１Ｅｘ

ｅ ２４γθｚ ＋ ｓ ２２Ｅθ

ｅ ３１εｘｘ ＋ ｅ ３２εθθ ＋ ｓ ３３Ｅｚ

ì

î

í

ï
ï

ïï

ü

þ

ý

ï
ï

ïï

， （７）

其中， ｃ ｉｊ，ｅ ｉｊ，ｓ ｉｊ 为材料的弹性系数、压电系数及介电系数， Ｅ ｉ 为纳米壳任意一点处 ｉ 方向的电位移．
１．２　 多孔 ＦＧＰＭ 纳米壳的几何描述

本文采用由压电陶瓷 ＰＺＴ⁃４ 与 ＰＺＴ⁃５Ｈ 耦合组成的多孔 ＦＧＰＭ 纳米壳模型，如图 １ 所示．壳长度为 Ｌ， 半

径为 Ｒ， 厚度为 ｈ， 图中 Ｕ（ｘ，θ，ｚ，ｔ），Ｖ（ｘ，θ，ｚ，ｔ） 和 Ｗ（ｘ，θ，ｚ，ｔ） 是壳上任意一点处在 ｘ，θ，ｚ 三个方向上的位

移．壳内部含有的孔隙分布形式可看做是均匀分布，ＦＧＰＭ 纳米壳的材料常数［２５］可表示为

　 　 Ｐ（ ｚ） ＝ （Ｐ４ － Ｐ５Ｈ）
ｚ
ｈ

＋ １
２

æ

è
ç

ö

ø
÷

Ｎ

＋ Ｐ５Ｈ － （Ｐ４ ＋ Ｐ５Ｈ）
α
２
， （８）

其中， ｚ为纳米壳中任意一点到中表面的垂直距离，参数Ｎ∈［０，∞ ） 表示幂律指数，即功能梯度指数，参数 α
为孔隙率．为了满足 Ｍａｘｗｅｌｌ 方程，ＦＧＰＭ 纳米壳外部沿厚度方向分布的电势定义为［２６］

　 　 Φ（ｘ，θ，ｚ，ｔ） ＝ － ｃｏｓ（βｚ）Φ（ｘ，θ，ｔ） ＋
２ｚＶ０

ｈ
， （９）

其中， β ＝ π ／ ｈ 为一个线性常数， Φ（ｘ，θ，ｔ） 表示壳平面上分布的电势， Ｖ０ 代表初始的外加电压．

图 １　 多孔 ＦＧＰＭ 纳米壳的模型示意图

Ｆｉｇ． １　 Ｔｈｅ ｇｅｏｍｅｔｒｉｃ ｍｏｄｅｌ ｆｏｒ ｔｈｅ ｐｏｒｏｕｓ ＦＧＰＭ ｎａｎｏｓｈｅｌｌ

利用一阶剪切变形壳模型方程分析位移场［２７］，得到壳中任意一点处的位移分量为

　 　
ｕ（ｘ，θ，ｚ，ｔ）
ｖ（ｘ，θ，ｚ，ｔ）
ｗ（ｘ，θ，ｚ，ｔ）

ì

î

í

ïï

ïï

ü

þ

ý

ïï

ïï

＝
Ｕ（ｘ，θ，ｔ）
Ｖ（ｘ，θ，ｔ）
Ｗ（ｘ，θ，ｔ）

ì

î

í

ïï

ïï

ü

þ

ý

ïï

ïï

＋ ｚ
ψｘ（ｘ，θ，ｔ）
ψθ（ｘ，θ，ｔ）

０

ì

î

í

ï
ï

ïï

ü

þ

ý

ï
ï

ïï

． （１０）

ＦＧＰＭ 纳米壳任意一点处的电位移为

　 　 Ｅｘ ＝ － Φ，ｘ ＝ ｃｏｓ（βｚ） ∂Φ
∂ｘ

， （１１）

　 　 Ｅθ ＝ －
１

Ｒ ＋ ｚ
Φ，θ ＝

ｃｏｓ（βｚ）
Ｒ ＋ ｚ

∂Φ
∂θ

， （１２）

　 　 Ｅｚ ＝ － Φ，ｚ ＝ － βｓｉｎ（βｚ）Φ －
２Ｖ０

ｈ
． （１３）
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１．３　 多孔 ＦＧＰＭ 纳米壳的运动微分方程

ＦＧＰＭ 纳米壳上各个点处的动能 ΠＫ 为

　 　 ΠＫ ＝ １
２ ∫ｖρ

∂ｕ
∂ｔ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

＋ ∂ｖ
∂ｔ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

＋ ∂ｗ
∂ｔ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２
é

ë
êê

ù

û
úú ｄｖ ． （１４）

模型应变能 ΠＳ 为

　 　 ΠＳ ＝ １
２ ∫ｖ（σｉｊεｋｌ － ＤｉＥｋ）ｄｖ ． （１５）

轴向和环向电场力对 ＦＧＰＭ 纳米壳做功为

　 　 ΠＦ ＝ １
２ ∫ｓ ＮＥｘ

∂Ｗ
∂ｘ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

＋ ＮＥθ
∂Ｗ
Ｒ∂θ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２
é

ë
êê

ù

û
úú ｄｓ ． （１６）

将式（１４）—（１６）代入 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 原理

　 　 ∫ｔ
０
（δΠＫ － δΠＳ － δΠＦ）ｄｔ ＝ ０， （１７）

可得如下控制微分方程：

　 　
∂Ｎｘ

∂ｘ
＋ １

Ｒ
∂Ｎｘθ

∂θ
＝ Ｉ０

∂２Ｕ
∂ｔ２

＋ Ｉ１
∂２ψｘ

∂ｔ２
， （１８）

　 　 １
Ｒ

∂Ｎθ

∂θ
＋

∂Ｎｘθ

∂ｘ
＋
Ｎθｚ

Ｒ
＝ Ｉ０

∂２Ｖ
∂ｔ２

＋ Ｉ１
∂２ψθ

∂ｔ２
， （１９）

　 　
∂Ｎｘｚ

∂ｘ
＋ １

Ｒ
∂Ｎθｚ

∂θ
－
Ｎθ

Ｒ
－ ＮＥｘ

∂２Ｗ
∂ｘ２

－ ＮＥθ
１
Ｒ２

∂２Ｗ
∂θ２

＝ Ｉ０
∂２Ｗ
∂ｔ２

， （２０）

　 　
∂Ｍｘ

∂ｘ
＋ １

Ｒ
∂Ｍｘθ

∂θ
－ Ｎｘｚ ＝ Ｉ１

∂２Ｕ
∂ｔ２

＋ Ｉ２
∂２ψｘ

∂ｔ２
， （２１）

　 　 １
Ｒ

∂Ｍθ

∂θ
＋

∂Ｍｘθ

∂ｘ
－ Ｎθｚ ＝ Ｉ１

∂２Ｖ
∂ｔ２

＋ Ｉ２
∂２ψθ

∂ｔ２
， （２２）

　 　 ∫
ｌ
ｃｏｓ（βｚ）

∂Ｄｘ

∂ｘ
＋ ｃｏｓ（βｚ）

Ｒ ＋ ｚ
∂Ｄθ

∂θ
＋ Ｄｚβｓｉｎ（βｚ）

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄｌ ＝ ０， （２３）

其中

　 　 （ Ｉ０，Ｉ１，Ｉ２） ＝ ∫ｈ ／ ２
－ｈ ／ ２

ρ（１，ｚ，ｚ２）ｄｚ， （２４）

　 　 （ＮＥｘ，ＮＥθ） ＝ － ２（ ｅ ３１，ｅ ３２）Ｖ０， （２５）

　 　 （Ｎｘ，Ｎθ，Ｎｘθ，Ｎｘｚ，Ｎθｚ） ＝ ∫ｈ ／ ２
－ｈ ／ ２

（σｘｘ，σθθ，σｘθ，σθｚ，σｘｚ）ｄｚ， （２６）

　 　 （Ｍｘ，Ｍθ，Ｍｘθ） ＝ ∫ｈ ／ ２
－ｈ ／ ２

（σｘｘ，σθθ，σｘθ） ｚｄｚ ． （２７）

将非局部应变梯度本构方程（４）沿纳米壳径向进行积分，并将所得力和力矩表达式代入控制方程

（１５）—（２０）中，可得位移形式的结构运动微分方程如下：

　 　 Γη Ａ１１
∂２Ｕ
∂ｘ２

＋
Ａ６６

Ｒ２

∂２Ｕ
∂θ２

＋
Ａ１２ ＋ Ａ６６

Ｒ
∂２Ｖ
∂ｘ∂θ

＋
Ａ１２

Ｒ
∂Ｗ
∂ｘ

＋ Ｂ１１

∂２ψｘ

∂ｘ２
＋
Ｂ６６

Ｒ２

∂２ψｘ

∂θ２
＋æ

è
ç

　 　 　 　
Ｂ１２ ＋ Ｂ６６

Ｒ
∂２ψθ

∂ｘ∂θ
＋ Ｆ３１

∂Φ
∂ｘ

ö

ø
÷ ＝ Γμ Ｉ０

∂２Ｕ
∂ｔ２

＋ Ｉ１
∂２ψｘ

∂ｔ２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ， （２８）

　 　 Γη

Ａ１２ ＋ Ａ６６

Ｒ
∂２Ｕ
∂ｘ∂θ

＋
Ａ２２

Ｒ２

∂２Ｖ
∂θ２

＋ Ａ６６
∂２Ｖ
∂ｘ２

－
Ａ４４

Ｒ２ Ｖ ＋
Ａ２２ ＋ Ａ４４

Ｒ２

∂Ｗ
∂θ

＋
Ｂ１２ ＋ Ｂ６６

Ｒ
∂２ψｘ

∂ｘ∂θ
＋æ

è
ç

　 　 　 　
Ｂ２２

Ｒ２

∂２ψθ

∂θ２
＋ Ｂ６６

∂２ψθ

∂ｘ２
＋
Ａ４４

Ｒ
ψθ ＋

Ｆ３２ － Ｅ２４

Ｒ
∂Φ
∂θ

ö

ø
÷ ＝ Γμ Ｉ０

∂２Ｖ
∂ｔ２

＋ Ｉ１
∂２ψθ

∂ｔ２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ， （２９）
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　 　 Γη －
Ａ１２

Ｒ
∂Ｕ
∂ｘ

－
Ａ２２ ＋ Ａ４４

Ｒ２

∂Ｖ
∂θ

＋ Ａ５５
∂２Ｗ
∂ｘ２

＋
Ａ４４

Ｒ２

∂２Ｗ
∂θ２

－
Ａ２２

Ｒ２ Ｗ ＋ Ａ５５ －
Ｂ１２

Ｒ
æ

è
ç

ö

ø
÷
∂ψｘ

∂ｘ
＋é

ë

ê
ê

　 　 　 　
Ａ４４

Ｒ
－
Ｂ２２

Ｒ２

æ

è
ç

ö

ø
÷
∂ψθ

∂θ
－ Ｅ１５

∂２Φ
∂ｘ２

－
Ｅ２４

Ｒ
∂２Φ
∂θ２

－
Ｆ３２

Ｒ
Φ

ù

û

ú
ú
＝

　 　 　 　 Γμ ＮＥｘ
∂２Ｗ
∂ｘ２

＋
ＮＥθ

Ｒ２

∂２Ｗ
∂θ２

＋ Ｉ０
∂２Ｗ
∂ｔ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ， （３０）

　 　 Γη Ｂ１１
∂２Ｕ
∂ｘ２

＋
Ｂ６６

Ｒ２

∂２Ｕ
∂θ２

＋
Ｂ１２ ＋ Ｂ６６

Ｒ
∂２Ｖ
∂ｘ∂θ

＋
Ｂ１２

Ｒ
－ Ａ５５

æ

è
ç

ö

ø
÷
∂Ｗ
∂ｘ

＋ Ｄ１１

∂２ψｘ

∂ｘ２
＋
Ｄ６６

Ｒ２

∂２ψｘ

∂θ２
－é

ë

ê
ê

　 　 　 　 Ａ５５ψｘ ＋
Ｄ１２ ＋ Ｄ６６

Ｒ
∂２ψθ

∂ｘ∂θ
＋ （Ｅ３１ ＋ Ｅ１５）

∂Φ
∂ｘ

ù

û
ú
ú
＝ Γμ Ｉ１

∂２Ｕ
∂ｔ２

＋ Ｉ２
∂２ψｘ

∂ｔ２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ， （３１）

　 　 Γη

Ｂ１２ ＋ Ｂ６６

Ｒ
∂２Ｕ
∂ｘ∂θ

＋
Ｂ２２

Ｒ２

∂２Ｖ
∂θ２

＋ Ｂ６６
∂２Ｖ
∂ｘ２

＋ Ａ４４
Ｖ
Ｒ

＋
Ｂ２２

Ｒ２
－
Ａ４４

Ｒ
æ

è
ç

ö

ø
÷
∂Ｗ
∂θ

＋
Ｄ６６ ＋ Ｄ１２

Ｒ
∂２ψｘ

∂ｘ∂θ
＋é

ë

ê
ê

　 　 　 　 Ｄ６６

∂２ψθ

∂ｘ２
＋
Ｄ２２

Ｒ２

∂２ψθ

∂θ２
－ Ａ４４ψθ ＋

Ｅ３２

Ｒ
＋ Ｅ２４

æ

è
ç

ö

ø
÷
∂Φ
∂θ

ù

û

ú
ú
＝ Γμ Ｉ１

∂２Ｖ
∂ｔ２

＋ Ｉ２
∂２ψθ

∂ｔ２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ， （３２）

　 　 Γη Ｆ３１
∂Ｕ
∂ｘ

＋
Ｆ３２ － Ｅ２４

Ｒ
∂Ｖ
∂θ

＋ Ｅ１５
∂２Ｗ
∂ｘ２

＋
Ｅ２４

Ｒ
∂２Ｗ
∂θ２

＋
Ｆ３２

Ｒ
Ｗ ＋é

ë

ê
ê

　 　 　 　 （Ｅ１５ ＋ Ｅ３１）
∂ψｘ

∂ｘ
＋

Ｅ３２

Ｒ
＋ Ｅ２４

æ

è
ç

ö

ø
÷
∂ψθ

∂θ
＋ Ｘ１１

∂２Φ
∂ｘ２

＋ Ｘ２２
∂２Φ
∂θ２

－ Ｘ３３Φ
ù

û

ú
ú
＝ ０， （３３）

其中， Γμ ＝ （１ － μ Ñ２），Γη ＝ （１ － η Ñ２） ．

２　 多孔 ＦＧＰＭ 纳米壳波传播问题的求解

针对 ＦＧＰＭ 纳米壳内每一点处波传播响应的模拟问题，引入壳结构波传播通解［２８］：

　 　

Ｕ（ｘ，θ，ｔ）
Ｖ（ｘ，θ，ｔ）
Ｗ（ｘ，θ，ｔ）
ψｘ（ｘ，θ，ｔ）
ψθ（ｘ，θ，ｔ）
Φ（ｘ，θ，ｔ）

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

ü

þ

ý

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

＝

Ｕｍ

Ｖｍ

Ｗｍ

ψｘｍ

ψθｍ

Φｍ

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï

ü

þ

ý

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï

ｅｘｐ［ｉ（ｋｘ ＋ ｎθ － ωｔ）］， （３４）

其中， Ｕｍ，Ｖｍ，Ｗｍ，ψｘｍ，ψθｍ 分别表示纳米壳各个点处波传播的位移与转角的幅值， Φｍ 表示电势幅值，ｉ 为虚

数单位， ｋ 和 ｎ 表示波传播时沿着 ｘ 方向产生的纵向波数和沿着转角 θ 方向产生的周向波数．将通解方程

（３４）代入运动微分方程（２８）—（３３）中，即可得到 ＦＧＰＭ 纳米壳的波传播特征方程为

　 　 （Ｌ６×６ － ω ２Ｈ６×６）

Ｕｍ

Ｖｍ

Ｗｍ

ψ ｘｍ

ψ θｍ

Φｍ

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï

ü

þ

ý

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï

＝ ０， （３５）

其中， Ｌ６×６ 与 Ｈ６×６ 分别为刚度系数矩阵以及质量系数矩阵，角频率 ω 的值可由系数矩阵的行列式等于零求

得，而波传播频率 ｆ 的值可根据 ｆ 与 ω 的关系式得到：

　 　 ｆ ＝ ω
２π

． （３６）
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３　 数值结果及分析

本节通过求解特征方程（３２），研究了波数、尺度参数、几何参数、外部电势、孔隙率以及功能梯度指数对

图 １ 所示 ＦＧＰＭ 圆柱形纳米壳波传播特性的影响，两种材料参数如表 １ 所示［２９］ ．
表 １　 ＦＧＰＭ 的材料特性数值

Ｔａｂｌｅ １　 Ｍａｔｅｒｉａｌ ｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ＦＧＰＭ

ｍａｔｅｒｉａｌ ｕｎｉｔ ＰＺＴ⁃４ ＰＺＴ⁃５Ｈ

ｅｌａｓｔｉｃ ｍｏｄｕｌｕｓ ＧＰａ

ｃ１１ ＝ １３９， ｃ１２ ＝ ７７．８， ｃ１３ ＝ ７４，

ｃ２２ ＝ １３９， ｃ２３ ＝ ７４， ｃ３３ ＝ １１５，

ｃ４４ ＝ ２５．６， ｃ５５ ＝ ２５．６， ｃ６６ ＝ ３０．６

ｃ１１ ＝ １２６， ｃ１２ ＝ ７９．１， ｃ１３ ＝ ８３．９，

ｃ２２ ＝ １２６， ｃ２３ ＝ ８３．９， ｃ３３ ＝ １１７，

ｃ４４ ＝ ２３， ｃ５５ ＝ ２３， ｃ６６ ＝ ２３．５

ｐｉｅｚｏｅｌｅｃｔｒｉｃ ｍｏｄｕｌｕｓ Ｃ ／ ｍ２
ｅ３１ ＝ － ５．２， ｅ３２ ＝ － ５．２， ｅ３３ ＝ １５．１，

ｅ１５ ＝ １２．７， ｅ２４ ＝ １２．７

ｅ３１ ＝ － ６．５， ｅ３２ ＝ － ６．５， ｅ３３ ＝ ２３．３，

ｅ１５ ＝ １７， ｅ２４ ＝ １７

ｄｉｅｌｅｃｔｒｉｃ ｍｏｄｕｌｕｓ Ｃ ／ （Ｖ·ｍ） ｓ１１ ＝ ５．８４１ × １０ －９， ｓ３３ ＝ ７．１２４ × １０ －９ ｓ１１ ＝ １．５０５ × １０ －８， ｓ３３ ＝ １．３０２ × １０ －８

ｍａｓｓ ｄｅｎｓｉｔｙ ｋｇ ／ ｍ３ ρ ＝ ７ ５００ ρ ＝ ７ ５００

３．１　 有效性验证

为了检验理论模型的正确性，将 ＦＧＰＭ 纳米壳的结果和磁电弹纳米壳的结果进行验证．基于非局部理论

将本文得到的波传播频散关系与 Ｍａ 等［１６］的结果（文献［１６］中的图 ３（ａ））进行对比（图 ２）．可以看出，本研

究的结果与 Ｍａ 等［１６］的结果良好吻合，验证了本研究的有效性．

图 ２　 退化验证 （η ＝ １ ｎｍ２）

Ｆｉｇ． ２　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ｄｉｓｐｅｒｓｉｏｎ ｒｅｓｕｌｔｓ （η ＝ １ ｎｍ２）

注　 为了解释图中的颜色，读者可以参考本文的电子网页版本，后同．

３．２　 数值讨论

表 ２ 表示前三阶固有频率 （ ｆ１， ｆ２， ｆ３） 与纵向波数 ｋ和周向波数 ｎ的关系．从表中可以看出三阶频率随着

纵向及周向波数的增加而增加，且两方向波数对频率的增加影响呈现互补效果．本文后续工作主要分析探究

纳米壳中波传播的纵向波数 ｋ 对基频 ｆ 的影响．
图 ３ 显示了在不同波数 ｋ 下，两个尺度参数间比值 η ／ μ 的变化对 ＦＧＰＭ 纳米壳波传播频率 ｆ 的影响．图

中 ｎ ＝ １，ｈ ＝ ２０ ｎｍ，Ｒ ＝ ２００ ｎｍ，α ＝ ０．２，Ｎ ＝ ２，Φ０ ＝ ５ Ｖ ．从图中可以看出，整体上，当 η ／ μ ＜ １ 时，非局部

应变梯度理论对应的频率都小于通过经典弹性理论得到的频率，这是因为非局部效应占主导地位时，会使得

壳的刚度减弱，呈现软化效应．相反地，当 η ／ μ ＞ １ 时，非局部应变梯度理论获得的频率都大于通过经典弹性

理论得到的频率，此时占主导地位的应变梯度效应使得壳的刚度增强，呈现硬化效应．当 η ／ μ ＝ １ 时，非局部

应变梯度理论和经典弹性理论得到的频率是等价的，说明两种类型的尺寸依赖效应会相互抵消．此外，固定

长度尺度参数 η 不变，在不同波数下同等程度的改变非局部参数 μ， 发现当波数较大时导致的频移大于波
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数较小时对应的频移．同理，固定 μ 不变时， η 对 ｆ 的影响也随着 ｋ 的增大而增大．这表明由非局部参数引起

的软化效应和由应变梯度参数引起的硬化效应在波数较大时更加明显，在波数较小时较为微弱．所以对于纳

米壳尺度效应的频散特性研究不仅需要考虑尺度效应的作用，也需要关注波数的影响．
表 ２　 前三阶固有频率 （ ｆ１， ｆ２， ｆ３） 与纵向波数 ｋ 和周向波数 ｎ 的关系

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｔｈｅ １ｓｔ ３ ｏｒｄｅｒｓ ｏｆ ｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓ ｖｓ． ｌｏｎｇｉｔｕｄｉｎａｌ ａｎｄ ｃｉｒｃｕｍｆｅｒｅｎｔｉａｌ ｗａｖｅ ｎｕｍｂｅｒｓ

ｎ ｋ ／ ｍ－１ ｆ１ ／ ＴＨｚ ｆ２ ／ ＴＨｚ ｆ３ ／ ＴＨｚ

１

１×１０８ ０．７２７ ８ １．４０７ ４ ２．３７５ ５

５×１０８ ２．８８１ ４ ３．１１９ ８ ３．２１９ ８

１×１０９ ６．４４８ ６ ７．１２９ ６ ７．５１４ ７

１０

１×１０８ ０．７７３ ５ １．３３０ ０ ２．２４２ ７

５×１０８ ２．９２９ ７ ３．１７５ ６ ３．２７５ ２

１×１０９ ６．４５７ ７ ７．１４０ ８ ７．５２６ ７

１００

１×１０８ ２．９７３ ８ ３．２３５ ４ ３．３３６ ７

５×１０８ ４．３０１ ９ ４．８３８ ０ ４．９１６ ２

１×１０９ ７．３２７ １ ８．１７２ ２ ８．６４６ ４

（ａ） ｋ ＝ ５ × １０８ ｍ －１

（ｂ） ｋ ＝ １ × １０９ ｍ －１ （ｃ） ｋ ＝ ５ × １０９ ｍ －１

图 ３　 基于不同波数，变化的 η ／ μ 比值对 ＦＧＰＭ 纳米壳波传播频率的影响

Ｆｉｇ． ３　 Ｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓ ｖｓ． η ／ μ ｖａｌｕｅｓ ｆｏｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｗａｖｅ ｎｕｍｂｅｒｓ ｏｆ ｔｈｅ ＦＧＰＭ ｎａｎｏｓｈｅｌｌ

　 　 图 ４ 为基于非局部应变梯度理论，在不同波数 ｋ 下，变化的功能梯度指数 Ｎ 对 ＦＧＰＭ 纳米壳波传播频率

的影响．图中 ｎ ＝ １，Ｒ ＝ ２００ ｎｍ，α ＝ ０．２，Ｎ ＝ ２，Φ０ ＝ ２ Ｖ ．在图 ４ 中也可以观察到图 ３ 中的类似现象．这是由

于当 η ＜ μ 和 η ＞ μ 时，非局部参数的软化效应和应变梯度参数的硬化效应得到了体现．特别地，当两个参

数取值不同但比值相同时，其对应的 ｆ⁃Ｎ 曲线在波数较小时间距很大，而在波数较大时近似重合．这也证明
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了纳米结构中的波传播行为研究需要考虑尺度效应和波数的共同作用．此外，还可以看出，波传播频率 ｆ 随
着功能梯度指数 Ｎ 的增加而减小．这是因为在由 ＰＺＴ⁃４ 与 ＰＺＴ⁃５Ｈ 耦合组成的 ＦＧＰＭ 纳米壳中，当 Ｎ 增大

时，材料的整体性能 Ｐ会更接近于 Ｐ５Ｈ，而 Ｐ５Ｈ 的弹性模量小于 Ｐ４，从而整个纳米壳的弹性模量会减小，与之

相对应的频率也会减小．且通过对比发现，频率 ｆ 受梯度指数 Ｎ 的影响程度随着波数的增加而增加，也即纳

米壳频率受到功能梯度指数和波数的耦合作用．

（ａ） ｋ ＝ １ × １０８ ｍ －１

（ｂ） ｋ ＝ １ × １０９ ｍ －１ （ｃ） ｋ ＝ ５ × １０９ ｍ －１

图 ４　 基于不同波数，变化的尺度参数和功能梯度指数对 ＦＧＰＭ 纳米壳波传播频率的影响

Ｆｉｇ． ４　 Ｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓ ｖｓ． ｓｃａｌｅ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ａｎｄ ＦＧ ｉｎｄｅｘｅｓ ｆｏｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｗａｖｅ ｎｕｍｂｅｒｓ ｏｆ ｔｈｅ ＦＧＰＭ ｎａｎｏｓｈｅｌｌ

图 ５ 探讨了对于不同的壳厚 ｈ， ＦＧＰＭ 纳米壳的频率 ｆ 与功能梯度指数 Ｎ 间的关系．图中 μ ＝ １ ｎｍ２，η ＝
２ ｎｍ２，ｎ ＝ １，ｋ ＝ ５ × １０８ ｍ －１，Ｒ ＝ ２００ ｎｍ，α ＝ ０．２，Φ０ ＝ ２ Ｖ ．从图中可以看出，波传播频率 ｆ 随着壳厚 ｈ 的增

加而降低，且在壳厚 ｈ 越小时，频率对壳厚 ｈ 变化越敏感．这是因为壳厚变大会导致结构刚度和质量的同时

增加，而对于由 ＰＺＴ⁃４ 和 ＰＺＴ⁃５Ｈ 复合而成的 ＦＧＰＭ 纳米壳，在一定范围内，由质量增加导致波传播频率的

降低程度比由刚度增加导致频率的增大程度更大．因此，更大的厚度会导致更低的频率，而且这种影响程度

随着壳厚的减小而更加显著．
图 ６ 中给出了孔隙率 α 和功能梯度指数 Ｎ 对 ＦＧＰＭ 纳米壳波传播频率 ｆ 的影响．图中 μ ＝ １ ｎｍ２，η ＝ ２

ｎｍ２，ｎ ＝ １，ｋ ＝ ５ × １０８ ｍ －１，ｈ ＝ ２０ ｎｍ，Ｒ ＝ ２００ ｎｍ，Φ０ ＝ ２ Ｖ ．由图可知，孔隙率 α 和功能梯度指数 Ｎ 对波传

播频率有耦合影响，当 Ｎ 从 ０ 开始小范围内增加时，纳米壳的频率 ｆ 会随着孔隙率 α 的增加而增加．当 Ｎ ＞
３．６ 时，规律则会相反，即频率 ｆ 随着孔隙率 α 的增加而减少．这是因为孔隙率对材料刚度的影响与此时的功

能梯度指数有关．当 Ｎ ＜ ３．６时， Ｎ 减小，材料的刚度在增加，而 α 的增大会减小材料的刚度，但此时 Ｎ 较小，
刚度较大的材料 Ｐ４ 占比很大，即在这一耦合作用中，由 Ｎ 减小导致增加的材料刚度大于由 α 增大而减小的

材料刚度， 所以频率会增大．当 Ｎ ＞ ３．６ 时， Ｎ 与 α 的增加同时导致材料刚度的减少， 从而导致频率快速减

小．这说明对于两种材料耦合组成的多孔 ＦＧＰＭ，可以通过改变结构的孔隙率和功能梯度指数来控制波在该
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结构中的传播．
图 ７ 为在不同外加电势作用下，ＦＧＰＭ 纳米壳的频率与功能梯度指数的函数关系图．图中 μ ＝ １ ｎｍ２，η ＝

２ ｎｍ２，ｎ ＝ １，ｋ ＝ ５ × １０８ ｍ －１，α ＝ ０．２，ｈ ＝ ２０ ｎｍ，Ｒ ＝ ２００ ｎｍ ．由图可知，波传播频率会随着正向电压增大而

减小，而随反向电压的增大而增大．这是由于在对模型结构施加正 ／反向电势时，会在结构的轴向和周向产生

压 ／拉力，使得结构的刚度发生软 ／硬化效应，从而减少 ／增加波传播频率．特别地，从图中可看出，频率对反向

电压变化的敏感度大于对正向电压的敏感度．此外，还可观察到频率受正向与反向电压的影响均随着功能梯

度指数的增加而变得明显．这是因为 Ｎ 越大，材料 Ｐ５Ｈ 占比越多，而 Ｐ５Ｈ 的压电系数大于 Ｐ４， 与之相对应的电

压对频率的影响程度也会增加．

图 ５　 不同壳厚下 ＦＧＰＭ 纳米壳的频率与功能梯度指数的关系

Ｆｉｇ． ５　 Ｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓ ｖｓ． ＦＧ ｉｎｄｅｘｅｓ ｆｏｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｔｈｉｃｋｎｅｓｓｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ＦＧＰＭ ｎａｎｏｓｈｅｌｌ

图 ６　 不同孔隙率下 ＦＧＰＭ 纳米壳的频率 图 ７　 不同外电压作用下 ＦＧＰＭ 纳米壳的

与功能梯度指数的关系 频率与功能梯度指数的关系

Ｆｉｇ． ６　 Ｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓ ｖｓ． ＦＧ ｉｎｄｅｘｅｓ ｆｏｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ Ｆｉｇ． ７　 Ｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓ ｖｓ． ＦＧ ｉｎｄｅｘｅｓ ｆｏｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ
ｐｏｒｏｓｉｔｉｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ＦＧＰＭ ｎａｎｏｓｈｅｌｌ ｅｌｅｃｔｒｉｃ ｖｏｌｔａｇｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ＦＧＰＭ ｎａｎｏｓｈｅｌｌ

４　 结　 　 论

本文基于非局部应变梯度理论建立了多孔 ＦＧＰＭ 纳米壳的尺度依赖模型．数值分析了尺度参数、梯度指

数、孔隙率、壳厚和电压对波传播频率的影响．主要结论如下：
１） 当尺度参数间比值 η ／ μ ＜ １ 时，会使材料刚度呈现软化效应，而 η ／ μ ＞ １ 时，则呈现硬化效应，另外，

增大波数或减小壳厚会加剧尺度效应；
２） 增大功能梯度指数或纳米壳厚度会减小波传播频率，其中，波数越大，梯度指数的影响程度越大；
３） 孔隙和功能梯度指数对频率具有耦合作用，功能梯度指数较小时，功能梯度指数和孔隙对频率的作

用总体表现为增强，反之表现为降低；
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４） 对结构施加正向电压，波传播频率会减小，施加反向电压，频率会增大，且电压对频率的影响程度随

着功能梯度指数的增加而增加．
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ａｌ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ Ｓｃｉｅｎｃｅ， ２０１８， １３３： ２３１⁃２６３．

［６］　 王平远， 李成， 姚林泉． 基于非局部应变梯度理论功能梯度纳米板的弯曲和屈曲研究［ Ｊ］ ． 应用数学和力学，
２０２１， ４２（１）： １５⁃２６．（ＷＡＮＧ Ｐｉｎｇｙｕａｎ， ＬＩ Ｃｈｅｎｇ， ＹＡＯ Ｌｉｎｑｕａｎ． Ｂｅｎｄｉｎｇ ａｎｄ ｂｕｃｋｌｉｎｇ ｏｆ ｆｕｎｃｔｉｏｎａｌｌｙ ｇｒａｄｅｄ
ｎａｎｏｐｌａｔｅｓ ｂａｓｅｄ ｏｎ ｔｈｅ ｎｏｎｌｏｃａｌ ｓｔｒａｉｎ ｇｒａｄｉｅｎｔ ｔｈｅｏｒｙ［Ｊ］ ． Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ａｎｄ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ， ２０２１， ４２
（１）： １５⁃２６．（ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［７］　 ＥＲＩＮＧＥＮ Ａ Ｃ． Ｏｎ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ ｏｆ ｎｏｎｌｏｃａｌ ｅｌａｓｔｉｃｉｔｙ ａｎｄ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｏｆ ｓｃｒｅｗ ｄｉｓｌｏｃａｔｉｏｎ ａｎｄ ｓｕｒｆａｃｅ
ｗａｖｅｓ［Ｊ］ ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ａｐｐｌｉｅｄ Ｐｈｙｓｉｃｓ， １９８３， ５４（９）： ４７０３⁃４７１０．

［８］　 ＷＡＮＧ Ｙ Ｑ， ＬＩＡＮＧ Ｃ， ＺＵ Ｊ Ｗ． Ｗａｖｅ ｐｒｏｐａｇａｔｉｏｎ ｉｎ ｆｕｎｃｔｉｏｎａｌｌｙ ｇｒａｄｅｄ ｃｙｌｉｎｄｒｉｃａｌ ｎａｎｏｓｈｅｌｌｓ ｂａｓｅｄ ｏｎ ｎｏｎ⁃
ｌｏｃａｌ Ｆｌüｇｇｅ ｓｈｅｌｌ ｔｈｅｏｒｙ［Ｊ］ ． Ｔｈｅ Ｅｕｒｏｐｅａｎ Ｐｈｙｓｉｃａｌ Ｊｏｕｒｎａｌ Ｐｌｕｓ， ２０１９， １３４（５）： １⁃１５．

［９］　 ＡＲＡＮＩ Ａ Ｇ， ＢＡＲＺＯＫＩ Ａ Ａ Ｍ， ＫＯＬＡＨＣＨＩ Ｒ， ｅｔ ａｌ． Ｐａｓｔｅｒｎａｋ ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎ ｅｆｆｅｃｔ ｏｎ ｔｈｅ ａｘｉａｌ ａｎｄ ｔｏｒｓｉｏｎａｌ
ｗａｖｅｓ ｐｒｏｐａｇａｔｉｏｎ ｉｎ ｅｍｂｅｄｄｅｄ ＤＷＣＮＴｓ ｕｓｉｎｇ ｎｏｎｌｏｃａｌ ｅｌａｓｔｉｃｉｔｙ ｃｙｌｉｎｄｒｉｃａｌ ｓｈｅｌｌ ｔｈｅｏｒｙ［Ｊ］ ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｍｅ⁃
ｃｈａｎｉｃａｌ Ｓｃｉｅｎｃｅ ａｎｄ Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ， ２０１１， ２５（９）： ２３８５⁃２３９１．

［１０］　 ＷＡＮＧ Ｑ， ＶＡＲＡＤＡＮ Ｖ Ｋ． Ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎ ｏｆ ｎｏｎｌｏｃａｌ ｅｌａｓｔｉｃ ｓｈｅｌｌ ｔｈｅｏｒｙ ｉｎ ｗａｖｅ ｐｒｏｐａｇａｔｉｏｎ ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ｃａｒｂｏｎ
ｎａｎｏｔｕｂｅｓ［Ｊ］ ． Ｓｍａｒｔ Ｍａｔｅｒｉａｌｓ ａｎｄ Ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓ， ２００７， １６（１）： １７８⁃１９０．

［１１］　 ＫＵＡＮＧ Ｙ Ｄ， ＨＥ Ｘ Ｑ， ＣＨＥＮ Ｃ Ｙ， ｅｔ ａｌ． Ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｖｉｂｒａｔｉｏｎｓ ｏｆ ｄｏｕｂｌｅ⁃ｗａｌｌｅｄ ｃａｒｂｏｎ ｎａｎｏｔｕｂｅｓ
ｃｏｎｖｅｙｉｎｇ ｆｌｕｉｄ［Ｊ］ ． Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ Ｍａｔｅｒｉａｌｓ Ｓｃｉｅｎｃｅ， ２００９， ４５（４）： ８７５⁃８８０．

［１２］　 ＭＡ Ｑ， ＣＬＡＲＫＥ Ｄ Ｒ． Ｓｉｚｅ ｄｅｐｅｎｄｅｎｔ ｈａｒｄｎｅｓｓ ｏｆ ｓｉｌｖｅｒ ｓｉｎｇｌｅ ｃｒｙｓｔａｌｓ［ Ｊ］ ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｍａｔｅｒｉａｌｓ Ｒｅｓｅａｒｃｈ，
１９９５， １０（４）： ８５３⁃８６３．

［１３］　 ＭＣ ＥＬＨＡＮＥＹ Ｋ Ｗ， ＶＬＡＳＳＡＫ Ｊ Ｊ， ＮＩＸ Ｗ Ｄ． Ｄｅｔｅｒｍｉｎａｔｉｏｎ ｏｆ ｉｎｄｅｎｔｅｒ ｔｉｐ ｇｅｏｍｅｔｒｙ ａｎｄ ｉｎｄｅｎｔａｔｉｏｎ ｃｏｎｔａｃｔ
ａｒｅａ ｆｏｒ ｄｅｐｔｈ⁃ｓｅｎｓｉｎｇ ｉｎｄｅｎｔａｔｉｏｎ ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔｓ［Ｊ］ ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｍａｔｅｒｉａｌｓ Ｒｅｓｅａｒｃｈ， １９９８， １３（５）： １３００⁃１３０６．

［１４］　 徐晓建， 邓子辰． 基于简化的应变梯度理论下 Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ 板模型边值问题的提法及其应用［Ｊ］ ． 应用数学和力学，
２０２２， ４３（４）： ３６３⁃３７３．（ＸＵ Ｘｉａｏｊｉａｎ， ＤＥＮＧ Ｚｉｃｈｅｎ． Ｂｏｕｎｄａｒｙ ｖａｌｕｅ ｐｒｏｂｌｅｍｓ ｏｆ ａ Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ ｔｙｐｅ ｐｌａｔｅ ｍｏｄｅｌ
ｂａｓｅｄ ｏｎ ｔｈｅ ｓｉｍｐｌｉｆｉｅｄ ｓｔｒａｉｎ ｇｒａｄｉｅｎｔ ｅｌａｓｔｉｃｉｔｙ ａｎｄ ｔｈｅ ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎ［ Ｊ］ ． Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ａｎｄ Ｍｅｃｈａｎ⁃
ｉｃｓ， ２０２２， ４３（４）： ３６３⁃３７３．（ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［１５］　 ＬＩＭ Ｃ Ｗ， ＺＨＡＮＧ Ｇ， ＲＥＤＤＹ Ｊ Ｎ． Ａ ｈｉｇｈｅｒ⁃ｏｒｄｅｒ ｎｏｎｌｏｃａｌ ｅｌａｓｔｉｃｉｔｙ ａｎｄ ｓｔｒａｉｎ ｇｒａｄｉｅｎｔ ｔｈｅｏｒｙ ａｎｄ ｉｔｓ ａｐｐｌｉ⁃
ｃａｔｉｏｎｓ ｉｎ ｗａｖｅ ｐｒｏｐａｇａｔｉｏｎ［Ｊ］ ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ ｔｈｅ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ ａｎｄ Ｐｈｙｓｉｃｓ ｏｆ Ｓｏｌｉｄｓ， ２０１５， ７８： ２９８⁃３１３．

［１６］　 ＭＡ Ｌ Ｈ， ＫＥ Ｌ Ｌ， ＲＥＤＤＹ Ｊ Ｎ， ｅｔ ａｌ． Ｗａｖｅ ｐｒｏｐａｇａｔｉｏｎ ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｓ ｉｎ ｍａｇｎｅｔｏ⁃ｅｌｅｃｔｒｏ⁃ｅｌａｓｔｉｃ ｎａｎｏｓｈｅｌｌｓ ｕ⁃
ｓｉｎｇ ｎｏｎｌｏｃａｌ ｓｔｒａｉｎ ｇｒａｄｉｅｎｔ ｔｈｅｏｒｙ［Ｊ］ ． Ｃｏｍｐｏｓｉｔｅ Ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓ， ２０１８， １９９： １０⁃２３．

［１７］　 ＷＡＮＧ Ｐ Ｙ， ＬＩ Ｃ， ＬＩ Ｓ， ｅｔ ａｌ． Ａ ｖａｒｉａｔｉｏｎａｌ ａｐｐｒｏａｃｈ ｆｏｒ ｆｒｅｅ ｖｉｂｒａｔｉｎｇ ｍｉｃｒｏ⁃ｒｏｄｓ ｗｉｔｈ ｃｌａｓｓｉｃａｌ ａｎｄ ｎｏｎ⁃ｃｌａｓ⁃
ｓｉｃａｌ ｎｅｗ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ ａｃｃｏｕｎｔｉｎｇ ｆｏｒ ｎｏｎｌｏｃａｌ ｓｔｒｅｎｇｔｈｅｎｉｎｇ ａｎｄ ｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅ ｅｆｆｅｃｔｓ［Ｊ］ ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ

６０２ 应　 用　 数　 学　 和　 力　 学　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ２０２４ 年　 第 ４５ 卷



Ｔｈｅｒｍａｌ Ｓｔｒｅｓｓｅｓ， ２０２０， ４３（４）： ４２１⁃４３９．
［１８］　 ＷＡＮＧ Ｐ Ｙ， ＬＩ Ｃ， ＬＩ Ｓ． Ｂｅｎｄｉｎｇ ｖｅｒｔｉｃａｌｌｙ ａｎｄ ｈｏｒｉｚｏｎｔａｌｌｙ ｏｆ ｃｏｍｐｒｅｓｓｉｖｅ ｎａｎｏ⁃ｒｏｄｓ ｓｕｂｊｅｃｔｅｄ ｔｏ ｎｏｎｌｉｎｅａｒｌｙ

ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｅｄ ｌｏａｄｓ ｕｓｉｎｇ ａ ｃｏｎｔｉｎｕｕｍ ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌ ａｐｐｒｏａｃｈ［Ｊ］ ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｖｉｂｒａｔｉｏｎ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ ＆Ｔｅｃｈｎｏｌｏ⁃
ｇｉｅｓ， ２０２０， ８（６）： ９４７⁃９５７．

［１９］　 ＳＨＥＮ Ｊ Ｐ， ＷＡＮＧ Ｐ Ｙ， ＬＩ Ｃ， ｅｔ ａｌ． Ｎｅｗ ｏｂｓｅｒｖａｔｉｏｎｓ ｏｎ ｔｒａｎｓｖｅｒｓｅ ｄｙｎａｍｉｃｓ ｏｆ ｍｉｃｒｏｔｕｂｕｌｅｓ ｂａｓｅｄ ｏｎ ｎｏｎｌｏ⁃
ｃａｌ ｓｔｒａｉｎ ｇｒａｄｉｅｎｔ ｔｈｅｏｒｙ［Ｊ］ ． Ｃｏｍｐｏｓｉｔｅ Ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓ， ２０１９， ２２５： １１１０３６．

［２０］　 ＳＨＡＲＩＦＩ Ｚ， ＫＨＯＲＤＡＤ Ｒ， ＧＨＡＲＡＡＴＩ Ａ， ｅｔ ａｌ． Ａｎ ａｎａｌｙｔｉｃａｌ ｓｔｕｄｙ ｏｆ ｖｉｂｒａｔｉｏｎ ｉｎ ｆｕｎｃｔｉｏｎａｌｌｙ ｇｒａｄｅｄ ｐｉｅｚｏｅ⁃
ｌｅｃｔｒｉｃ ｎａｎｏｐｌａｔｅｓ： ｎｏｎｌｏｃａｌ ｓｔｒａｉｎ ｇｒａｄｉｅｎｔ ｔｈｅｏｒｙ［ Ｊ］ ． Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ａｎｄ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ（Ｅｎｇｌｉｓｈ Ｅｄｉ⁃
ｔｉｏｎ）， ２０１９， ４０（１２）： １７２３⁃１７４０．

［２１］　 ＭＥＨＲＡＬＩＡＮ Ｆ， ＢＥＮＩ Ｙ Ｔ． Ｖｉｂｒａｔｉｏｎ ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ｓｉｚｅ⁃ｄｅｐｅｎｄｅｎｔ ｂｉｍｏｒｐｈ ｆｕｎｃｔｉｏｎａｌｌｙ ｇｒａｄｅｄ ｐｉｅｚｏｅｌｅｃｔｒｉｃ ｃｙ⁃
ｌｉｎｄｒｉｃａｌ ｓｈｅｌｌ ｂａｓｅｄ ｏｎ ｎｏｎｌｏｃａｌ ｓｔｒａｉｎ ｇｒａｄｉｅｎｔ ｔｈｅｏｒｙ［ Ｊ］ ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ ｔｈｅ Ｂｒａｚｉｌｉａｎ Ｓｏｃｉｅｔｙ ｏｆ Ｍｅｃｈａｎｉｃａｌ
Ｓｃｉｅｎｃｅｓ ａｎｄ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ， ２０１８， ４０（１）： ２７．

［２２］　 ＬＩＵ Ｙ Ｆ， ＷＡＮＧ Ｙ Ｑ． Ｔｈｅｒｍｏ⁃ｅｌｅｃｔｒｏ⁃ｍｅｃｈａｎｉｃａｌ ｖｉｂｒａｔｉｏｎｓ ｏｆ ｐｏｒｏｕｓ ｆｕｎｃｔｉｏｎａｌｌｙ ｇｒａｄｅｄ ｐｉｅｚｏｅｌｅｃｔｒｉｃ ｎａｎｏｓｈｅｌｌｓ
［Ｊ］． Ｎａｎｏｍａｔｅｒｉａｌｓ（Ｂａｓｅｌ）， ２０１９， ９（２）： ３０１．

［２３］　 ＷＡＮＧ Ｙ Ｑ， ＬＩＵ Ｙ Ｆ， ＺＵ Ｊ Ｗ． Ａｎａｌｙｔｉｃａｌ ｔｒｅａｔｍｅｎｔ ｏｆ ｎｏｎｌｏｃａｌ ｖｉｂｒａｔｉｏｎ ｏｆ ｍｕｌｔｉｌａｙｅｒ ｆｕｎｃｔｉｏｎａｌｌｙ ｇｒａｄｅｄ ｐｉｅ⁃
ｚｏｅｌｅｃｔｒｉｃ ｎａｎｏｓｃａｌｅ ｓｈｅｌｌｓ ｉｎｃｏｒｐｏｒａｔｉｎｇ ｔｈｅｒｍａｌ ａｎｄ ｅｌｅｃｔｒｉｃａｌ ｅｆｆｅｃｔ［ Ｊ］ ． Ｔｈｅ Ｅｕｒｏｐｅａｎ Ｐｈｙｓｉｃａｌ Ｊｏｕｒｎａｌ
Ｐｌｕｓ， ２０１９， １３４（２）： １⁃１５．

［２４］　 ＬＯＮＧ Ｈ， ＭＡ Ｈ Ｓ， ＷＥＩ Ｙ Ｇ， ｅｔ ａｌ． Ａ ｓｉｚｅ⁃ｄｅｐｅｎｄｅｎｔ ｍｏｄｅｌ ｆｏｒ ｐｒｅｄｉｃｔｉｎｇ ｔｈｅ ｍｅｃｈａｎｉｃａｌ ｂｅｈａｖｉｏｒｓ ｏｆ ａｄｈｅ⁃
ｓｉｖｅｌｙ ｂｏｎｄｅｄ ｌａｙｅｒｅｄ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓ ｂａｓｅｄ ｏｎ ｓｔｒａｉｎ ｇｒａｄｉｅｎｔ ｅｌａｓｔｉｃｉｔｙ［ Ｊ］ ． Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｍｅｃｈａｎｉｃａｌ
Ｓｃｉｅｎｃｅｓ， ２０２１， １９８： １０６３４８．

［２５］　 ＢＡＲＡＴＩ Ｍ Ｒ， ＺＥＮＫＯＵＲ Ａ Ｍ． Ｅｌｅｃｔｒｏ⁃ｔｈｅｒｍｏｅｌａｓｔｉｃ ｖｉｂｒａｔｉｏｎ ｏｆ ｐｌａｔｅｓ ｍａｄｅ ｏｆ ｐｏｒｏｕｓ ｆｕｎｃｔｉｏｎａｌｌｙ ｇｒａｄｅｄ
ｐｉｅｚｏｅｌｅｃｔｒｉｃ ｍａｔｅｒｉａｌｓ ｕｎｄｅｒ ｖａｒｉｏｕｓ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ［ Ｊ］ ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｖｉｂｒａｔｉｏｎ ａｎｄ Ｃｏｎｔｒｏｌ， ２０１６， ２４
（１０）： １９１０⁃１９２６．

［２６］　 ＩＳＭＡＩＬ Ｅ， ＲＡＭＡＺＡＮ Ö． Ｔｈｅｒｍａｌ ｖｉｂｒａｔｉｏｎ ａｎｄ ｂｕｃｋｌｉｎｇ ｏｆ ｍａｇｎｅｔｏ⁃ｅｌｅｃｔｒｏ⁃ｅｌａｓｔｉｃ ｆｕｎｃｔｉｏｎａｌｌｙ ｇｒａｄｅｄ ｐｏｒ⁃
ｏｕｓ ｎａｎｏｐｌａｔｅｓ ｕｓｉｎｇ ｎｏｎｌｏｃａｌ ｓｔｒａｉｎ ｇｒａｄｉｅｎｔ ｅｌａｓｔｉｃｉｔｙ［Ｊ］ ． Ｃｏｍｐｏｓｉｔｅ Ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓ， ２０２２， ２９６： １１５８７８．

［２７］　 ＦＡＬＥＨ Ｎ Ｍ， ＡＨＭＥＤ Ｒ Ａ， ＦＥＮＪＡＮ Ｒ Ｍ． Ｏｎ ｖｉｂｒａｔｉｏｎｓ ｏｆ ｐｏｒｏｕｓ ＦＧ ｎａｎｏｓｈｅｌｌｓ［Ｊ］ ． Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ Ｊｏｕｒｎａｌ
ｏｆ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ Ｓｃｉｅｎｃｅ， ２０１８， １３３： １⁃１４．

［２８］　 ＳＡＦＡＲＰＯＵＲ Ｈ， ＡＬＩ ＧＨＡＮＩＺＡＤＥＨ Ｓ， ＨＡＢＩＢＩ Ｍ． Ｗａｖｅ ｐｒｏｐａｇａｔｉｏｎ ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｓ ｏｆ ａ ｃｙｌｉｎｄｒｉｃａｌ ｌａｍｉｎａｔｅｄ
ｃｏｍｐｏｓｉｔｅ ｎａｎｏｓｈｅｌｌ ｉｎ ｔｈｅｒｍａｌ ｅｎｖｉｒｏｎｍｅｎｔ ｂａｓｅｄ ｏｎ ｔｈｅ ｎｏｎｌｏｃａｌ ｓｔｒａｉｎ ｇｒａｄｉｅｎｔ ｔｈｅｏｒｙ［ Ｊ］ ． Ｔｈｅ Ｅｕｒｏｐｅａｎ
Ｐｈｙｓｉｃａｌ Ｊｏｕｒｎａｌ Ｐｌｕｓ， ２０１８， １３３（１２）： １⁃１７．

［２９］　 ＹＡＮＧ Ｊ． Ｓｐｅｃｉａｌ Ｔｏｐｉｃｓ ｉｎ ｔｈｅ Ｔｈｅｏｒｙ ｏｆ Ｐｉｅｚｏｅｌｅｃｔｒｉｃｉｔｙ［Ｍ］ ． Ｓｐｒｉｎｇｅｒ Ｓｃｉｅｎｃｅ ＆ Ｂｕｓｉｎｅｓｓ Ｍｅｄｉａ， ２０１０．

７０２第 ２ 期　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 王鑫特，等： 多孔功能梯度压电纳米壳中波传播特性


