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摘要：　 非概率凸集合模型仅需获知结构不确定性的范围或界限来度量结构可靠性，因而适用于小样本不确定性

结构工程问题．针对广义超椭球模型，对其非概率可靠性度量问题进行了研究．首先，提出了基于广义超椭球模型的

简单非概率可靠性指标，定义为结构功能函数的均值与离差之比，并讨论了该可靠性指标的不一致性问题．其次，为
克服上述不一致性问题，提出了一种比例因子非概率可靠性指标，定义为不确定域向外扩大或向内收缩时，失效面

与不确定域接触的最小比例因子．最后，通过 ３ 个工程算例分析验证了所提非概率可靠性指标的有效性和可行性．

关　 键　 词：　 广义超椭球模型；　 非概率可靠性；　 简单非概率可靠性指标；　 比例因子非概率可靠性指标
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０　 引　 　 言

可靠性与工程结构中广泛存在的不确定性密切相关．根据描述不确定性的数学模型不同，结构可靠性理
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论可粗略的分为概率可靠性理论、模糊可靠性理论和非概率可靠性理论．非概率可靠性理论采用一系列凸集

合模型来描述工程结构常见的，未知而有界的不确定性，仅需获知不确定信息的边界或界限即可对结构进行

可靠性评估，受到了学者们的广泛关注［１⁃３］ ．
结构非概率可靠性分析的核心是结构可靠性的科学度量问题．现有的非概率可靠性度量可粗略地分为

可靠性指标和可靠度两类．在可靠性指标方面：郭书祥等［４］ 将结构的不确定参数描述为区间变量，采用标准

化变量空间内原点到失效面的最短距离（无穷范数形式）作为非概率可靠性度量．基于类似的思想，曹鸿钧和

段宝岩［５］提出椭球模型非概率可靠性指标，定义为标准化变量空间内原点到失效面的最短距离（Ｅｕｃｌｉｄ 范数

形式）．Ｊｉａｎｇ 等［６］提出了一种多维平行六面体模型非概率可靠性指标，同样将标准化变量空间内原点到失效

面的最短距离（无穷范数形式）作为非概率可靠性度量．Ｍｅｎｇ 等［７］提出了超椭球模型非概率可靠性指标，定
义为标准化变量空间内，原点到失效面的最短距离（ ｐ 范数形式）．Ｑｉａｏ 等［８］ 研究了椭球模型非概率可靠性

指标的不一致性问题，并揭示了不一致性问题对中心点法和设计点法两种非概率一阶可靠性分析方法的影

响．Ｗａｎｇ 等［９］结合凸集合理论和首次穿越理论，提出了一种基于区间过程的非概率时变可靠性指标，该可靠

性指标可视为区间模型可靠性指标的时变版本．Ｚｈａｎ 等［１０］ 采用非概率有界场模型描述材料属性，采用凸模

型来描述不确定载荷，提出了多椭球模型与有界场混合模型的非概率可靠性指标．在可靠度方面：Ｗａｎｇ
等［１１］基于区间模型，将不确定域落入安全域的体积与不确定域总体积之比作为非概率可靠性度量． Ｊｉａｎｇ
等［１２］建立了椭球模型非概率可靠度模型，同样将不确定域落入安全域的体积与不确定域总体积之比作为非

概率可靠性度量，并提出了一阶、二阶近似可靠性分析方法来求解非概率可靠度．Ｈｏｎｇ 等［１３］采用多超椭球模

型来描述不确定变量，分别基于范数和体积比两种思想给出了相应的非概率可靠性度量．其中，基于范数的

非概率可靠性度量，采用 ｐ 范数来定义；基于体积比的非概率可靠性度量，采用不确定域落入安全域的体积

与不确定域总体积之比来定义．Ｊｉａｎｇ 等［１４］将凸模型理论和首次穿越机制相结合，提出了结构动力可靠性的

非概率可靠度模型，并采用 Ｍｏｎｔｅ⁃Ｃａｒｌｏ 法对该模型进行求解．Ｑｉａｏ 等［１５］针对串联结构系统提出了非概率可

靠性界限法来估计系统的非概率失效度，其基本思想为通过单失效模式非概率失效度和两失效模式联合非

概率失效度的代数组合形式，进而给出系统非概率失效度的上下界．
上述研究主要基于规则凸集合模型．相较于规则凸集合模型，不规则凸集合模型由于特有的不规则边

界，能够更为紧凑地包络所有不确定样本，进而更加精确地表征结构不确定性［１６］ ．Ｃａｏ 等［１６］提出了一种传统

区间模型与基于主成分分析的区间模型相结合的多边凸集模型．Ｎｉ 等［１７］ 在超椭球模型的基础上，提出了广

义超椭球模型．正如超椭球模型是区间模型和椭球模型的推广形式一样，广义超椭球模型是超椭球模型的推

广形式．该模型不需要满足各项幂相等这一条件，因而比超椭球模型具有更大的灵活性，有可能给出样本点

的更小更精确包络集．Ａｙｙａｓａｍｙ 等［１８］提出了一种凸包模型，该模型可通过 ＭＡＴＬＡＢ 中的 ｃｏｎｖｅｘｈｕｌｌ 函数给

出，理论上可得到样本点的最小凸包络集合．Ｅｌｉｓｈａｋｏｆｆ 等［１９］对区间、椭球、平行六面体、超椭球和凸包等几种

凸集模型在模型体积和结构响应两个方面进行了比较．对于不规则凸集合模型，如何度量结构非概率可靠性

自然也应是重点关注的问题．解决上述问题可能存在两种不同的思路：一是考虑规则凸集合模型与不规则凸

集合模型的相似性，将现有的规则凸集合模型可靠性度量方法通过适当改进引入到不规则凸集合模型中；二
是根据不规则凸集合模型的固有特征，发展其特有的可靠性度量模型．

本文从第一种研究思路出发，研究了基于广义超椭球模型的结构非概率可靠性度量问题．剩余部分安排

如下：第 １ 节对广义超椭球模型进行了概述；第 ２ 节提出了广义超椭球的简单可靠性指标及其计算方法，讨
论了所提方法的优缺点；第 ３ 节将比例因子可靠性指标引入到广义超椭球模型，并对此方法进行改进；第 ４
节通过算例对本文所提方法进行了验证；第 ５ 节对本文的内容进行了总结．

１　 广义超椭球模型

广义超椭球模型采用如下表示来描述结构不确定域的边界：

　 　
Ｘ１ － Ｘｃ

１

ａ１

Ｎ１

＋
Ｘ２ － Ｘｃ

２

ａ２

Ｎ２

＋ … ＋
Ｘｎ － Ｘｃ

ｎ

ａｎ

Ｎｎ

＝ １， （１）
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式中，幂 Ｎ１，Ｎ２，…，Ｎｎ 通常均大于零且互不相等．上述方程的解集构成一个位于 ｎ 维超长方体 Ｘ１ － Ｘｃ
１ ≤

ａ１， Ｘ２ － Ｘｃ
２ ≤ ａ２，…， Ｘｎ － Ｘｃ

ｎ ≤ ａｎ 以内的封闭曲面， ａｉ（ ｉ ＝ １，２，…，ｎ） 和 Ｘｃ
ｉ（ ｉ ＝ １，２，…，ｎ） 分别为曲面

的半轴和中点．Ｘ ｉ（ ｉ ＝ １，２，…，ｎ） 所有取值范围构成一个区间 ＸＩ
ｉ ＝ ［ＸＬ

ｉ ，ＸＵ
ｉ ］，ＸＬ

ｉ 和 ＸＵ
ｉ 分别表示区间的下界和

上界．本文仅考虑 Ｎ１，Ｎ２，…，Ｎｎ ≥ １ 的情形，原因在于当 ０ ＜ Ｎｉ ＜ １ 时，广义超椭球模型将不再是凸集合模

型；当 Ｎ１，Ｎ２，…，Ｎｎ 的范围为［１，２）时，广义超椭球为一个形似表面为凸的 ｎ 维菱形；当 Ｎ１ ＝ Ｎ２ ＝ … ＝ Ｎｎ ＝
２ 时，广义超椭球简化为一个 ｎ 维椭球；当 Ｎ１，Ｎ２，…，Ｎｎ 均大于 ２ 时，广义超椭球为一个看似带有圆角的 ｎ
维超长方体；当 Ｎ１，Ｎ２，…，Ｎｎ 逐渐增大，广义超椭球越来越趋近于 ｎ 维超长方体 Ｘ１ － Ｘｃ

１ ≤ ａ１，
Ｘ２ － Ｘｃ

２ ≤ ａ２，…， Ｘｎ － Ｘｃ
ｎ ≤ ａｎ ．一般情况下， Ｎ１，Ｎ２，…，Ｎｎ 互不相等使得广义超椭球模型相比超椭球模

型具有更大的灵活性［１７］，也就是说广义超椭球模型有可能以更小的体积包络所有不确定样本点．图 １ 分别

给出了二维情况下，当中点为原点、 ａ１ ＝ ３ 和 ａ２ ＝ ２ 时， Ｎ１ 和 Ｎ２ 的不同取值对应的广义超椭圆．

（ａ） Ｎ１ ＝ Ｎ２ ＝ ２ （ｂ） Ｎ１ ＝ ３， Ｎ２ ＝ ２ （ｃ） Ｎ１ ＝ ４， Ｎ２ ＝ ５

图 １　 三种情况下的广义超椭圆

Ｆｉｇ． １　 Ｔｈｒｅｅ ｃａｓｅｓ ｏｆ ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ ｓｕｐｅｒ ｅｌｌｉｐｓｅｓ

式（１）仅给出所有半轴均平行于相应坐标轴的广义超椭球的表达式．对于更一般的广义超椭球，以二维

情况为例（图 ２），其表达式构建过程如下：首先，将不确定参数 Ｘ ＝ （Ｘ１，Ｘ２） 通过旋转矩阵转化为 Ｙ ＝ （Ｙ１，
Ｙ２），Ｙ 空间中所有半轴均平行于相应坐标轴．该变换可表示为

　 　
Ｙ１

Ｙ２

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＝ Ｔ２

Ｘ１

Ｘ２

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
， （２）

其中 Ｔ２ ＝
ｃｏｓ θ － ｓｉｎ θ
ｓｉｎ θ ｃｏｓ θ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú 为旋转矩阵， θ 表示 Ｙ 空间坐标轴与直角坐标之间的夹角．可得到二维情况下不

确定参数 Ｘ 和 Ｙ 的对应关系为

　 　
Ｙ１ ＝ ｃｏｓ（θＸ１） － ｓｉｎ（θＸ２），
Ｙ２ ＝ ｓｉｎ（θＸ１） ＋ ｃｏｓ（θＸ２） ．{ （３）

图 ２　 二维情况下的坐标系旋转

Ｆｉｇ． ２　 Ｒｏｔａｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅ ｓｙｓｔｅｍ （２Ｄ ｃａｓｅ）
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对于 ｎ 维情况，旋转矩阵 Ｔｎ 可定义为

　 　 Ｔｎ（θ １，θ ２，…，θ ｎ－１） ＝ ［ｕ１，ｕ２，…，ｕｎ］， （４）
式中， θ ｉ（ ｉ ＝ １，２，…，ｎ － １） 为坐标轴的旋转角度， ｕｉ ＝ ［ｕｉ１，ｕｉ２，…，ｕｉｎ］ Ｔ 为一 ｎ 维列向量， Ｔｎ 的详细表达式

可参考文献［１］．
可得到不确定参数 Ｘ 和 Ｙ 的对应关系为

　 　

Ｙ１ ＝ ｕ１１Ｘ１ ＋ ｕ２１Ｘ２ ＋ … ＋ ｕｎ１Ｘｎ，
Ｙ２ ＝ ｕ１２Ｘ１ ＋ ｕ２２Ｘ２ ＋ … ＋ ｕｎ２Ｘｎ，
︙
Ｙｎ ＝ ｕ１ｎＸ１ ＋ ｕ２ｎＸ２ ＋ … ＋ ｕｎｎＸｎ ．

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（５）

在 Ｙ 空间很容易依据样本点构建广义超椭球，不妨设其表达式为

　 　
Ｙ１ － Ｙｃ

１

ａ１

Ｎ１

＋
Ｙ２ － Ｙｃ

２

ａ２

Ｎ２

＋ … ＋
Ｙｎ － Ｙｃ

ｎ

ａｎ

Ｎｎ

＝ １． （６）

进一步根据 Ｘ 和 Ｙ 的对应关系，即可给出广义超椭球在 Ｘ 空间的表达式．

２　 广义超椭球模型的简单非概率可靠性指标

２．１　 简单非概率可靠性指标的定义

对于结构功能函数 ｇ（Ｘ），Ｘ ｉ（ ｉ ＝ １，２，…，ｎ）， 根据结构可靠性理论，失效面 ｇ（Ｘ） ＝ ０ 将结构的基本参量

空间分为安全域 ｇ（Ｘ） ＞ ０ 和失效域 ｇ（Ｘ） ＜ ０．类似概率可靠性指标和规则凸集模型非概率可靠性指标，这
里同样将广义超椭球模型简单非概率可靠指标 β 定义为结构功能函数的均值和离差之比：

　 　 β ＝ ｇｃ（Ｘ）
ｇｒ（Ｘ）

＝ ｇＵ（Ｘ） ＋ ｇＬ（Ｘ）
ｇＵ（Ｘ） － ｇＬ（Ｘ）

， （７）

其中， ｇｃ（Ｘ） ＝ ［ｇＵ（Ｘ） ＋ ｇＬ（Ｘ）］ ／ ２，ｇｒ（Ｘ） ＝ ［ｇＵ（Ｘ） － ｇＬ（Ｘ）］ ／ ２ 分别表示结构功能函数的均值和离差．
ｇＵ（Ｘ） 和 ｇＬ（Ｘ） 分别代表结构功能函数在不确定域范围内取值的上界和下界，可通过下式求得：

　 　
ｍｉｎ（ｍａｘ） ｇ（Ｘ），

　 ｓ．ｔ．　
Ｘ１ － Ｘｃ

１

ａ１

Ｎ１

＋
Ｘ２ － Ｘｃ

２

ａ２

Ｎ２

＋ … ＋
Ｘｎ － Ｘｃ

ｎ

ａｎ

Ｎｎ

≤ １ ．

ì

î

í

ïï

ïï

（８）

非概率可靠性指标的不同取值意味着结构的不同状态．如图 ３ 所示，当 β ＞ １ 时（图 ３（ａ）），结构处于完

全安全状态；当 － １≤ β≤１ 时（图 ３（ｂ）），结构处于可能安全也可能失效状态，进一步由图 ４ 可以看出， β 值

越大，结构处于安全状态的可能性越大（图中红色线段）；当 β ＜ － １ 时（图 ３（ｃ）），结构处于完全失效状态．
因此，上述可靠性指标能够较好地度量广义超椭球模型的结构可靠性．

（ａ） β ＞ １ （ｂ） － １ ≤ β ≤ １ （ｃ） β ＜ － １
图 ３　 简单非概率可靠性指标的三种情况

Ｆｉｇ． ３　 Ｔｈｒｅｅ ｃａｓｅｓ ｏｆ ｓｉｍｐｌｅ ｎｏｎ⁃ｐｒｏｂａｂｉｌｉｓｔｉｃ ｒｅｌｉａｂｉｌｉｔｙ ｉｎｄｅｘｅｓ

２．２　 简单非概率可靠性指标的不一致性问题

上述简单非概率可靠性指标与传统的结构可靠性指标定义类似，均是对结构功能函数进行分析，具备较
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强的工程实用性．然而，最近作者的相关工作指出了椭球模型非概率可靠性指标不可避免的遭遇不一致性问

题［８］，即可靠性指标的取值依赖于结构功能函数的表达形式．显然，该问题可对结构可靠性分析结果产生较

大的影响．类似地，简单非概率可靠性指标是否存在相同的问题，也是应予以考虑的问题．

图 ４　 简单非概率可靠性指标

Ｆｉｇ． ４　 Ｓｉｍｐｌｅ ｎｏｎ⁃ｐｒｏｂａｂｉｌｉｓｔｉｃ ｒｅｌｉａｂｉｌｉｔｙ ｉｎｄｅｘｅｓ

注　 为了解释图中的颜色，读者可以参考本文的电子网页版本，后同．

考虑以下两个力学意义相同，但数学表达形式不同的结构功能函数：
　 　 ｇ１（Ｒ，Ｓ） ＝ Ｒ － Ｓ， （９）

　 　 ｇ２（Ｒ，Ｓ） ＝ Ｒ
Ｓ

－ １， （１０）

式中， Ｒ 和 Ｓ 分别表示强度和应力且均为正值．假设两者的不确定域采用如下广义超椭球模型描述：

　 　
Ｒ － Ｒｃ

Ｒｒ ＋ Ｓ － Ｓｃ

Ｓｒ

２

≤ １， （１１）

式中， Ｒｃ 和 Ｓｃ 表示其取值区间的中点， Ｒｒ 和 Ｓｒ 为其取值区间的半径．
式（９）所示的结构功能函数的极值可通过对如下 Ｌａｇｒａｎｇｅ 函数求极值获得：

　 　 Ｌ（Ｒ，Ｓ，λ） ＝ Ｒ － Ｓ ＋ λ
Ｒ － Ｒｃ

Ｒｒ ＋ Ｓ － Ｓｃ

Ｓｒ

２

－ １æ

è
ç

ö

ø
÷ ， （１２）

其中 λ 为 Ｌａｇｒａｎｇｅ 乘子．根据结构优化理论，上述函数取极值的必要条件为

　 　

∂Ｌ（Ｒ，Ｓ，λ）
∂Ｒ

＝ １ ± λ
Ｒｒ

＝ ０，

∂Ｌ（Ｒ，Ｓ，λ）
∂Ｓ

＝ λ（２Ｓ － ２Ｓｃ）
（Ｓｒ） ２

－ １ ＝ ０，

∂Ｌ（Ｒ，Ｓ，λ）
∂λ

＝ Ｒ － Ｒｃ

Ｒｒ ＋ Ｓ － Ｓｃ

Ｓｒ

２

－ １ ＝ ０ ．

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

（１３）

对式（１３）求解可得

　 　

λ １ ＝ Ｒｒ，

Ｒ１ ＝ ４ （Ｒｒ） ２ ＋ ４ＲｃＲｒ － （Ｓｒ） ２

４Ｒｒ ，

Ｓ１ ＝ （Ｓｒ） ２ ＋ ２ＲｒＳｃ

２Ｒｒ ，

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ï

λ １ ＝ Ｒｒ，

Ｒ２ ＝ － ４（Ｒｒ） ２ ＋ ４ＲｃＲｒ ＋ （Ｓｒ） ２

４Ｒｒ ，

Ｓ１ ＝ （Ｓｒ） ２ ＋ ２ＲｒＳｃ

２Ｒｒ ，

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ï

λ ２ ＝ － Ｒｒ，

Ｒ１ ＝ ４（Ｒｒ） ２ ＋ ４ＲｃＲｒ － （Ｓｒ） ２

４Ｒｒ ，

Ｓ２ ＝ － （Ｓｒ） ２ ＋ ２ＲｒＳｃ

２Ｒｒ ，

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ï

λ ２ ＝ － Ｒｒ，

Ｒ２ ＝ － ４（Ｒｒ） ２ ＋ ４ＲｃＲｒ ＋ （Ｓｒ） ２

４Ｒｒ ，

Ｓ２ ＝ － （Ｓｒ） ２ ＋ ２ＲｒＳｃ

２Ｒｒ ．

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ï

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

（１４）
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将式（１４）代入式（９），考虑该结构功能函数在不确定域上为有界函数，可通过比较 ４ 个函数值大小得到

式（９）所示结构功能函数的上下界为

　 　
ｇＵ

１（Ｒ，Ｓ） ＝ Ｒ１ － Ｓ１ ＝ Ｒｃ － Ｓｃ ＋ Ｒｒ ＋ （Ｓｒ） ２

４Ｒｒ
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ，

ｇＬ
１（Ｒ，Ｓ） ＝ Ｒ２ － Ｓ２ ＝ Ｒｃ － Ｓｃ － Ｒｒ ＋ （Ｓｒ） ２

４Ｒｒ
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ．

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

（１５）

同理，可得到式（１０）所示结构功能函数的上下界为

　 　

ｇＵ
２（Ｒ，Ｓ） ＝

　 　
－ ２Ｒｃ（Ｓｒ） ２ ＋ ２Ｒｒ（Ｓｒ） ２ － ２Ｒｃ（Ｓｒ） ２ － ２ＲｒＳｃ ［Ｒｒ（Ｓｃ） ２ － Ｒｒ（Ｓｒ） ２ ＋ Ｒｃ（Ｓｒ） ２］ ／ Ｒｒ{ }

（Ｓｒ） ２ ［Ｒｒ（Ｓｃ） ２ － Ｒｒ（Ｓｒ） ２ ＋ Ｒｃ（Ｓｒ） ２］ ／ Ｒｒ
－ １，

ｇＬ
２（Ｒ，Ｓ） ＝

　 　
－ ２Ｒｃ（Ｓｒ） ２ － ２Ｒｒ（Ｓｒ） ２ － ２Ｒｃ（Ｓｒ） ２ － ２ＲｒＳｃ ［Ｒｒ（Ｓｃ） ２ － Ｒｒ（Ｓｒ） ２ － Ｒｃ（Ｓｒ） ２］ ／ Ｒｒ{ }

（Ｓｒ） ２ ［Ｒｒ（Ｓｃ） ２ － Ｒｒ（Ｓｒ） ２ － Ｒｃ（Ｓｒ） ２］ ／ Ｒｒ
－ １ ．

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ïï

（１６）
则两个功能函数的简单非概率可靠性指标分别为

　 　 β ｇ１
＝ ４ＲｃＲｒ － ４ＲｒＳｃ

４（Ｒｒ） ２ ＋ （Ｓｒ） ２， （１７）

　 　 β ｇ２
＝
２

Ｒｃ（Ｓｒ） ２ ＋ Ｒｒ（Ｓｃ） ２ － Ｒｒ（Ｓｒ） ２ ＋ ＲｒＳｃＡ
（Ｓｒ） ２Ａ

＋ Ｒｃ（Ｓｒ） ２ － Ｒｒ（Ｓｃ） ２ ＋ Ｒｒ（Ｓｒ） ２ － ＲｒＳｃＢ
（Ｓｒ） ２Ｂ

＋ １é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

Ｒｃ（Ｓｒ） ２ ＋ Ｒｒ（Ｓｃ） ２ － Ｒｒ（Ｓｒ） ２ ＋ ＲｒＳｃＡ
（Ｓｒ） ２Ａ

－ Ｒｃ（Ｓｒ） ２ － Ｒｒ（Ｓｃ） ２ ＋ Ｒｒ（Ｓｒ） ２ － ＲｒＳｃＢ
（Ｓｒ） ２Ｂ

，

（１８）
式中， Ａ，Ｂ 分别为

　 　
Ａ ＝ Ｒｒ（Ｓｃ） ２ － Ｒｒ（Ｓｒ） ２ ＋ Ｒｃ（Ｓｒ） ２[ ] ／ Ｒｒ ，

Ｂ ＝ Ｒｒ（Ｓｃ） ２ － Ｒｒ（Ｓｒ） ２ － Ｒｃ（Ｓｒ） ２[ ] ／ Ｒｒ ．{ （１９）

对比式（１７）和（１８），显然有 β ｇ１ ≠ β ｇ２ ．由此可知，广义超椭球模型的简单非概率可靠性指标仍存在不一

致性问题．

３　 比例因子非概率可靠性指标

对于规则凸集合模型来说，基于范数的几何非概率可靠性指标可有效避免不一致性问题．然而，广义超

椭球模型由于具有不规则的边界形状，因而是一种不规则凸集合模型．此时，基于范数的几何非概率可靠性

指标不再适用．以下将文献［２０］的非概率可靠性指标引入到广义超椭球模型．需要指出的是，文献［２０］主要

针对部分变量采用区间模型描述和部分变量采用椭球模型描述的情况．由于该指标实际上采用最小比例因

子确定非概率可靠性指标，本文将其称为比例因子非概率可靠性指标．该指标为一个无量纲的数值，便于不

同结构系统的安全程度的比较．
比例因子非概率可靠性指标 η 的几何意义为不确定域向外扩大或向内收缩时，失效面与不确定域接触

的最小倍数．则非概率可靠性指标 η 可表示为

　 　 η ＝ ｉｎｆ λ ≥ ０： Ｘ（λ，ａ，Ｘｃ） ∩ Ｄｆ ≠ ϕ{ } ， （２０）

式中， Ｘ（λ，ａ，Ｘｃ） 是不确定域缩放 λ 倍后的凸集合， Ｄｆ 为失效域 ｇ（Ｘ） ＜ ０ 内所有点所构成的集合．
依据非概率可靠性指标的定义，其可由如下优化问题进行求解：
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η ＝ ｍｉｎ（λ），
　 ｓ．ｔ．　 ｇ（Ｘ） ＝ ０，

　
Ｘ１ － Ｘｃ

１

λａ１

Ｎ１

＋
Ｘ２ － Ｘｃ

２

λａ２

Ｎ２

＋ … ＋
Ｘｎ － Ｘｃ

ｎ

λａｎ

Ｎｎ

－ １ ＝ ０，

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（２１）

式中， λ 为缩放因子．此外，注意到缩放因子的非负性（图 ５），显然上式定义的 η 均为正值，不足以反映图 ６
所示 η 为负值的情况．考虑到两种情况分别对应 ｇ（Ｘｃ） ＞ ０ 和 ｇ（Ｘｃ） ＜ ０， 因此，可将比例因子可靠性指标

重新定义为

　 　

η ＝ ｓｇｎ（ｇ（Ｘｃ））·ｍｉｎ（λ），
　 ｓ．ｔ．　 ｇ（Ｘ） ＝ ０，

　
Ｘ１ － Ｘｃ

１

λａ１

Ｎ１

＋
Ｘ２ － Ｘｃ

２

λａ２

Ｎ２

＋ … ＋
Ｘｎ － Ｘｃ

ｎ

λａｎ

Ｎｎ

－ １ ＝ ０，

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（２２）

式中，ｓｇｎ（·）表示符号函数．
图 ７ 给出结构失效面在不同位置情况下比例因子非概率可靠性指标的取值范围．当 η ＞ １ 时，结构处于

完全安全状态；当 － １ ＜ η ＜ １ 时，结构可能安全也可能失效，结构的安全可能性显然随着可靠指标的增大

而增大；当 η ＜ － １ 时，不确定域完全处于失效域，结构完全失效．显然，比例因子非概率可靠性指标也能够较

好度量结构的安全程度．此外，比例因子非概率可靠性指标与结构失效面相关，而非结构功能函数．而力学意

义相同，但数学表达形式不同的结构功能函数显然对应同一个失效面．因此，其可有效避免不一致性问题．

图 ５　 比例因子非概率可靠性指标 （η ＞ ０）
Ｆｉｇ． ５　 Ｒａｔｉｏ ｆａｃｔｏｒ ｎｏｎ⁃ｐｒｏｂａｂｉｌｉｓｔｉｃｒｅｌｉａｂｉｌｉｔｙ ｉｎｄｅｘｅｓ （η ＞ ０）

图 ６　 比例因子非概率可靠性指标 （η ＜ ０）
Ｆｉｇ． ６　 Ｒａｔｉｏ ｆａｃｔｏｒ ｎｏｎ⁃ｐｒｏｂａｂｉｌｉｓｔｉｃｒｅｌｉａｂｉｌｉｔｙ ｉｎｄｅｘｅｓ （η ＜ ０）

图 ７　 三种不同情况下的比例因子非概率可靠性指标

Ｆｉｇ． ７　 Ｒａｔｉｏ ｆａｃｔｏｒ ｎｏｎ⁃ｐｒｏｂａｂｉｌｉｓｔｉｃ ｒｅｌｉａｂｉｌｉｔｙ ｉｎｄｅｘｅｓ ｕｎｄｅｒ ３ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｃａｓｅｓ

４　 算 例 分 析

以下通过 ３ 个算例对所提非概率可靠性指标进行讨论．算例 １ 涉及线性结构功能函数，主要比较两种非

概率可靠性指标．算例 ２ 和 ３ 均为非线性结构功能函数，通过与 Ｍｏｎｔｅ⁃Ｃａｒｌｏ 模拟（ＭＣＳ）法的对比分析说明

所提指标的有效性，算例 ２ 同时了讨论两种可靠性指标的不一致性问题．所有算例所涉及的优化问题均采用
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序列二次规划法求解，求解精度均为 ‖Ｘｋ＋１ － Ｘｋ‖ ≤１０ －１０ ．ＭＣＳ 法均假设变量在广义超椭球内服从均匀分

布，模拟次数由 １００ ／ ｆ 确定．非概率失效度 ｆ 为广义超椭球落入失效域体积与整个广义超椭球的体积之比．
４．１　 工程算例 １

考虑图 ８ 所示的悬臂梁．悬臂梁在距固定端为 ｂ１ ＝ ２ ｍ，ｂ２ ＝ ５ ｍ 处分别受到两集中载荷 ｐ１ 和 ｐ２ 作用．ｐ１

和 ｐ２ 为不确定变量，其取值区间分别为 ｐＩ
１ ＝ ［４．４，５．６］ ｋＮ，ｐＩ

２ ＝ ［１．７，２．３］ ｋＮ ．当梁所受弯矩的最大值 ｍｍａｘ

大于临界极限弯矩 ｍｃｒ 时结构失效，则结构的功能函数为

　 　 ｇ（Ｘ） ＝ ｍｃｒ － ｐ１ｂ１ － ｐ２ｂ２ ． （２３）
不确定变量的中点分别为 ｐｃ

１ ＝ ５，ｐｃ
２ ＝ ２，半径分别为 ｐｒ

１ ＝ ０．６，ｐｒ
２ ＝ ０．３，则不确定域可用广义超椭球模型

描述为

　 　
ｐ１ － ５
０．６

４

＋
ｐ２ － ２
０．３

６

≤ １． （２４）

图 ９ 给出了简单可靠性指标 β 和比例因子可靠性指标 η 随 ｍｃｒ 从 １６ ｋＮ·ｍ 到 ２４ ｋＮ·ｍ 的变化．可以看

出，简单非概率可靠性指标与比例因子非概率可靠性指标都随着 ｍｃｒ 的增大而增大，且对于该线性结构功能

函数而言，两种可靠性指标几乎一致．

图 ８　 悬臂梁

Ｆｉｇ． ８　 Ａ ｃａｎｔｉｌｅｖｅｒ ｂｅａｍ

图 ９　 不同 ｍｃｒ 下的两种非概率可靠性指标

Ｆｉｇ． ９　 Ｔｗｏ ｎｏｎ⁃ｐｒｏｂａｂｉｌｉｓｔｉｃ ｒｅｌｉａｂｉｌｉｔｙ ｉｎｄｅｘｅｓ ｕｎｄｅｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｍｃｒ ｖａｌｕｅｓ

４．２　 工程算例 ２
考虑图 １０ 所示的悬臂梁．悬臂梁固定端最大应力应小于屈服强度 Ｓ， 由此可建立结构功能函数：

　 　 ｇ（Ｘ） ＝ Ｓ －
６ＰｘＬ
ｂ２ｈ

－
６ＰｙＬ
ｂｈ２ ． （２５）

为讨论不一致性问题，这里同时考虑上述结构功能函数的另一种等价形式：
　 　 ｆ（Ｘ） ＝ Ｓｂ２ｈ２ － ６ＰｘＬｈ － ６ＰｙＬｂ， （２６）

式中， Ｐｘ ＝ ５０ ０００ Ｎ 和 Ｐｙ ＝ ２５ ０００ Ｎ 分别为施加在梁上的水平力和垂直力．Ｌ 为梁的长度， ｂ，ｈ 为横截面的

宽和高，均为不确定变量．其区间分别为 ＬＩ ＝ ［９００，１ １００］ ｍｍ，ｂＩ ＝ ［９０，１１０］ ｍｍ 和 ｈＩ ＝ ［１８０，２２０ ］ ｍｍ ．
不确定变量的中点分别为 ｂｃ ＝ １００ ｍｍ，ｈｃ ＝ ２００ ｍｍ，Ｌｃ ＝ １ ０００ ｍｍ， 半径分别为 ｂｒ ＝ １０ ｍｍ，ｈｒ ＝ ２０
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ｍｍ，Ｌｒ ＝ １００ ｍｍ， 则不确定域可表示为

　 　 ｂ － １００
１０

８

＋ ｈ － ２００
２０

２５

＋ Ｌ － １ ０００
１００

６

≤ １． （２７）

图 １１ 给出了 Ｓ从 １８７．６ ＭＰａ 变化到 ３００ ＭＰａ 时，两种非概率可靠性指标及非概率可靠度的变化曲线．其
中非概率可靠度为 ＭＣＳ 法得到，ＭＣＳ 法的模拟次数由 １００ ／ ｆ 预估，当非概率失效度不同时，模拟次数也不同．
例如当 Ｓ ＝ ２４０ ＭＰａ 时，非概率失效度 ｆ ＝ ０．０３４ ４， 模拟次数 Ｎ≥１００ ／ ｆ ＝ ２．９０７ × １０３ ．当 Ｓ ＝ ２６０ ＭＰａ 时，非
概率失效度 ｆ ＝ ０．００２ ８， 模拟次数 Ｎ ≥ １００ ／ ｆ ＝ ３．５７１ ４ × １０４ ．

图 １０　 悬臂梁

Ｆｉｇ． １０　 Ａ ｃａｎｔｉｌｅｖｅｒ ｂｅａｍ

图 １１　 随屈服强度 Ｓ 变化的非概率可靠性分析结果 （Ｓ ＝ １８７．６～３００ ＭＰａ）
Ｆｉｇ． １１　 Ｎｏｎ⁃ｐｒｏｂａｂｉｌｉｓｔｉｃ ｒｅｌｉａｂｉｌｉｔｙ ａｎａｌｙｓｉｓ ｒｅｓｕｌｔｓ ｕｎｄｅｒ ｔｈｅ ｖａｒｉａｔｉｏｎ ｏｆ ｙｉｅｌｄ ｓｔｒｅｎｇｔｈ Ｓ （Ｓ ＝ １８７．６～３００ ＭＰａ）

由图 １１ 可以看出：随着屈服强度 Ｓ 的增加，简单非概率可靠性指标 β ｇ 和 β ｆ 均呈上升趋势；且两者之间

的差异先减小为零，而后逐步增大，表明不一致性问题对简单可靠指标影响较大；而比例因子非概率可靠性

指标 η ｇ 和 η ｆ 两者一致且逐渐增大，表明其可以消除不一致性问题．对于上述两个非线性结构功能函数，简单

非概率可靠性指标和比例因子非概率可靠性指标均存在较大差异．β ｇ，β ｆ，η ｇ 及 η ｆ 均与 ＭＣＳ 法得到的非概率

可靠度 １ － ｆ 的变化趋势相同，这也验证了本文所提两种非概率可靠性指标的有效性．
４．３　 工程算例 ３

考虑图 １２ 所示的，型号为《矿用高强度强环链》（ＧＢ ／ Ｔ １２７１８—２００９） ［２１］给出的刮板输送机中的链轮．其
在链窝处受到 １２０ ｋＮ 的切向力，在链轮配合孔处施加 Ｘ，Ｙ，Ｚ 方向的位移约束．齿弧半径 Ｒ１， 齿根圆弧半径

Ｒ２， 链窝部的平面圆弧半径 Ｒ３， 短齿根部的圆弧半径 Ｒ４ 以及平环中面至链轮中心距离 Ｈ 为不确定变量，其
区间分别为 ＲＩ

１ ＝ ［３３，３７］ ｍｍ，ＲＩ
２ ＝ ［８，１０］ ｍｍ，ＲＩ

３ ＝ ［２８，３２］ ｍｍ，ＲＩ
４ ＝ ［８．５，９．５］ ｍｍ 以及 ＨＩ ＝ ［１３６，１４０］

ｍｍ ．屈服强度为 Ｓ ．
采用不含二次交叉项的二次响应面构造最大应力，响应面采用 ４０ 个有限元分析样本点．图 １３ 给出了链

轮的有限元分析模型，模型包括 １８ ５１４ 个节点和 １１ １１２ 个单元．链轮的主要失效模式是齿根处的强度失效．
通过响应面法可以建立以下的结构功能函数：

　 　 ｇ（Ｘ） ＝ Ｓ － ５９８．３５５ ４６ × Ｒ１ － ６１２．５１１ ５６ × Ｒ２ － ４０９．７８７ １５ × Ｒ３ －
　 　 　 　 ２０６．０５３ ９６ × Ｒ４ － ５４２１．６８３ １２ × Ｈ ＋ ７．９２１ ０６ × Ｒ２

１ ＋ ３３．３０８ ８５ × Ｒ２
２ ＋

６６４ 应　 用　 数　 学　 和　 力　 学　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ２０２４ 年　 第 ４５ 卷



　 　 　 　 ７．０６６ １６ × Ｒ２
３ ＋ １１．４１６ ９ × Ｒ２

４ ＋ １９．５４４ ８６ × Ｈ２ ＋ ３９５ ８３７．７． （２８）
不确定变量的中点分别为 Ｒｃ

１ ＝ ３５ ｍｍ，Ｒｃ
２ ＝ ９ ｍｍ，Ｒｃ

３ ＝ ３０ ｍｍ，Ｒｃ
４ ＝ ９ ｍｍ，Ｈｃ ＝ １３８ ｍｍ， 半径分别为 Ｒｒ

１

＝ ２ ｍｍ，Ｒｒ
２ ＝ １ ｍｍ，Ｒｃ

３ ＝ ２ ｍｍ，Ｒｒ
４ ＝ ０．５ ｍｍ，Ｈｒ ＝ ２ ｍｍ， 则不确定域可表示为

　 　
Ｒ１ － ３５

２

３

＋ Ｒ２ － ９ ８ ＋
Ｒ３ － ３０

２

６

＋
Ｒ４ － ９
０．５

４

＋ Ｈ － １３８
２

２

≤ １． （２９）

图 １４ 给出了当 Ｓ 从 ８３５ ＭＰａ 到 １ １３５ ＭＰａ 时，简单非概率可靠性指标和比例因子非概率可靠性指标以

及非概率可靠度的变化曲线，其中非概率可靠度为 ＭＣＳ 法得到，ＭＣＳ 法的模拟次数由 １００ ／ ｆ 预估，当非概率

失效度不同时，模拟次数也不同．例如当 Ｓ ＝ １ １２５ ＭＰａ 时，非概率失效度 ｆ ＝ ０．００１ ７， 模拟次数 Ｎ ≥１００ ／ ｆ ＝
５．８８２ ４ × １０４ ．当 Ｓ ＝ １ １３２ ＭＰａ 时，非概率失效度 ｆ ＝ ５．８４ × １０ －６， 模拟次数 Ｎ ≥ １００ ／ ｆ ＝ １．７１２ ３ × １０７ ．

图 １２　 刮板输送机链轮

Ｆｉｇ． １２　 Ｔｈｅ ｓｐｒｏｃｋｅｔ ｗｈｅｅｌ ｏｆ ｔｈｅ ｓｃｒａｐｅｒ ｃｏｎｖｅｙｏｒ
图 １３　 链轮有限元分析图

Ｆｉｇ． １３　 Ｔｈｅ ｆｉｎｉｔｅ ｅｌｅｍｅｎｔ ａｎａｌｙｓｉｓ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ｔｈｅ ｓｐｒｏｃｋｅｔ ｗｈｅｅｌ

图 １４　 随屈服强度 Ｓ 变化的非概率可靠性分析结果 （Ｓ ＝ ８３５～１ １３５ ＭＰａ）
Ｆｉｇ． １４　 Ｎｏｎ⁃ｐｒｏｂａｂｉｌｉｓｔｉｃ ｒｅｌｉａｂｉｌｉｔｙ ａｎａｌｙｓｉｓ ｒｅｓｕｌｔｓ ｕｎｄｅｒ ｔｈｅ ｖａｒｉａｔｉｏｎ ｏｆ

ｙｉｅｌｄ ｓｔｒｅｎｇｔｈ Ｓ （Ｓ ＝ ８３５～１ １３５ ＭＰａ）

　 　 由图 １４ 可以看出，简单非概率可靠性指标和比例因子非概率可靠性指标均随着结构屈服强度的增大而

增长，且与 ＭＣＳ 法得到的非概率可靠度变化趋势相同．表明对于该非线性结构功能函数而言，两种非概率可

靠性指标均能较好地反映结构的安全程度．但简单非概率可靠性指标和比例因子非概率可靠性指标仍存在

较大差异．
广义超椭球模型可看作现有的规则凸集模型（区间模型、椭球模型和超椭球模型）的推广形式，其边界

形式则由规则凸集变化为不规则凸集．因此，如何合理有效地度量其非概率可靠性成为进一步可靠性分析和

设计的前提．本文提出简单非概率可靠性指标，将非概率可靠性度量与结构功能函数联系起来，符合可靠性
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工作者的习惯．然而，正如算例 ２ 所示，其不可避免地会遭遇不一致性问题．而比例因子非概率可靠性指标将

非概率可靠性度量与结构失效面联系起来，克服了不一致性问题．同时不难证明，区间模型非概率可靠性指

标和椭球模型非概率可靠性指标是比例因子非概率可靠性指标的特殊情况．这也客观的验证了比例因子非

概率可靠性指标的合理性．

５　 结　 　 论

本文借鉴规则凸集合模型与不规则凸集合模型的相似性，提出了广义超椭球模型简单非概率可靠性指

标和比例因子非概率可靠性指标，并讨论了简单非概率可靠性指标的不一致性问题．通过 ３ 个算例验证了本

文所提两种非概率可靠性指标的有效性．本文所提出的非概率可靠指标也为其他不规则凸模型的可靠性度

量提供了有益参考．值得指出的是，考虑广义超椭球模型的特殊边界形状，理论上也应存在着针对该特定模

型的非概率可靠性度量方法，这也是本研究潜在的后续工作之一．
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ｓｑｕａｒｅｓ ｆｏｒ ｎｏｎ⁃ｐｒｏｂａｂｉｌｉｓｔｉｃ ｒｅｌｉａｂｉｌｉｔｙ ａｎａｌｙｓｉｓ［ Ｊ］ ． Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ Ｊｏｕｒｎａｌ ｆｏｒ Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ Ｍｅｔｈｏｄｓ ｉｎ Ｅｎｇｉ⁃
ｎｅｅｒｉｎｇ， ２０２０， １２１（１８）： ４０５０⁃４０６９．

［４］　 郭书祥， 吕震宙， 冯元生． 基于区间分析的结构非概率可靠性模型［ Ｊ］ ． 计算力学学报， ２００１， １８（１）： ５６⁃６０．
（ＧＵＯ Ｓｈｕｘｉａｎｇ， ＬÜ Ｚｈｅｎｚｈｏｕ， ＦＥＮＧ Ｙｕａｎｓｈｅｎｇ． Ａ ｎｏｎ⁃ｐｒｏｂａｂｉｌｉｓｔｉｃ ｍｏｄｅｌ ｏｆ ｓｔｒｕｃｔｕｒａｌ ｒｅｌｉａｂｉｌｉｔｙ ｂａｓｅｄ ｏｎ
ｉｎｔｅｒｖａｌ ａｎａｌｙｓｉｓ［Ｊ］ ． Ｃｈｉｎｅｓｅ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ， ２００１， １８（１）： ５６⁃６０． （ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［５］　 曹鸿钧， 段宝岩． 基于凸集合模型的非概率可靠性研究［ Ｊ］ ．计算力学学报， ２００５， ２２（５）： ５４６⁃５４９． （ＣＡＯ
Ｈｏｎｇｊｕｎ， ＤＵＡＮ Ｂａｏｙａｎ． Ａｎ ａｐｐｒｏａｃｈ ｏｎ ｔｈｅ ｎｏｎ⁃ｐｒｏｂａｂｉｌｉｓｔｉｃ ｒｅｌｉａｂｉｌｉｔｙ ｏｆ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓ ｂａｓｅｄ ｏｎ ｕｎｃｅｒｔａｉｎｔｙ
ｃｏｎｖｅｘ ｍｏｄｅｌｓ［Ｊ］ ． Ｃｈｉｎｅｓｅ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ， ２００５， ２２（５）： ５４６⁃５４９． （ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［６］　 ＪＩＡＮＧ Ｃ， ＺＨＡＮＧ Ｑ Ｆ， ＨＡＮ Ｘ， ｅｔ ａｌ． Ａ ｎｏｎ⁃ｐｒｏｂａｂｉｌｉｓｔｉｃ ｓｔｒｕｃｔｕｒａｌ ｒｅｌｉａｂｉｌｉｔｙ ａｎａｌｙｓｉｓ ｍｅｔｈｏｄ ｂａｓｅｄ ｏｎ ａ
ｍｕｌｔｉｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ ｐａｒａｌｌｅｌｅｐｉｐｅｄ ｃｏｎｖｅｘ ｍｏｄｅｌ［Ｊ］ ． Ａｃｔａ Ｍｅｃｈａｎｉｃａ， ２０１３， ２２５（２）： ３８３⁃３９５．

［７］　 ＭＥＮＧ Ｚ， ＨＵ Ｈ， ＺＨＯＵ Ｈ Ｌ． Ｓｕｐｅｒ ｐａｒａｍｅｔｒｉｃ ｃｏｎｖｅｘ ｍｏｄｅｌ ａｎｄ ｉｔｓ ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎ ｆｏｒ ｎｏｎ⁃ｐｒｏｂａｂｉｌｉｓｔｉｃ ｒｅｌｉａｂｉｌｉ⁃
ｔｙ⁃ｂａｓｅｄ ｄｅｓｉｇｎ ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ［Ｊ］ ． Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ Ｍｏｄｅｌｌｉｎｇ， ２０１８， ５５（５）： ３５４⁃３７０．

［８］　 ＱＩＡＯ Ｘ Ｚ， ＳＯＮＧ Ｌ Ｆ， ＬＩＵ Ｐ， ｅｔ ａｌ． Ｉｎｖａｒｉａｎｃｅ ｐｒｏｂｌｅｍ ｉｎ ｓｔｒｕｃｔｕｒａｌ ｎｏｎ⁃ｐｒｏｂａｂｉｌｉｓｔｉｃ ｒｅｌｉａｂｉｌｉｔｙ ｉｎｄｅｘ［ Ｊ］ ．
Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｍｅｃｈａｎｉｃａｌ Ｓｃｉｅｎｃｅ ａｎｄ Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ， ２０２１， ３５（１１）： ４９５３⁃４９６１．

［９］　 ＷＡＮＧ Ｌ， ＷＡＮＧ Ｘ Ｊ， ＣＨＥＮ Ｘ， ｅｔ ａｌ． Ｔｉｍｅ⁃ｖａｒｉａｎｔ ｒｅｌｉａｂｉｌｉｔｙ ｍｏｄｅｌ ａｎｄ ｉｔｓ ｍｅａｓｕｒｅ ｉｎｄｅｘ ｏｆ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓ ｂａｓｅｄ
ｏｎ ａ ｎｏｎ⁃ｐｒｏｂａｂｉｌｉｓｔｉｃ ｉｎｔｅｒｖａｌ ｐｒｏｃｅｓｓ［Ｊ］ ． Ａｃｔａ Ｍｅｃｈａｎｉｃａ， ２０１５， ２２６： ３２２１⁃３２４１．

［１０］　 ＺＨＡＮ Ｊ Ｊ， ＬＵＯ Ｙ Ｊ， ＺＨＡＮＧ Ｘ Ｐ， ｅｔ ａｌ． Ａ ｇｅｎｅｒａｌ ａｓｓｅｓｓｍｅｎｔ ｉｎｄｅｘ ｆｏｒ ｎｏｎ⁃ｐｒｏｂａｂｉｌｉｓｔｉｃ ｒｅｌｉａｂｉｌｉｔｙ ｏｆ ｓｔｒｕｃ⁃
ｔｕｒｅｓ ｗｉｔｈ ｂｏｕｎｄｅｄ ｆｉｅｌｄ ａｎｄ ｐａｒａｍｅｔｒｉｃ ｕｎｃｅｒｔａｉｎｔｉｅｓ［Ｊ］ ． Ｃｏｍｐｕｔｅｒ Ｍｅｔｈｏｄｓ ｉｎ Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ ａｎｄ Ｅｎ⁃
ｇｉｎｅｅｒｉｎｇ， ２０２０， ３６６（１２）： １１３０４６．

［１１］　 ＷＡＮＧ Ｘ Ｊ， ＱＩＵ Ｚ Ｐ， ＥＬＩＳＨＡＫＯＦＦ Ｉ． Ｎｏｎ⁃ｐｒｏｂａｂｉｌｉｓｔｉｃ ｓｅｔ⁃ｔｈｅｏｒｅｔｉｃ ｍｏｄｅｌ ｆｏｒ ｓｔｒｕｃｔｕｒａｌ ｓａｆｅｔｙ ｍｅａｓｕｒｅ［Ｊ］ ．
Ａｃｔａ Ｍｅｃｈａｎｉｃａ， ２００８， １９８： ５１⁃６４．

［１２］ 　 ＪＩＡＮＧ Ｃ， ＢＩ Ｒ Ｇ， ＬＵ Ｇ Ｙ， ｅｔ ａｌ． Ｓｔｒｕｃｔｕｒａｌ ｒｅｌｉａｂｉｌｉｔｙ ａｎａｌｙｓｉｓ ｕｓｉｎｇ ｎｏｎ⁃ｐｒｏｂａｂｉｌｉｓｔｉｃ ｃｏｎｖｅｘ ｍｏｄｅｌ［ Ｊ］ ．
Ｃｏｍｐｕｔｅｒ Ｍｅｔｈｏｄｓ ｉｎ Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ ａｎｄ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ， ２０１３， ２５４： ８３⁃９８．

［１３］　 ＨＯＮＧ Ｌ Ｘ， ＬＩ Ｈ Ｃ， ＦＵ Ｊ Ｆ， ｅｔ ａｌ． Ｈｙｂｒｉｄ ａｃｔｉｖｅ ｌｅａｒｎｉｎｇ ｍｅｔｈｏｄ ｆｏｒ ｎｏｎ⁃ｐｒｏｂａｂｉｌｉｓｔｉｃ ｒｅｌｉａｂｉｌｉｔｙ ａｎａｌｙｓｉｓ ｗｉｔｈ
ｍｕｌｔｉ ｓｕｐｅｒ ｅｌｌｉｐｓｏｉｄａｌ ｍｏｄｅｌ［Ｊ］ ． Ｒｅｌｉａｂｉｌｉｔｙ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ ＆ Ｓｙｓｔｅｍ Ｓａｆｅｔｙ， ２０２２， ２２２： １０８４１４．

［１４］　 ＪＩＡＮＧ Ｃ， ＮＩ Ｂ Ｙ， ＨＡＮ Ｘ， ｅｔ ａｌ． Ｎｏｎ⁃ｐｒｏｂａｂｉｌｉｓｔｉｃ ｃｏｎｖｅｘ ｍｏｄｅｌ ｐｒｏｃｅｓｓ： ａ ｎｅｗ ｍｅｔｈｏｄ ｏｆ ｔｉｍｅ⁃ｖａｒｉａｎｔ ｕｎ⁃

８６４ 应　 用　 数　 学　 和　 力　 学　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ２０２４ 年　 第 ４５ 卷



ｃｅｒｔａｉｎｔｙ ａｎａｌｙｓｉｓ ａｎｄ ｉｔｓ ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎ ｔｏ ｓｔｒｕｃｔｕｒａｌ ｄｙｎａｍｉｃ ｒｅｌｉａｂｉｌｉｔｙ ｐｒｏｂｌｅｍｓ［Ｊ］ ． Ｃｏｍｐｕｔｅｒ Ｍｅｔｈｏｄｓ ｉｎ Ａｐ⁃
ｐｌｉｅｄ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ ＆ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ， ２０１４， ２６８： ６５６⁃６７６．

［１５］　 ＱＩＡＯ Ｘ Ｚ， ＷＡＮＧ Ｂ， ＦＡＮＧ Ｘ Ｒ， ｅｔ ａｌ． Ｎｏｎ⁃ｐｒｏｂａｂｉｌｉｓｔｉｃ ｒｅｌｉａｂｉｌｉｔｙ ｂｏｕｎｄｓ ｆｏｒ ｓｅｒｉｅｓ ｓｔｒｕｃｔｕｒａｌ ｓｙｓｔｅｍｓ［Ｊ］ ．
Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ Ｍｅｔｈｏｄｓ， ２０２１， １８（９）： ２１５００３８．

［１６］　 ＣＡＯ Ｌ Ｘ， ＬＩＵ Ｊ， ＸＩＥ Ｌ， ｅｔ ａｌ． Ｎｏｎ⁃ｐｒｏｂａｂｉｌｉｓｔｉｃ ｐｏｌｙｇｏｎａｌ ｃｏｎｖｅｘ ｓｅｔ ｍｏｄｅｌ ｆｏｒ ｓｔｒｕｃｔｕｒａｌ ｕｎｃｅｒｔａｉｎｔｙ ｑｕａｎｔｉ⁃
ｆｉｃａｔｉｏｎ［Ｊ］ ． Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ Ｍｏｄｅｌｌｉｎｇ， ２０２１， ８９（１）： ５０４⁃５１８．

［１７］　 ＮＩ Ｂ Ｙ， ＥＬＩＳＨＡＫＯＦＦ Ｉ， ＪＩＡＮＧ Ｃ， ｅｔ ａｌ． Ｇｅｎｅｒａｌｉｚａｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｓｕｐｅｒ ｅｌｌｉｐｓｏｉｄ ｃｏｎｃｅｐｔ ａｎｄ ｉｔｓ ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎ ｉｎ
ｍｅｃｈａｎｉｃｓ［Ｊ］ ． Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ Ｍｏｄｅｌｌｉｎｇ， ２０１６， ４０（２１ ／ ２２）： ９４２７⁃９４４４．

［１８］ 　 ＡＹＹＡＳＡＭＹ Ｓ， ＲＡＭＵ Ｐ， ＥＬＩＳＨＡＫＯＦＦ Ｉ． Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ ｉｎｅｑｕａｌｉｔｙ⁃ｂａｓｅｄ ｉｎｆｌａｔｅｄ ｃｏｎｖｅｘ ｈｕｌｌ ｆｏｒ ｕｎｃｅｒｔａｉｎｔｙ
ｑｕａｎｔｉｆｉｃａｔｉｏｎ ａｎｄ ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ ｗｉｔｈ ｓｃａｒｃｅ ｓａｍｐｌｅｓ ［ Ｊ］ ． Ｓｔｒｕｃｔｕｒａｌ ａｎｄ Ｍｕｌｔｉｄｉｓｃｉｐｌｉｎａｒｙ Ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ，
２０２１， ６４（４）： ２２６７⁃２２８５．

［１９］　 ＥＬＩＳＨＡＫＯＦＦ Ｉ， ＦＡＮＧ Ｔ， ＳＡＲＬＩＮ Ｎ， ｅｔ ａｌ． Ｕｎｃｅｒｔａｉｎｔｙ ｑｕａｎｔｉｆｉｃａｔｉｏｎ ａｎｄ ｐｒｏｐａｇａｔｉｏｎ ｂａｓｅｄ ｏｎ ｈｙｂｒｉｄ ｅｘ⁃
ｐｅｒｉｍｅｎｔａｌ， ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌ， ａｎｄ ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ ｔｒｅａｔｍｅｎｔ［Ｊ］ ． Ｍｅｃｈａｎｉｃａｌ Ｓｙｓｔｅｍｓ ａｎｄ Ｓｉｇｎａｌ Ｐｒｏｃｅｓｓｉｎｇ， ２０２１，
１４７（１）： １０７０５８．

［２０］　 刘成立， 吕震宙， 罗志清， 等． 一种通用的稳健可靠性指标［Ｊ］ ． 机械工程学报， ２０１１， ４７（１０）： １９２⁃１９８． （ＬＩＵ
Ｃｈｅｎｇｌｉ， ＬÜ Ｚｈｅｎｚｈｏｕ， ＬＵＯ Ｚｈｉｑｉｎｇ， ｅｔ ａｌ． Ａ ｇｅｎｅｒａｌ ｒｏｂｕｓｔ ｒｅｌｉａｂｉｌｉｔｙ ｉｎｄｅｘ［Ｊ］ ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｍｅｃｈａｎｉｃａｌ Ｅｎ⁃
ｇｉｎｅｅｒｉｎｇ， ２０１１， ４７（１０）： １９２⁃１９８． （ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［２１］　 矿用高强度圆环链： ＧＢ ／ Ｔ １２７１８—２００９［Ｓ］ ． 北京： 中国标准出版社， ２００９． （Ｈｉｇｈ⁃ｔｅｎｓｉｌｅ ｓｔｅｅｌ ｃｈａｉｎｓ （ ｒｏｕｎｄ
ｌｉｎｋ） ｆｏｒ ｍｉｎｉｎｇ： ＧＢ ／ Ｔ １２７１８—２００９［Ｓ］ ． Ｂｅｉｊｉｎｇ： Ｓｔａｎｄａｒｄｓ Ｐｒｅｓｓ ｏｆ Ｃｈｉｎａ， ２００９． （ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

９６４第 ４ 期　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 乔心州，等： 基于广义超椭球模型的结构非概率可靠性指标


