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摘要：　 该文考虑了一类带有扰动扩散系数和扰动终值数据的空间分数阶扩散方程反向问题，从终值时刻的测量

数据来反演初始时刻数据．该问题是严重不适定的，因此该文提出了一种迭代正则化方法来处理该反向问题，并利

用先验正则化参数选取规则得到了正则化解和精确解之间的误差估计，最后进行了一些数值模拟，验证了方法的

有效性．

关　 键　 词：　 空间分数阶扩散方程；　 反向问题；　 不适定性；　 迭代正则化

中图分类号：　 Ｏ１７５．２６　 　 　 文献标志码：　 Ａ　 　 　 ＤＯＩ： １０．２１６５６ ／ １０００⁃０８８７．４４００６６

Ａｎ Ｉｔｅｒａｔｉｖｅ Ｒｅｇｕｌａｒｉｚａｔｉｏｎ Ｍｅｔｈｏｄ ｆｏｒ Ｓｏｌｖｉｎｇ Ｂａｃｋｗａｒｄ
Ｐｒｏｂｌｅｍｓ Ｗｉｔｈ ２ Ｐｅｒｔｕｒｂａｔｉｏｎ Ｄａｔａ

ＹＵＡＮ Ｘｉａｏｙｕ，　 ＦＥＮＧ Ｘｉａｏｌｉ，　 ＺＨＡＮＧ Ｙｕｎ
（Ｓｃｈｏｏｌ ｏｆ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ａｎｄ Ｓｔａｔｉｓｔｉｃｓ， Ｘｉｄｉａｎ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ， Ｘｉ’ａｎ ７１０１２６， Ｐ．Ｒ．Ｃｈｉｎａ）

Ａｂｓｔｒａｃｔ： Ｔｈｅ ｂａｃｋｗａｒｄ ｐｒｏｂｌｅｍ ｏｆ ｓｐａｃｅ⁃ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ ｄｉｆｆｕｓｉｏｎ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ ｗｉｔｈ ｐｅｒｔｕｒｂｅｄ ｄｉｆｆｕｓｉｏｎ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓ
ａｎｄ ｐｅｒｔｕｒｂｅｄ ｆｉｎａｌ ｄａｔａ ｗａｓ ｃｏｎｓｉｄｅｒｅｄ． Ｔｈｅ ｉｎｉｔｉａｌ ｄａｔａ ｗｅｒｅ ｒｅｃｏｖｅｒｅｄ ｆｒｏｍ ｔｈｅ ｍｅａｓｕｒｅｄ ｄａｔａ ａｔ ｔｈｅ ｆｉｎａｌ
ｔｉｍｅ． Ｇｉｖｅｎ ｔｈｅ ｓｅｖｅｒｅ ｉｌｌ⁃ｐｏｓｅｄｎｅｓｓ ｏｆ ｔｈｉｓ ｐｒｏｂｌｅｍ， ａｎ ｉｔｅｒａｔｉｖｅ ｒｅｇｕｌａｒｉｚａｔｉｏｎ ｍｅｔｈｏｄ ｗａｓ ｐｒｏｐｏｓｅｄ ｔｏ ｔａｃｋｌｅ
ｉｔ． Ｔｈｅ ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｅｒｒｏｒ ｅｓｔｉｍａｔｅ ｂｅｔｗｅｅｎ ｔｈｅ ｅｘａｃｔ ａｎｄ ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｗａｓ ｏｂｔａｉｎｅｄ ｕｎｄｅｒ ｔｈｅ ａｓ⁃
ｓｕｍｐｔｉｏｎ ｏｆ ａｎ ａ⁃ｐｒｉｏｒｉ ｂｏｕｎｄ ｏｎ ｔｈｅ ｅｘａｃｔ ｓｏｌｕｔｉｏｎ． Ｆｉｎａｌｌｙ， ｓｅｖｅｒａｌ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎｓ ｗｅｒｅ ｃｏｎｄｕｃｔｅｄ ｔｏ
ｖｅｒｉｆｙ ｔｈｅ ｅｆｆｅｃｔｉｖｅｎｅｓｓ ｏｆ ｔｈｉｓ ｍｅｔｈｏｄ．

Ｋｅｙ ｗｏｒｄｓ： ｓｐａｃｅ⁃ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ ｄｉｆｆｕｓｉｏｎ ｅｑｕａｔｉｏｎ； ｂａｃｋｗａｒｄ ｐｒｏｂｌｅｍ； ｉｌｌ⁃ｐｏｓｅｄｎｅｓｓ； ｉｔｅｒａｔｉｖｅ ｒｅｇｕｌａｒｉｚａｔｉｏｎ
ｍｅｔｈｏｄ

０　 引　 　 言

近年来，分数阶微积分引起了学者们的关注，且被广泛应用于物理学领域［１］、 生物医学领域［２］及其他科
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学工程领域等［３⁃４］ ．分数阶导数的定义中存在微分⁃积分卷积算子，具有非局部性，因此可以描述不同物质的

记忆和遗传性质．
一个完整的模型需要输入数据，如初始数据、与系统的物理性质相关的边界数据、系数和源项等．然而在

某些实际情况下，我们可能无法直接获得初始数据，因此需要额外的测量数据来恢复它，这类问题被称为反

向问题．其中反向扩散问题因其在各种专业领域的应用，如图像去模糊［５］ 和水文反演［６］，而备受研究者们的

关注．在图像去模糊过程中，该方程可以应用于图像恢复过程中的去模糊过程．在水文反演中，该方程可以被

用于通过重建污染羽历史来确定污染源．众所周知，该类问题是不适定的．通常数值解对测量数据不具有连

续依赖性，即测量数据中的一个小的扰动可能导致数值解与精确解之间产生一个大的误差．为了克服其不稳

定性，人们不断提出和研究各种正则化方法．常用的正则化方法有 Ｔｉｋｈｏｎｏｖ 正则化方法［７⁃８］、Ｌａｎｄｗｅｂｅｒ 迭代

正则化方法［９］、拟边界值正则化方法［１０］、截断正则化方法［１１］、卷积正则化方法［１２］、滤波正则化方法［１３］ 和变

分型正则化方法［１４］等．
本文研究了如下一类带有变扩散系数的空间分数阶扩散方程反向问题：

　 　
∂ｕ（ｘ，ｔ）

∂ｔ
＋ ｑ（ ｔ）（ － Δ） αｕ（ｘ，ｔ） ＝ ｆ（ｘ，ｔ），　 　 （ｘ，ｔ） ∈ ＲＲ × （０，Ｔ），

ｕ（ｘ，Ｔ） ＝ ｇ（ｘ）， ｘ ∈ ＲＲ ，

ì

î

í
ïï

ïï
（１）

其中 ｑ（ ｔ） 为扩散系数，其存在正的上界和下界．分数阶 Ｌａｐｌａｃｅ 算子定义为［１５］

　 　 （ － Δ） αｈ（ｘ） ＝ ＣαｙＰＶ∫
ＲＲ

ｈ（ｘ） － ｈ（ｙ）
｜ ｘ － ｙ ｜ １＋２α ｄｙ， （２）

这里系数 Ｃα ＝ α２２αΓ（０．５ ＋ α）
πΓ（１ － α）

，α ∈ （１ ／ ２，１］，ｙＰＶ 代表 Ｃａｕｃｈｙ 主值．

问题（１）被称为空间分数阶扩散方程反向问题，这类问题已经得到了广泛的研究．当 ｑ（ ｔ） ＝ １且 ｆ ＝ ０ 时，
Ｚｈｅｎｇ 和 Ｗｅｉ［１６］提出了一种卷积正则化方法和谱正则化方法，并分别给出了相应的收敛性分析；Ｚｈｅｎｇ 和

Ｚｈａｎｇ［１７］提出了一种负指数正则化方法，同时给出了后验假设下的收敛性分析；Ｚｈａｏ 和 Ｌｉｕ 等［１８］ 提出了一

种简化的 Ｔｉｋｈｏｎｏｖ 正则化方法，且得到了正则近似解与精确解之间的误差估计．当 ｆ ＝ ｆ（ｘ，ｔ） 时，Ｌｕａｎ 和

Ｋｈａｎｈ［１９］提出了一种滤波正则化方法，同时研究了该问题在不同源项时的 Ｈöｌｄｅｒ 型误差估计．当 ｆ ＝ ｆ（ｘ，ｔ，
ｕ） 时， Ｔｕａｎ 等在文献［２０］中提出了两种修正的正则化方法以解决 ｑ（ ｔ） ＝ １ 时的反向问题；Ｋｈｉｅｕ 和 Ｖｏ［８］使

用了一个修正的 Ｔｉｋｈｏｎｏｖ 方法来求解扩散系数 ｑ（ ｔ） 无扰动时的情形．
在现实问题中，扩散系数是从统计模型或实验中建立起来的，因此扩散系数并不是确切知道的，而是一

个近似值．据笔者所知，关于带有扰动变扩散系数的反向问题的研究结果相对较少．目前，Ｔｕａｎ 等［２１］ 利用一

种卷积正则化方法来解决问题（１），并给出了误差估计；Ｄｉｅｎ 和 Ｔｒｏｎｇ［２２］ 通过一种截断正则化方法来解决带

有扰动变扩散系数的空间分数阶非线性方程，得到了正则近似解与精确解之间的误差估计．本文将采用如下

迭代正则化方法来求解问题（１）中终值数据 ｇ（ｘ） 与变扩散系数 ｑ（ ｔ） 同时带有扰动的情形：

　 　
ｕｋ，δ
ｔ （ｘ，ｔ） ＋ ｑδ１（ ｔ）（ － Δ） αｕｋ，δ（ｘ，ｔ） ＝ ｆ（ｘ，ｔ），　 　 　 　 　 （ｘ，ｔ） ∈ ＲＲ × （０，Ｔ），

ｕｋ，δ（ｘ，０） ＝ ｕｋ－１，δ（ｘ，０） － β（ｕｋ－１，δ（ｘ，Ｔ） － ｇδ２（ｘ））， ｘ ∈ ＲＲ ，{ （３）

其中 ｋ为迭代次数，也是正则化参数，β为一个松弛因子，且满足 ０ ＜ β ＜ １．初始迭代数据 ｕ０，δ（ｘ，ｔ） 取为 ０，扰
动数据 ｑδ１（ ｔ） 和 ｇδ２（ｘ） 满足

　 　 ‖ｑδ１ － ｑ‖Ｌ２［０，Ｔ］ ≤ δ１，‖ｇδ２ － ｇ‖Ｌ２（ＲＲ） ≤ δ２， （４）
类似地，下文中的‖·‖均表示对应区域上的 Ｌ２ 范数．

该迭代方法已被用于求解变系数时间分数阶扩散方程的反向问题［２３］和横向抛物方程［２４⁃２５］，该方法可以

通过较少的迭代步数得到较优的误差估计．然而这些问题是通过 Ｆｏｕｒｉｅｒ 变换来解决无界区域上的问题，正
则化问题在频域上很容易求解．本文采用的迭代正则化方法在数值上是通过有限差分法，利用更新的初始数

据反复解决正问题，同时通过较少的迭代步数得到精确解的正则化近似解．我们将使用该方法求解问题（１），
给定初始迭代数据 ｕ０，δ（ｘ，ｔ）， 通过迭代格式（３）得到的 ｕｋ，δ（ｘ，ｔ） 作为正则化近似解，其与正则化参数 ｋ密切
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相关．如何选取 ｋ 是该迭代方法的关键问题．本文将通过一个先验规则来选择正则化参数 ｋ， 并给出精确解和

正则化解之间的误差估计，以及数值仿真结果．本文想法来源于文献［２６］，该文献通过迭代正则化方法解决

一类无扰动扩散系数的时间分数阶扩散方程的反向问题．
本文主要结构具体为：第 １ 节给出了一些辅助知识和基本引理；第 ２ 节给出了迭代正则近似解，并在先

验假设下给出了精确解和正则化解之间的误差估计以及正则化参数选取规则；第 ３ 节给出了数值例子来验

证所提方法的有效性；第 ４ 节对本文进行了总结．

１　 预 备 知 识

本文的理论分析是基于 Ｆｏｕｒｉｅｒ 变换后的频域空间进行研究的，对于函数 ｖ（ｘ） ∈ Ｌ２（ＲＲ ） 的 Ｆｏｕｒｉｅｒ 变换

和逆 Ｆｏｕｒｉｅｒ 变换的定义分别为

　 　 ｖ（ξ） ＝ Ｆ { ｖ（ｘ）； ξ } ＝ １
２π
∫∞

－∞
ｖ（ｘ）ｅ － ｉξｘｄｘ，

　 　 ｖ（ｘ） ＝ Ｆ －１ { ｖ（ξ）； ｘ } ＝ １
２π
∫∞

－∞
ｖ（ξ）ｅｉξｘｄξ ．

通过 Ｆｏｕｒｉｅｒ 变换，可得到反向问题（１）的 Ｆｏｕｒｉｅｒ 形式解 ｕ（ξ，ｔ） 为

　 　 ｕ（ξ，ｔ） ＝ ｇ（ξ）ｅ∫
Ｔ

ｔ
ｑ（ ｚ）ｄｚ｜ ξ｜ ２α － ∫Ｔ

ｔ
ｅ∫

ｓ

ｔ
ｑ（ ｚ）ｄｚ｜ ξ｜ ２α ｆ　 （ξ，ｓ）ｄｓ， （５）

相应的精确解为

　 　 ｕ（ｘ，ｔ） ＝ １
２π
∫
ＲＲ
ｕ（ξ，ｔ）ｅｉｘξｄξ ．

为了获得精确解与正则化近似解之间的误差估计，往往需要给定一个先验界．本文所需要的先验条件为

　 　 ‖ｆ‖Ｌ２（ＲＲ×［０，Ｔ］） ≤ Ｅ１ （６）
和

　 　 ‖ｕ（·，０）‖ｐ ≤ Ｅ２，　 　 ｐ ≥ ０， （７）
其中 ‖ｕ（·，０）‖ｐ 的定义如下：

　 　 ‖ｕ（·，０）‖ｐ ∫∞
－∞

（１ ＋ ξ ２） ｐ ｜ ｕ（ξ，０） ｜ ２ｄξ( )
１ ／ ２

．

为了便于后面的理论分析，这里先给出两个相关引理．

引理 １［２５⁃２６］ 　 定义 Ｂｋ（λ） ＝ ∑ ｋ－１

ｉ ＝ ０
（１ － λ） ｉ 和 Ｒｋ（λ） ＝ １ － λＢｋ（λ） ＝ （１ － λ） ｋ，如果 ０ ＜ λ ＜ １， 则有

　 　 Ｂｋ（λ）λ μ ≤ ｋ１－μ，　 　 　 　 　 　 ０ ≤ μ ≤ １，
　 　 Ｒｋ（λ）λϑ ≤ θϑ（ｋ ＋ １） －ϑ，　 　 ϑ ≥ ０，

其中

　 　 θϑ ＝
１，　 　 　 ０ ≤ ϑ ≤ １，
ϑϑ， ϑ ＞ １ ．{

引理 ２　 如果 ０ ＜ λ １ ＜ １，０ ＜ λ ２ ＜ １， 则有

　 　 ｜ Ｂｋ（λ １） － Ｂｋ（λ ２） ｜ ≤ ｋ２ ｜ λ １ － λ ２ ｜ ．
证明　 因为 ０ ＜ λ １ ＜ １，０ ＜ λ ２ ＜ １，结合 ｎ 次方差公式可得

　 　 λ ｋ
１ － λ ｋ

２ ＝ （λ １ － λ ２）∑
ｋ－１

ｉ ＝ ０
λ ｉ

１·λ ｋ－１－ｉ
２ ≤ ｋ ｜ λ １ － λ ２ ｜ ，

所以有

　 　 ｜ Ｂｋ（λ １） － Ｂｋ（λ ２） ｜ ＝ ∑
ｋ－１

ｉ ＝ ０
［（１ － λ １） ｉ － （１ － λ ２） ｉ］ ≤ ∑

ｋ－１

ｉ ＝ ０
ｉ ｜ λ １ － λ ２ ｜ ≤ ｋ２ ｜ λ １ － λ ２ ｜ ．

证毕．
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２　 迭代正则化解与精确解之间的误差估计

本节将通过迭代正则化方法解决带有扰动的变扩散系数 ｑδ１（ ｔ） 和终值数据 ｇδ２（ｘ） 的空间分数阶扩散方

程反向问题，并在精确解的先验假设下给出精确解和正则化解之间的误差估计以及正则化参数选取规则．
对迭代正则化方法（３）关于空间 ｘ 做 Ｆｏｕｒｉｅｒ 变换，得到

　 　
ｕｋ，δ
ｔ （ξ，ｔ） ＋ ｑδ１（ ｔ） ｜ ξ ｜ ２αｕｋ，δ（ξ，ｔ） ＝ ｆ　 （ξ，ｔ），　 　 　 　 　 （ξ，ｔ） ∈ ＲＲ × （０，Ｔ），

ｕｋ，δ（ξ，０） ＝ ｕｋ－１，δ（ξ，０） － β（ｕｋ－１，δ（ξ，Ｔ） － ｇδ２（ξ））， ξ ∈ ＲＲ ．{ （８）

对问题（８）进行求解，可得

　 　 ｕｋ，δ（ξ，ｔ） ＝ ｅ －∫ｔ０ｑδ１（ ｚ）ｄｚ｜ ξ｜ ２αｕｋ，δ（ξ，０） ＋ ∫
０

ｔ
ｆ　 （ξ，ｓ）ｅ∫

ｓ

ｔ
ｑδ１（ ｚ）ｄｚ｜ ξ｜ ２αｄｓ ．

当 ｔ ＝ Ｔ 时，有

　 　 ｕｋ（ξ，Ｔ） ＝ ｅ －∫Ｔ０ｑδ１（ ｚ）ｄｚ｜ ξ｜ ２α ｕｋ，δ（ξ，０） ＋ ∫Ｔ
０
ｆ　 （ξ，ｓ）ｅ∫

ｓ

Ｔ
ｑδ１（ ｚ）ｄｚ｜ ξ｜ ２αｄｓ ．

将上式代入 ｕｋ，δ（ξ，０） ＝ ｕｋ－１，δ（ξ，０） － β（ｕｋ－１，δ（ξ，Ｔ） － ｇδ２（ξ））， 得

　 　 ｕｋ，δ（ξ，０） ＝ ｕｋ－１，δ（ξ，０） －

　 　 　 　 β ｅ －∫Ｔ０ｑδ１（ ｚ）ｄｚ｜ ξ｜ ２αｕｋ－１，δ（ξ，０） ＋ ∫Ｔ
０
ｆ　 （ξ，ｓ）ｅ∫

ｓ

Ｔ
ｑδ１（ ｚ）ｄｚ｜ ξ｜ ２αｄｓ － ｇδ２（ξ）( ) ＝

　 　 　 　 （１ － βｅ －∫Ｔ０ｑδ１（ ｚ）ｄｚ｜ ξ｜ ２α）ｕｋ－１，δ（ξ，０） ＋ β ｇδ２（ξ） － ∫Ｔ
０
ｆ　 （ξ，ｓ）ｅ∫

ｓ

Ｔ
ｑδ１（ ｚ）ｄｚ｜ ξ｜ ２αｄｓ( ) ＝

　 　 　 　 （１ － βｅ －∫Ｔ０ｑδ１（ ｚ）ｄｚ｜ ξ｜ ２α） ｋ ｕ０，δ（ξ，０） ＋

　 　 　 　 β∑
ｋ－１

ｉ ＝ ０
（１ － βｅ －∫Ｔ０ｑδ１（ ｚ）ｄｚ｜ ξ｜ ２α） ｉ ｇδ２（ξ） － ∫Ｔ

０
ｆ　 （ξ，ｓ）ｅ∫

ｓ

Ｔ
ｑδ１（ ｚ）ｄｚ｜ ξ｜ ２αｄｓ( ) ．

因为 ｕ０，δ（ｘ，０） ＝ ０， 所以

　 　 ｕｋ，δ（ξ，０） ＝ βＢｋ（βｅ
－∫Ｔ０ｑδ１（ ｚ）ｄｚ｜ ξ｜ ２α） ｇδ２（ξ） － ∫Ｔ

０
ｆ　 （ξ，ｓ）ｅ∫

ｓ

Ｔ
ｑδ１（ ｚ）ｄｚ｜ ξ｜ ２αｄｓ( ) ，

其中 Ｂｋ（λ） 的定义见引理 １．
下面，我们利用正则化参数的先验选择规则给出精确解 ｕ（ｘ，０） 与正则化解 ｕｋ，δ（ｘ，０） 之间的误差估计．
定理 １　 设 ｕ（ｘ，ｔ） ∈Ｃ（Ｌ２（ＲＲ ），［０，Ｔ］） 为问题（１） 的精确解，ｕｋ，δ（ｘ，ｔ） ∈Ｃ（Ｌ２（ＲＲ ），［０，Ｔ］） 是由问题

（３）给出的正则化近似解． 假设存在先验界 （ ６） 和 （ ７），同时有式 （ ４） 成立． 通过选取正则化参数 ｋ
～ ⌊１ ／ （βδ １ ／ ４）」， 可以得到如下误差估计：

　 　 ‖ｕｋ，δ（·，０） － ｕ（·，０）‖ ≤ ３Ｃ（Ｔ）Ｅδ ３ ／ ４ ＋ ２
ｌｎ（β ＋ δ －１ ／ ４）

４∫Ｔ
０
ｑ（ ｚ）ｄｚ

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷

－ｐ ／ （２α）

Ｅ，

其中

　 　 δ ＝ ｍａｘ { δ １，δ ２ } ， Ｅ ＝ ｍａｘ { ＴＥ１，Ｅ２ } ， Ｃ（Ｔ） ＝ Ｔ ∫Ｔ
０
ｑδ１（ ｚ）ｄｚ[ ] ∧ ∫Ｔ

０
ｑ（ ｚ）ｄｚ[ ]

－１
．

证明　 由三角不等式有

　 　 ‖ｕｋ，δ（·，０） － ｕ（·，０）‖ ≤ ‖ｕｋ，δ（·，０） － ｕｋ（·，０）‖ ＋ ‖ｕｋ（·，０） － ｕ（·，０）‖， （９）
其中

　 　 ｕｋ（ξ，０） ＝ βＢｋ（βｅ
－∫Ｔ０ｑ（ ｚ）ｄｚ｜ ξ｜ ２α） ｇ（ξ） － ∫Ｔ

０
ｆ　 （ξ，ｓ）ｅ∫

ｓ

Ｔ
ｑ（ ｚ）ｄｚ｜ ξ｜ ２αｄｓ( ) ．

引入中间变量

　 　 ｕｋ，δ１（ξ，０） ＝ βＢｋ（βｅ
－∫Ｔ０ｑδ１（ ｚ）ｄｚ｜ ξ｜ ２α） ｇ（ξ） － ∫Ｔ

０
ｆ　 （ξ，ｓ）ｅ∫

ｓ

Ｔ
ｑδ１（ ｚ）ｄｚ｜ ξ｜ ２α ｄｓ( ) ．

同样由三角不等式可得

　 　 ‖ｕｋ，δ（·，０） － ｕｋ（·，０）‖ ≤ ‖ｕｋ，δ（·，０） － ｕｋ，δ１（·，０）‖ ＋ ‖ｕｋ，δ１（·，０） － ｕｋ（·，０）‖ ． （１０）
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下面估计式（１０）右端的第一项．通过引理 １ 和条件（４），有

　 　 ‖ｕｋ，δ（·，０） － ｕｋ，δ１（·，０）‖ ≤ β ｓｕｐ
ξ∈ＲＲ

Ｂｋ（ｅ
－∫Ｔ０ｑδ１（ ｚ）ｄｚ｜ ξ｜ ２α）‖ｇδ２ － ｇ‖ ≤ βｋδ ２ ． （１１）

接下来估计式（１０）右端的第二项．通过计算，可得

　 　 ｜ ｕｋ，δ１（ξ，０） － ｕｋ（ξ，０） ｜ ＝ βＢｋ（βｅ
－∫Ｔ０ｑδ１（ ｚ）ｄｚ｜ ξ｜ ２α） ｇ（ξ） － ∫Ｔ

０
ｆ　 （ξ，ｓ）ｅ∫

ｓ

Ｔ
ｑδ１（ ｚ）ｄｚ｜ ξ｜ ２α ｄｓ( ) －

　 　 　 　 βＢｋ（βｅ
－∫Ｔ０ｑ（ ｚ）ｄｚ｜ ξ｜ ２α） ｇ（ξ） － ∫Ｔ

０
ｆ　 （ξ，ｓ）ｅ∫

ｓ

Ｔ
ｑ（ ｚ）ｄｚ｜ ξ｜ ２αｄｓ( )

２
≤

　 　 　 　 β ｜ （Ｂｋ（βｅ
－∫Ｔ０ｑδ１（ ｚ）ｄｚ｜ ξ｜ ２α） － Ｂｋ（βｅ

－∫Ｔ０ｑ（ ｚ）ｄｚ｜ ξ｜ ２α））ｇ（ξ） ｜ ＋

　 　 　 　 β Ｂｋ（βｅ
－∫Ｔ０ｑδ１（ ｚ）ｄｚ｜ ξ｜ ２α）∫Ｔ

０
ｆ　 （ξ，ｓ）（ｅ∫

ｓ

Ｔ
ｑ（ ｚ）ｄｚ｜ ξ｜ ２α － ｅ∫

ｓ

Ｔ
ｑδ１（ ｚ）ｄｚ｜ ξ｜ ２α）ｄｓ ＋

　 　 　 　 β （Ｂｋ（βｅ
－∫Ｔ０ｑδ１（ ｚ）ｄｚ｜ ξ｜ ２α） － Ｂｋ（βｅ

－∫Ｔ０ｑ（ ｚ）ｄｚ｜ ξ｜ ２α））∫Ｔ
０
ｆ　 （ξ，ｓ）ｅ∫

ｓ

Ｔ
ｑ（ ｚ）ｄｚ｜ ξ｜ ２αｄｓ ≤

　 　 　 　 β （Ｂｋ（βｅ
－∫Ｔ０ｑδ１（ ｚ）ｄｚ｜ ξ｜ ２α） － Ｂｋ（βｅ

－∫Ｔ０ｑ（ ｚ）ｄｚ｜ ξ｜ ２α）） ｇ（ξ） ＋ ∫Ｔ
０
ｆ　 （ξ，ｓ）ｅ∫

ｓ

Ｔ
ｑ（ ｚ）ｄｚ｜ ξ｜ ２αｄｓ( ) ＋

　 　 　 　 β Ｂｋ（βｅ
－∫Ｔ０ｑδ１（ ｚ）ｄｚ｜ ξ｜ ２α） ∫Ｔ

０
ｆ　 （ξ，ｓ）（ｅ∫

ｓ

Ｔ
ｑ（ ｚ）ｄｚ｜ ξ｜ ２α － ｅ∫

ｓ

Ｔ
ｑδ１（ ｚ）ｄｚ｜ ξ｜ ２α）ｄｓ( ) ．

因为 （ａ ＋ ｂ） ２ ≤ ２ａ２ ＋ ２ｂ２， 可得

　 　 ｜ ｕｋ，δ１（ξ，０） － ｕｋ（ξ，０） ｜ ２ ≤

　 　 　 　 ２β ２ （Ｂｋ（βｅ
－∫Ｔ０ｑδ１（ ｚ）ｄｚ｜ ξ｜ ２α） － Ｂｋ（βｅ

－∫Ｔ０ｑ（ ｚ）ｄｚ｜ ξ｜ ２α）） ｇ（ξ） ＋ ∫Ｔ
０
ｆ　 （ξ，ｓ）ｅ∫

ｓ

Ｔ
ｑ（ ｚ）ｄｚ｜ ξ｜ ２αｄｓ( )

２
＋

　 　 　 　 ２β ２ Ｂｋ（βｅ
－∫Ｔ０ｑδ１（ ｚ）ｄｚ｜ ξ｜ ２α） ∫Ｔ

０
ｆ　 （ξ，ｓ）（ｅ∫

ｓ

Ｔ
ｑ（ ｚ）ｄｚ｜ ξ｜ ２α － ｅ∫

ｓ

Ｔ
ｑδ１（ ｚ）ｄｚ｜ ξ｜ ２α）ｄｓ( )

２
＝

　 　 　 　 ２β ２Ｉ１ ＋ ２β ２Ｉ２ ．
下面我们分别估计 Ｉ１ 和 Ｉ２， 通过引理 ２ 和微分中值定理，有

　 　 Ｉ１ ≤ ｋ４β ２ ｜ ｅ －∫Ｔ０ｑδ１（ ｚ）ｄｚ｜ ξ｜ ２α － ｅ －∫Ｔ０ｑ（ ｚ）ｄｚ｜ ξ｜ ２α ｜ ２· ｇ（ξ） ＋ ∫Ｔ
０
ｆ　 （ξ，ｓ）ｅ∫

ｓ

Ｔ
ｑ（ ｚ）ｄｚ｜ ξ｜ ２α ｄｓ

２
≤

　 　 　 　 ｋ４β ２ ｅ － ∫Ｔ０ｑδ１（ ｚ）ｄｚ[ ] ∧ ∫Ｔ０ｑ（ ｚ）ｄｚ[ ] ｜ ξ｜ ２α ｜ ξ ｜ ２α∫Ｔ
０
（ｑδ１（ ｚ） － ｑ（ ｚ））ｄｚ( )

２
×

　 　 　 　 ｇ（ξ） ＋ ∫Ｔ
０
ｆ　 （ξ，ｓ）ｅ∫

ｓ

Ｔ
ｑ（ ｚ）ｄｚ｜ ξ｜ ２αｄｓ

２
．

因为

　 　 ｅ －ａｘｘ ≤ ｅ －１ａ －１ ≤ ａ －１，　 　 ａ ＞ ０， ｘ ∈ ＲＲ ， （１２）
所以可得

　 　 Ｉ１ ≤ ｋ４β ２ ∫Ｔ
０
ｑδ１（ ｚ）ｄｚ[ ] ∧ ∫Ｔ

０
ｑ（ ｚ）ｄｚ[ ]

－２ ∫Ｔ
０
（ｑδ１（ ｚ） － ｑ（ ｚ））ｄｚ( )

２
×

　 　 　 　 ｇ（ξ） ＋ ∫Ｔ
０
ｆ　 （ξ，ｓ）ｅ∫

ｓ

Ｔ
ｑ（ ｚ）ｄｚ｜ ξ｜ ２αｄｓ

２
≤

　 　 　 　 ｋ４β ２ ∫Ｔ
０
ｑδ１（ ｚ）ｄｚ[ ] ∧ ∫Ｔ

０
ｑ（ ｚ）ｄｚ[ ]

－２
Ｔ∫Ｔ

０
｜ ｑδ１（ ｚ） － ｑ（ ｚ） ｜ ２ｄｚ ×

　 　 　 　 ｇ（ξ） ＋ ∫Ｔ
０
ｆ　 （ξ，ｓ）ｅ∫

ｓ

Ｔ
ｑ（ ｚ）ｄｚ｜ ξ｜ ２αｄｓ

２
． （１３）

由精确解（５）可得

　 　 ｇ（ξ） ＝ ｅ －∫Ｔ０ｑ（ ｚ）ｄｚ｜ ξ｜ ２α ｕ（ξ，０） ＋ ∫Ｔ
０
ｅ∫０

ｓ
ｑ（ ｚ）ｄｚ｜ ξ｜ ２α ｆ　 （ξ，ｓ）ｄｓ( ) ． （１４）

结合式（１３）和（１４）可得

　 　 Ｉ１ ≤ ｋ４β ２Ｔ ∫Ｔ
０
ｑδ１（ ｚ）ｄｚ[ ] ∧ ∫Ｔ

０
ｑ（ ｚ）ｄｚ[ ]

－２
×
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　 　 　 　 ∫Ｔ
０
｜ ｑδ１（ ｚ） － ｑ（ ｚ） ｜ ２ｄｚ ｕ（ξ，０） ＋ ２∫Ｔ

０
ｆ　 （ξ，ｓ）ｄｓ( )

２
．

通过引理 １ 和微分中值定理，可得

　 　 Ｉ２ ≤ ｋ２ ∫Ｔ
０
ｆ　 （ξ，ｓ）（ｅ∫

ｓ

Ｔ
ｑ（ ｚ）ｄｚ｜ ξ｜ ２α － ｅ∫

ｓ

Ｔ
ｑδ１（ ｚ）ｄｚ｜ ξ｜ ２α）ｄｓ

２
≤

　 　 　 　 ｋ２ ∫Ｔ
０
ｆ　 （ξ，ｓ）ｅ ∫ｓＴｑδ１（ ｚ）ｄｚ[ ] ∨ ∫ｓＴｑ（ ｚ）ｄｚ[ ] ｜ ξ｜ ２α ｜ ξ ｜ ２α∫Ｔ

ｓ
（ｑδ１（ ｚ） － ｑ（ ｚ））ｄｚｄｓ

２
．

通过式（１２）和 Ｈöｌｄｅｒ 不等式，有

　 　 Ｉ２ ≤ ｋ２ ∫Ｔ
０
ｆ　 （ξ，ｓ） ∫Ｔ

ｓ
ｑδ１（ ｚ）ｄｚ[ ] ∧ ∫Ｔ

ｓ
ｑ（ ｚ）ｄｚ[ ]

－１∫Ｔ
ｓ
（ｑδ１（ ｚ） － ｑ（ ｚ））ｄｚｄｓ

２
≤

　 　 　 　 ｋ２Ｔ ∫Ｔ
０
ｑδ１（ ｚ）ｄｚ[ ] ∧ ∫Ｔ

０
ｑ（ ｚ）ｄｚ[ ]

－２ ∫Ｔ
０
ｆ　 （ξ，ｓ）ｄｓ( )

２∫Ｔ
０
｜ ｑδ１（ ｚ） － ｑ（ ｚ） ｜ ２ｄｚ ．

通过 Ｐａｒｓｅｖａｌ 等式和 Ｈöｌｄｅｒ 不等式以及先验条件（７），可以得到

　 　 ‖ｕｋ，δ１（·，０） － ｕｋ（·，０）‖２ ＝
　 　 　 　 ‖ｕｋ，δ１（·，０） － ｕｋ（·，０）‖２ ＝

　 　 　 　 ∫
ＲＲ
｜ ｕｋ，δ１（ξ，０） － ｕｋ（ξ，０） ｜ ２ｄξ ≤ ∫

ＲＲ
（２β ２Ｉ１ ＋ ２β ２Ｉ２）ｄξ ≤

　 　 　 　 ２β ２∫
ＲＲ

ｋ４β ２Ｔ ∫Ｔ
０
ｑδ１（ ｚ）ｄｚ[ ] ∧ ∫Ｔ

０
ｑ（ ｚ）ｄｚ[ ]

－２
×[

　 　 　 　 ∫Ｔ
０
｜ ｑδ１（ ｚ） － ｑ（ ｚ） ｜ ２ｄｚ ｕ（ξ，０） ＋ ２∫Ｔ

０
ｆ　 （ξ，ｓ）ｄｓ( )

２
＋

　 　 　 　 ｋ２Ｔ ∫Ｔ
０
ｑδ１（ ｚ）ｄｚ[ ] ∧ ∫Ｔ

０
ｑ（ ｚ）ｄｚ[ ]

－２ ∫Ｔ
０
ｆ　 （ξ，ｓ）ｄｓ( )

２∫Ｔ
０
｜ ｑδ１（ ｚ） － ｑ（ ｚ） ｜ ２ｄｚ ] ｄξ ＝

　 　 　 　 ２β ２ｋ２Ｔ ∫Ｔ
０
ｑδ１（ ｚ）ｄｚ[ ] ∧ ∫Ｔ

０
ｑ（ ｚ）ｄｚ[ ]

－２∫Ｔ
０
｜ ｑδ１（ ｚ） － ｑ（ ｚ） ｜ ２ｄｚ ×

　 　 　 　 ∫
ＲＲ

ｋ２β ２ ｕ（ξ，０） ＋ ２∫Ｔ
０
ｆ　 （ξ，ｓ）ｄｓ( )

２
＋ ∫Ｔ

０
ｆ　 （ξ，ｓ）ｄｓ( )

２

[ ] ｄξ ≤

　 　 　 　 ２β ２ｋ２Ｔ ∫Ｔ
０
ｑδ１（ ｚ）ｄｚ[ ] ∧ ∫Ｔ

０
ｑ（ ｚ）ｄｚ[ ]

－２∫Ｔ
０
｜ ｑδ１（ ｚ） － ｑ（ ｚ） ｜ ２ｄｚ ×

　 　 　 　 ２ｋ２β ２∫
ＲＲ
ｕ２（ξ，０）ｄξ ＋ （８ｋ２β ２ ＋ １）Ｔ∫

ＲＲ
∫Ｔ

０
ｆ　 ２（ξ，ｓ）ｄｓｄξ[ ] ≤

　 　 　 　 ２β ２ｋ２Ｔ ∫Ｔ
０
ｑδ１（ ｚ）ｄｚ[ ] ∧ ∫Ｔ

０
ｑ（ ｚ）ｄｚ[ ]

－２∫Ｔ
０
｜ ｑδ１（ ｚ） － ｑ（ ｚ） ｜ ２ｄｚ（８ｋ２β ２ ＋ １）Ｅ２，

　 　 Ｅ ＝ ｍａｘ { ＴＥ１，Ｅ２ } ．

令 Ｃ（Ｔ） ＝ Ｔ ∫Ｔ
０
ｑδ１（ ｚ）ｄｚ[ ] ∧ ∫Ｔ

０
ｑ（ ｚ）ｄｚ[ ]

－１
， 则

　 　 ‖ｕｋ，δ１（·，０） － ｕｋ（·，０）‖２ ≤ ２β ２ｋ２（８ｋ２β ２ ＋ １）Ｃ２（Ｔ）Ｅ２δ １
２ ． （１５）

结合式（１０）、（１１）和（１５）可得

　 　 ‖ｕｋ，δ（·，０） － ｕｋ（·，０）‖２ ≤ βｋδ ２ ＋ ２β ２ｋ２（８ｋ２β ２ ＋ １） Ｃ（Ｔ）Ｅδ １ ． （１６）
下面估计式（９）右端第二项．通过 Ｐａｒｓｅｖａｌ 等式可得

　 　 ‖ｕｋ（·，０） － ｕ（·，０）‖２ ＝ ∫
ＲＲ
｜ ｕｋ（ξ，０） － ｕ（ξ，０） ｜ ２ｄξ ＝

　 　 　 　 ∫
ＲＲ
｜ βｅ －∫Ｔ０ｑ（ ｚ）ｄｚ｜ ξ｜ ２αＢｋ（βｅ

－∫Ｔ０ｑ（ ｚ）ｄｚ｜ ξ｜ ２α）ｕ（ξ，０） － ｕ（ξ，０） ｜ ２ｄξ ＝

　 　 　 　 ∫
ＲＲ
｜ １ － βｅ －∫Ｔ０ｑ（ ｚ）ｄｚ ｜ ξ｜ ２αＢｋ（βｅ

－∫Ｔ０ｑ（ ｚ）ｄｚ｜ ξ｜ ２α）( ) ｕ（ξ，０） ｜ ２ｄξ ＝

　 　 　 　 ∫
ＲＲ
｜ Ｒｋ（βｅ

－∫Ｔ０ｑ（ ｚ）ｄｚ｜ ξ｜ ２α）（１ ＋｜ ξ ｜ ２） －ｐ ／ ２（１ ＋｜ ξ ｜ ２） ｐ ／ ２ｕ（ξ，０） ｜ ２ｄξ ＝
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　 　 　 　 ∫
｜ ξ｜ ≤｜ ξ０｜

｜ Ｒｋ（βｅ
－∫Ｔ０ｑ（ ｚ）ｄｚ｜ ξ｜ ２α）（１ ＋｜ ξ ｜ ２） －ｐ ／ ２（１ ＋｜ ξ ｜ ２） ｐ ／ ２ｕ（ξ，０） ｜ ２ｄξ ＋

　 　 　 　 ∫
｜ ξ｜ ＞ ｜ ξ０｜

｜ Ｒｋ（βｅ
－∫Ｔ０ｑ（ ｚ）ｄｚ｜ ξ｜ ２α）（１ ＋｜ ξ ｜ ２） －ｐ ／ ２（１ ＋｜ ξ ｜ ２） ｐ ／ ２ｕ（ξ，０） ｜ ２ｄξ ＝ Ｊ１ ＋ Ｊ２ ．

通过引理 １，可以得到

　 　 Ｊ１ ≤ ∫
｜ ξ｜ ≤｜ ξ０｜

Ｒｋ（βｅ
－∫Ｔ０ｑ（ ｚ）ｄｚ｜ ξ｜ ２α）βｅ －∫Ｔ０ｑ（ ｚ）ｄｚ｜ ξ｜ ２α （１ ＋｜ ξ ｜ ２） －ｐ ／ ２（１ ＋｜ ξ ｜ ２） ｐ ／ ２ｕ（ξ，０）

βｅ －∫Ｔ０ｑ（ ｚ）ｄｚ｜ ξ｜ ２α
２

ｄξ ≤

　 　 　 　 ∫
｜ ξ｜ ≤｜ ξ０｜

（１ ＋ ｋ） －１ （１ ＋｜ ξ ｜ ２） －ｐ ／ ２（１ ＋｜ ξ ｜ ２） ｐ ／ ２ｕ（ξ，０）

βｅ －∫Ｔ０ｑ（ ｚ）ｄｚ｜ ξ｜ ２α
２

ｄξ ≤

　 　 　 　 （１ ＋ ｋ） －２β －２ｅ２∫Ｔ０ｑ（ ｚ）ｄｚ｜ ξ０｜ ２α∫｜ ξ｜ ≤｜ ξ０｜
（１＋｜ ξ｜ ２） ｐｕ^２（ξ，０）ｄξ ≤

　 　 　 　 （１ ＋ ｋ） －２β －２ｅ２∫Ｔ０ｑ（ ｚ）ｄｚ｜ ξ０｜ ２αＥ２
２，

以及

　 　 Ｊ２ ≤ ∫
｜ ξ｜ ＞ ｜ ξ０｜

（１ ＋｜ ξ ｜ ２） －ｐ（１ ＋｜ ξ ｜ ２） ｐｕ２（ξ，０）ｄξ ≤ （１ ＋｜ ξ ０ ｜ ２） －ｐＥ２
２，

所以

　 　 ‖ｕｋ（·，０） － ｕ（·，０）‖２ ≤ ［（１ ＋ ｋ） －２β －２ｅ２∫Ｔ０ｑ（ ｚ）ｄｚ｜ ξ０｜ ２α ＋ （１ ＋｜ ξ ０ ｜ ２） －ｐ］Ｅ２
２ ．

取 ｜ ξ ０ ｜ ２α ＝ ｌｎ［（１ ＋ ｋ）β］

２∫Ｔ
０
ｑ（ ｚ）ｄｚ

， 有

　 　 ‖ｕｋ（·，０） － ｕ（·，０）‖２ ≤ １
（ｋ ＋ １）β

＋ １ ＋
ｌｎ［（１ ＋ ｋ）β］

２∫Ｔ
０
ｑ（ ｚ）ｄｚ

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷

１ ／ α
é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

－ｐ
æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷
Ｅ２

２ ≤

　 　 　 　 １
（ｋ ＋ １）β

＋
ｌｎ［（１ ＋ ｋ）β］

２∫Ｔ
０
ｑ（ ｚ）ｄｚ

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷

－ｐ ／ α
æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷
Ｅ２ ．

由于迭代步数 ｋ 为正整数，因此选取正则化参数 ｋ 为⌊１ ／ （βδ １ ／ ４）」，记为 ｋ ～ ⌊１ ／ （βδ １ ／ ４）」，δ ＝ ｍａｘ { δ １，δ ２ } ．
综上，我们有

　 　 ‖ｕｋ，δ（·，０） － ｕ（·，０）‖ ≤ βｋδ ＋ ２β ２ｋ２（８ｋ２β ２ ＋ １） Ｃ（Ｔ）Ｅδ ＋

　 　 　 　 Ｅ １
（ｋ ＋ １）β

＋
ｌｎ［（１ ＋ ｋ）β］

２∫Ｔ
０
ｑ（ ｚ）ｄｚ

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷

－ｐ ／ α

≤

　 　 　 　 ３Ｃ（Ｔ）Ｅδ ３ ／ ４ ＋ ２
ｌｎ（β ＋ δ －１ ／ ４）

２∫Ｔ
０
ｑ（ ｚ）ｄｚ

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷

－ｐ ／ （２α）

Ｅ ．

证毕．

注 １　 通过理论结果可以看出， ｋ 的选取与 β 的取值关系如下：β 越大，迭代步数 ｋ 越少．同时我们将在数值算例中对其进

行验证．

３　 数 值 算 例

本节将通过数值算例验证我们所使用的迭代正则化方法对处理空间分数阶扩散方程反向问题的有效性．
首先利用离散 Ｆｏｕｒｉｅｒ 变换给出以下正问题的数值解来构造终值数据：

　 　
∂ｕ（ｘ，ｔ）

∂ｔ
＋ ｑ（ ｔ）（ － Δ） αｕ（ｘ，ｔ） ＝ ｆ（ｘ，ｔ），　 　 （ｘ，ｔ） ∈ ＲＲ × （０，Ｔ），

ｕ（ｘ，０） ＝ ϕ（ｘ）， ｘ ∈ ＲＲ ．

ì

î

í
ïï

ïï
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根据正问题解的表达式：

　 　 ｕ（ｘ，ｔ） ＝ １
２π
∫
ＲＲ
ｕ（ξ，ｔ）ｅｉｘξｄξ， （１７）

其中

　 　 ｕ（ξ，ｔ） ＝ ϕ（ξ）ｅ ｜ ξ｜ ２α∫Ｔｔ ｑ（ ｚ）ｄｚ ＋ ∫ｔ
０
ｅ ｜ ξ｜ ２α∫ｓｔｑ（ ｚ）ｄｚ ｆ　 （ξ，ｓ）ｄｓ，

对 ｘ，ｔ 进行离散，假设 ｔｎ ＝ ｎτ（ｎ ＝ ０，１，…，Ｎｔ），其中 τ ＝ Ｔ ／ Ｎｔ 为时间方向的离散步长；ｘｍ ＝ ｍｈ（ｍ ＝ ０， ± １，
…， ± Ｎｘ），其中 ｈ 为空间方向的离散步长．将 ｕ（ｘｍ，ｔｎ），ｕｋ（ｘｍ，ｔｎ） 的近似解分别记为 { ｕ } ｎ

ｍ， { ｕｋ } ｎ
ｍ ．然后通

过离散 Ｆｏｕｒｉｅｒ 变换计算式（１７），从而得到终值数据 ｇ，给其添加随机扰动得到扰动数据 ｇδ２ ．实际上，变量扩

散系数 ｑ 也为测量数据，因此对其也添加随机扰动来表示扰动数据 ｑδ１ ．本文采用的扰动方式如下：
　 　 ｑδ１ ＝ ｑ ＋ １ｑ（２·ｒａｎｄ（ｓｉｚｅ（ｑ） － １）），
　 　 ｇδ２ ＝ ｇ ＋ ２ｇ（２·ｒａｎｄ（ｓｉｚｅ（ｇ） － １）），

其中函数 ｒａｎｄ（·）生成随机数数组，其元素的均值为 ０，方差为 １．
为了避免“反演过失”，反向问题采用方法应该与正问题不同，因此本文采用的是结合有限差分法的迭

代正则化方法．接下来将描述如何应用迭代正则化方法解决问题（１）．
一维分数阶 Ｌａｐｌａｃｅ 算子 （ － Δ） α 等价于 α 阶 Ｒｉｅｓｚ 导［２７⁃２８］，分数阶 Ｌａｐｌａｃｅ 算子在网格点 （ｘｍ，ｔｎ） 的中

心差分离散格式为

　 　 （ － Δ） αｕ（ｘｍ，ｔｎ） ＝ ｈ －２α ∑
ｍ＋Ｎｘ

ｌ ＝ ｍ－Ｎｘ

{ ｕｋ } ｎ
ｍ－ｌ ＋ Ｏ（ｈ２），

其中 μ ２α
ｌ ＝ （ － １） ｌΓ（２α ＋ １）

Γ（α － ｌ ＋ １）Γ（α ＋ ｌ ＋ １）
．从而可得迭代正则化方法（３）的 Ｃｒａｎｋ⁃Ｎｉｃｏｌｓｏｎ 离散格式［２９］：

　 　

{ ｕｋ } ｎ＋１
ｍ － { ｕｋ } ｎ

ｍ

τ
＝ － １

２
ｑｎ＋１ｈ

－２α ∑
ｍ＋Ｎｘ

ｌ ＝ ｍ－Ｎｘ

μ ２α
ｌ { ｕｋ } ｎ＋１

ｍ－ｌ －

　 　 １
２

ｑｎ＋１ｈ
－２α ∑

ｍ＋Ｎｘ

ｌ ＝ ｍ－Ｎｘ

μ ２α
ｌ { ｕｋ } ｎ

ｍ－ｌ ＋ ｆ（ｘｍ，ｔｎ） ＋ Ｏ（τ ２ ＋ ｈ２），

{ ｕｋ } ０
ｍ ＝ { ｕｋ－１ } ０

ｍ ＋ β（ { ｕｋ－１ } Ｎｔ
ｍ － ｇδ２

ｍ ） ．

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï

（１８）

其矩阵形式为

　 　 １
２

τｑｎ＋１ｈ
－２αＡ ＋ Ｉæ

è
ç

ö

ø
÷ Ｕｎ＋１ ＝ － １

２
τｑｎ＋１ｈ

－２αＡ ＋ Ｉæ

è
ç

ö

ø
÷ Ｕｎ ＋ τＦｎ，

其中

　 　 Ｕｎ ＝ （ { ｕｋ } ｎ
－Ｎｘ

，…， { ｕｋ } ｎ
Ｎｘ
） Ｔ， Ｆｎ ＝ （ { ｆ } ｎ

－Ｎｘ
，…， { ｆ } ｎ

Ｎｘ
） Ｔ， ｑｎ ＝ ｑ（ ｔｎ），

　 　 Ａ ＝

μ ２α
０ μ ２α

－１ … μ ２α
－２ｍ

μ ２α
１ μ ２α

０ … μ ２α
－２ｍ＋１

︙ ︙ ︙
μ ２α

２ｍ μ ２α
２ｍ－１ … μ ２α

０

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷

２Ｎｘ＋１

．

给定初始迭代数据 ｕ０，δ（ｘ，ｔ） ＝ ０， 将其代入迭代格式（１８），选取停止条件 ‖ｕｋ（·，Ｔ） － ｇδ２（·）‖Ｌｈ２ ≤ η，
这里取 η ＝ １０ －２，最终得到 ｕｋ，δ（ｘ，ｔ）， 具体步骤如下：

步骤 １　 给出初始值 ｕ０（ｘ，０） ＝ ０；
步骤 ２　 将 ｕｋ（ｘ，０） 代入差分格式（１８），得到 ｕｋ（ｘ，Ｔ）；
步骤 ３　 如果 ‖ｕｋ（·，Ｔ） － ｇδ２（·）‖Ｌｈ２ ≤ η， 结束循环，进入步骤 ６，否则进入步骤 ４；
步骤 ４　 更新 ｕｋ（ｘ，０），这里 ｕｋ（ｘ，０） ＝ ｕｋ－１（ｘ，０） ＋ β（ｕｋ－１（ｘ，Ｔ） － ｇδ２（ｘ））；
步骤 ５　 置 ｋ ＝ ｋ ＋ １， 进入步骤 ２，循环步骤 ２—４；
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步骤 ６　 最后得到 ｕｋ（ｘ，ｔ） 为迭代正则化解．
为了验证数值的精确性，定义绝对误差和相对误差分别为

　 　 ｅａ（ ｔ） ＝ ‖ｕｋ（·，０） － ｕ（·，０）‖Ｌｈ２，

　 　 ｅｒ（ ｔ） ＝
‖ｕｋ（·，０） － ｕ（·，０）‖Ｌｈ２

‖ｕ（·，０）‖Ｌｈ２
，

其中 ‖ｇ‖２
Ｌｈ２

＝ ｈ∑ｍ
ｇ２（ｘｍ），且 ｈ 代表步长．

接下来，将给出数值算例来验证方法的有效性，取 ｑ（ ｔ） ＝ ｔ２ ＋ １，Ｔ ＝ １，Ｎｘ ＝ ３０ 和 Ｎｔ ＝ １００．
例 １　 考虑

　 　 ϕ（ｘ） ＝
ｅ －ｘ２，　 　 ｘ ∈ ［ － Ｌ，Ｌ］，
０， ｘ ［ － Ｌ，Ｌ］，{

　 　 ｆ（ｘ，ｔ） ＝
ｅ －ｘ２ｅ －Ｌｔ，　 　 ｘ ∈ ［ － Ｌ，Ｌ］，
０， ｘ ［ － Ｌ，Ｌ］ ．{

取 Ｌ ＝ １０，α ＝ ０．６，β ＝ ０．９， 图 １ 给出了例 １ 的精确解 ｕ（ｘ，ｔ） 和不同误差水平下的正则化解 ｕｋ（ｘ，ｔ） ．取
误差水平  ＝ ｍａｘ { １，２ } ， 分别为  ＝ １０－１，１０－２，１０－３，对应的正则化参数分别为 ｋ ＝ １１，３５，９５．从图 １ 中可以

直观地看出，误差水平  越小，正则化解近似精确解的结果越好．同时发现随着 ｔ 的增大，正则化解近似精确

解的结果也越好．因此在图 ２中，我们给出了在不同时刻下的精确解和正则化解．从图 ２中可以看出，时间 ｔ 越
大，近似结果越好，这与图 １ 的结果一致．

图 １　 精确解和在不同误差水平下的正则化解

Ｆｉｇ． １　 Ｅｘａｃｔ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ａｎｄ ｒｅｇｕｌａｒｉｚｅｄ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｎｏｉｓｅ ｌｅｖｅｌｓ

在表 １ 中，我们给出了不同误差水平下 ｕ（ｘ，ｔ） 的相对误差和绝对误差．从表 １ 中可以明显地看出，扩散

系数 ｑ（ ｔ） 和数据 ｇ（ｘ） 的误差都影响问题的反演结果．误差水平 １，２ 越小，绝对误差 ｅａ（ ｔ） 越小．这与理论结

果是一致的．表 ２给出了 ｔ ＝ ０．９时松弛因子 β、 扰动数据 与迭代步数 ｋ之间的关系．通过表 ２可以看出，迭代

步数 ｋ与松弛因子 β 和误差水平 的取值有关，即松弛因子 β 越大，相对应的迭代步数 ｋ越少； 扰动误差 越
大，迭代步数 ｋ 越少．这与我们的理论结果一致．在表 ３ 中，对文献［８］中式（１０）提到的经典 Ｔｉｋｈｏｎｏｖ 正则化

方法（ＴＲＭ）和本文给出的迭代正则化方法（ＩＲＭ）在扰动水平  ＝ １０ －１，１０ －２ 下进行比较．ＴＲＭ 选取正则化参
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数 β（） ＝ ， ＩＲＭ 选取正则化参数 ｋ ＝ ９，４５．通过表 ３ 可以得到：ＩＲＭ 在 ｔ接近 Ｔ 时刻下，误差相对低于 ＴＲＭ；
当 ｔ 远离 Ｔ 时，ＩＲＭ 误差相对高于 ＴＲＭ ．实际上误差与正则化参数选取有着紧密的联系，两个方法在不同时

刻发挥着各自的优势．

（ａ） ｔ ＝ ０．９ （ｂ） ｔ ＝ ０．７

（ｃ） ｔ ＝ ０．５ （ｄ） ｔ ＝ ０．３
图 ２　 不同时刻下的精确解和正则化解

Ｆｉｇ． ２　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｅｘａｃｔ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ａｎｄ ｒｅｇｕｌａｒｉｚｅｄ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ａｔ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｍｏｍｅｎｔｓ

表 １　 不同误差水平下 ｕ（ｘ，ｔ） 的相对误差和绝对误差 （α ＝ ０．６）

Ｔａｂｌｅ １　 Ｒｅｌａｔｉｖｅ ａｎｄ ａｂｓｏｌｕｔｅ ｅｒｒｏｒｓ ｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇ ｔｏ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｎｏｉｓｅ ｌｅｖｅｌｓ （α ＝ ０．６）

ｔ
１ ＝ １０ －１ ２ ＝ ０

ｅａ（ ｔ） ｅｒ（ ｔ）

１ ＝ ０ ２ ＝ １０ －１

ｅａ（ ｔ） ｅｒ（ ｔ）

１ ＝ １０ －１ ２ ＝ １０ －１

ｅａ（ ｔ） ｅｒ（ ｔ）

０．９ ０．０１７ ０ ０．０３２ ５ ０．０２３ ８ ０．０４５ ４ ０．０２４ ８ ０．０４７ ４

０．５ ０．０７６ ９ ０．０６２ ８ ０．０７４ ３ ０．０６８ ８ ０．０９３ ５ ０．０７６ ４

０．３ ０．１１４ ０ ０．０８７ ３ ０．１０９ ８ ０．０８４ ６ ０．１３７ ３ ０．０９６ ０

ｔ
１ ＝ １０ －２ ２ ＝ ０

ｅａ（ ｔ） ｅｒ（ ｔ）

１ ＝ ０ ２ ＝ １０ －２

ｅａ（ ｔ） ｅｒ（ ｔ）

１ ＝ １０ －２ ２ ＝ １０ －２

ｅａ（ ｔ） ｅｒ（ ｔ）

０．９ ０．００７ ５ ０．０１４ ３ ０．００７ ３ ０．０１４ ０ ０．００７ ８ ０．０１５ ０

０．５ ０．０４１ ６ ０．０３４ ０ ０．０３５ ５ ０．０２９ ０ ０．０４４ ８ ０．０３６ ６

０．３ ０．０７８ ９ ０．０５１ ４ ０．０６８ ７ ０．０４４ ７ ０．０８３ １ ０．０５４ ２

表 ２　 ｔ ＝ ０．９ 时刻下 β，  与迭代步数 ｋ 之间的关系

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐｓ ｂｅｔｗｅｅｎ β，  ａｎｄ ｉｔｅｒａｔｉｖｅ ｓｔｅｐ ｎｕｍｂｅｒ ｋ ａｔ ｔｉｍｅ ｔ ＝ ０．９

β ＝ ０．１ β ＝ ０．５ β ＝ １

ｋ（ ＝ １０ －１） ６８ １５ ７

ｋ（ ＝ １０ －２） ４１８ １２６ １８

ｋ（ ＝ １０ －３） ５４９ １９３ ５６

９６２１第 １０ 期　 　 　 　 　 　 　 　 袁小雨，等： 一种迭代正则化方法求解一类同时带有两个扰动数据的反向问题



表 ３　 Ｔｉｋｈｏｎｏｖ 正则化方法（ＴＲＭ）和迭代正则化方法（ＩＲＭ）下 ｕ（ｘ，ｔ） 的相对误差和绝对误差 （α ＝ ０．６）
Ｔａｂｌｅ ３　 Ｒｅｌａｔｉｖｅ ａｎｄ ａｂｓｏｌｕｔｅ ｅｒｒｏｒｓ ｏｆ ｕ（ｘ，ｔ） ｕｎｄｅｒ ｔｈｅ ＴＲＭ ａｎｄ ＩＲＭ （α ＝ ０．６）

　
ｔ ＝ ０．８

２ ＝ １０ －１ １ ＝ １０ －２

ｔ ＝ ０．５

２ ＝ １０ －１ １ ＝ １０ －２

ｔ ＝ ０．３

２ ＝ １０ －１ １ ＝ １０ －２

ＴＲＭ
ｅａ（ ｔ） ０．０７９ ６ ０．０１８ ５ ０．０９７ ２ ０．０２８ ８ ０．２６０ ９ ０．０４８ ０
ｅｒ（ ｔ） ０．１０８ ４ ０．０２５ １ ０．１１５ ８ ０．０２７ ３ ０．１６８ ９ ０．０３１ ０

ＩＲＭ
ｅａ（ ｔ） ０．０３３ ０ ０．００３ ４ ０．０６０ ９ ０．０１１ ６ ０．１３７ ３ ０．０６０ ４
ｅｒ（ ｔ） ０．０４５ ３ ０．００４ ６ ０．０４９ ７ ０．００９ １ ０．０９６ ０ ０．０３５ ７

４　 结　 　 论

本文讨论了一类带有扰动变扩散系数和扰动终值数据的空间分数阶扩散方程反向问题．由于该问题具

有不适定性，因此本文提出了一种迭代正则化方法对其进行了求解，并利用正则化参数的先验选择规则，通
过较少的迭代步数给出正则化解和精确解之间的误差估计．数值实验部分验证了正则化方法的有效性，并且

得出了时间 ｔ越大，结果越好；变量扩散系数 ｑ（ ｔ） 和终值数据 ｇ（ｘ） 的误差都影响问题的反演结果，即误差水

平越小，反演效果越好，这与本文的理论结果一致．在数值反演过程中发现与时间 ｔ 有关，即时间 ｔ 越大，正则

近似解的逼近效果也越好，但是理论得到的误差估计目前没有考虑到与 ｔ 的关系，接下来仍需进一步估计时

间 ｔ 对反演结果的影响．同时本文仅考虑了先验估计， 关于后验正则化参数选择规则更实用， 这也是后继工

作要解决的问题．最后该方法还可以推广到非线性的情形， 目前数值有着不错的结果， 但是理论仍需进一步

研究．
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