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摘要：　 研究了常规有限元方法在近不可压弹⁃塑性分析中的体积自锁问题，并在广义有限元框架下引入无额外自

由度的强化函数对此问题进行了改进．一方面，插值函数在引入强化函数后获得了更加丰富的近似空间，提高了在

体积近似不变约束下正确反映结构变形的能力；另一方面，强化函数的建立不依赖额外自由度，从而消除了传统广

义有限元方法中的线性相关性问题．分析并验证了常规有限元在线弹性、超弹性和塑性分析中的体积自锁问题具有

不同的触发条件和表现形式．３ 个典型的数值算例表明，无额外自由广义有限元能有效地缓解体积自锁并得到准确

合理的计算结果．
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０　 引　 　 言

近或完全不可压分析中的体积自锁一直是有限元分析难题［１］，它具有多种触发形式，例如线弹性材料

中无限接近 ０．５ 的 Ｐｏｉｓｓｏｎ 比、橡胶等超弹性材料中趋于无穷的体积模量以及金属等材料塑性应变的流动方

向都会引起有限元分析中的体积自锁．从插值的角度解释：常规有限元的简单形函数难以做到不违背体积近

似不变约束的同时，正确反应材料和结构的变形响应．解决体积自锁的思路大体上可以分为两种：第一种是

放松约束，最典型的代表是混合格式中的 ｕ⁃ｐ 方法［２］；以及纯位移格式中的选择减缩积分［３］ 和平均体应

变［４］方法．第二种思路是采用更加丰富的近似函数，如高阶单元中的 ８ 节点四边形单元和 ２０ 节点六面体单

元；以及 ｐ 型方法中的等几何分析、无单元 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 法、ｈ⁃ｐ 云团法等，广义有限元就是 ｐ 型方法的一种．
广义有限元是有限元的自然延伸，它通过引入强化函数极大地丰富了常规有限元的近似空间，并广泛应

用于裂纹扩展［５⁃６］、并行计算［７］等问题的模拟．传统的广义有限元中，强化函数的构造需要引入额外自由度，
这不仅扩大了问题的求解规模，额外自由度同标准自由度之间的线性相关性还会导致刚度阵奇异．针对该问

题，目前已发展了多种方法，如稳定广义有限元［８］、正交广义有限元［９］ 等．Ｔｉａｎ［１０］ 提出了无额外自由度的强

化函数，它的构造仅需标准自由度，从而消除了线性相关性问题．这种方法与常规有限元法具有相同的计算

流程，且不增加求解规模，差别仅在于近似函数不同．Ｘｉａｏ 等［１１］ 将这种方法推广到了扩展有限元，并应用于

裂纹扩展问题的研究．Ｍａ 等［１２⁃１３］将其推广到了弹塑性固体的大变形分析中．在这些应用中，无额外自由度广

义有限元展现出了计算精度高、收敛稳定、网格扭曲健壮等方面的优点．
大量数值分析表明，采用高阶近似函数能有效提高其近不可压分析的能力，如：Ｅｌｇｕｅｄｊ 等［１４］ 采用不同

阶次的等几何单元进行了线弹性、超弹性以及塑性材料的近不可压分析；Ｃｈｅｎ 等［１５］ 采用再生核粒子法对橡

胶梁进行了大变形分析以及塑性杆的颈缩分析等．本文的主要研究内容就是探究无额外自由度广义有限元

的近不可压分析能力．

１　 无额外自由度广义有限元插值函数

无额外自由度广义有限元对标量函数的插值可以写为

　 　 ｕｈ（ｘ） ＝ ∑
Ｉ∈Ｅ

ＮＩｕＩ（ｘ）， （１）

其中， Ｅ 为点 ｘ 所在单元， ＮＩ 为标准有限元形函数， ｕＩ（ｘ） 为定义在节点 Ｉ 处的局部近似函数，表示为

　 　 ｕＩ（ｘ） ＝ ∑
Ｋ∈Ｐｒ

Ｉ

ＬＰｒ
Ｉ

Ｋ （ｘ）ｕＫ ． （２）

如图 １ 所示， Ｐｒ
Ｉ 为定义在节点 Ｉ 处的“片”， 它划定了参与局部近似的节点， 上标 ｒ 则指定了“片”的大

小．式（２）中的 ＬＰｒ
Ｉ

Ｋ （ｘ） 为局部近似函数，这里采用选择插值最小二乘法构造，表示为

　 　 ＬＰｒ
Ｉ

Ｋ （ｘ） ＝ ｐＴ（ｘ） Ａ －１ｐＫ －
Ａ －１ｐＩｐＴ

Ｉ Ａ
－１

ｐＴ
Ｉ Ａ

－１ｐＩ

ｐＫ ＋ １
ｐＴ
Ｉ Ａ

－１ｐＩ

Ａ －１ｐＫδ ＩＫ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ， （３）

其中， ｐ（ｘ） 为基底向量，它的常数形式以及二阶和三阶形式分别写为

　 　
ｐ（ｘ） ≡ １，　 　 ｃｏｎｓｔａｎｔ ｂａｓｅ，
ｐ（ｘ） ＝ ［１，ｘ，ｙ，ｚ，ｘｙ，ｙｚ，ｚｘ，ｘ２，ｙ２，ｚ２］ Ｔ，　 　 ｑｕａｄｒａｔｉｃ ｂａｓｅ，
ｐ（ｘ） ＝ ［１，ｘ，ｙ，ｚ，ｘｙ，ｙｚ，ｚｘ，ｘ２，ｙ２，ｚ２，ｘ２ｙ，ｘｙ２，ｙ２ｚ，ｘ２ｚ，ｘｚ２，ｙｚ２，ｘｙｚ，ｘ３，ｙ３，ｚ３］ Ｔ，　 　 ｃｕｂｉｃ ｂａｓｅ ．

ì

î

í

ï
ï

ïï

（４）
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另外在式（３）中， ｐＫ ＝ ｐ（ｘＫ）， ｐＩ ＝ ｐ（ｘＩ）， Ａ ＝∑ Ｋ∈Ｐｒ
Ｉ
ｐＫｐＴ

Ｋ ．将式（３）代入式（１）中，并重新组织下标得最终近

似形式为

　 　 ｕｈ（ｘ） ＝ ∑
Ｉ∈Ｐｒ

Ｅ

ＮＩ（ｘ）ｕＩ， （５）

其中 Ｐｒ
Ｅ ＝∪Ｉ∈ＥＰｒ

Ｉ 为单元上所有节点处“片”的集合， ＮＩ（ｘ） 表示为

　 　 ＮＩ（ｘ） ＝ ∑
Ｋ∈Ｅ

ＮＫ（ｘ）ＬＰｒ
Ｋ

Ｉ （ｘ） ． （６）

图 １　 节点 ｐａｔｃｈ 示意图

Ｆｉｇ． １　 Ｓｃｈｅｍａｔｉｃ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ｐａｔｃｈｅｓ

２　 非线性广义有限元节点内力线性化

控制方程弱形式的离散化可以写为

　 　 ｆｅｘｔＩｉ （ｘ） － ｆｉｎｔＩｉ （ｘ） ＝ ０， （７）

其中， ｆｉｎｔＩｉ 和 ｆｅｘｔＩｉ 分别为节点内、外力．本文采用 Ｎｅｗｔｏｎ⁃Ｒａｐｈｓｏｎ 方法求解上述非线性方程．由于本文仅考虑不

随构型变化的常外力，因此只有节点内力需要线性化．内力线性化同时考虑几何和材料的非线性，过程可参

考文献［１３］，其结果为

　 　 ｄｆｉｎｔＩｉ ＝ （Ｋｍａｔ
ＩｉＪｊ ＋ Ｋｇｅｏ

ＩｉＪｊ）ｄｕＪｊ， （８）

其中， Ｋｍａｔ
ＩｉＪｊ 和 Ｋｇｅｏ

ＩｉＩｊ 分别为材料和几何刚度，它们同标准的非线性有限元仅在插值形式上不同，即

　 　 Ｋｍａｔ
ｉｊＩＪ ＝ ∫

Ωｘ

∂ＮＩ

∂ｘｋ
ＣσＴ

ｉｋｊｌ

∂ＮＪ

∂ｘｌ
ｄΩｘ， Ｋｇｅｏ

ｉｊＩＪ ＝ δ ｉｊ∫
Ωｘ

∂ＮＩ

∂ｘｋ
σ ｋｌ

∂ＮＪ

∂ｘｌ
ｄΩｘ， （９）

其中， Ωｘ 为当前构型域， ＣσＴ
ｉｋｊｌ 为联系 Ｃａｕｃｈｙ 应力 Ｔｒｕｅｓｄｅｌｌ 速率 σ Ｔ

ｉｋ 和变形张量率的本构模量．

３　 近不可压线弹性小变形分析

线弹性小变形分析忽略几何效应，且本构模量为常量．式（９）中考虑

　 　 ＣσＴ
ｉｋｊｌ ＝ μ（δ ｉｊδ ｋｌ ＋ δ ｉｌδ ｊｋ） ＋ λδ ｉｋδ ｊｌ， Ｋｇｅｏ

ｉｊＩＪ ≡ ０， （１０）
其中， μ 和 λ 为 Ｌａｍé 常数，后者与弹性模量 Ｅ 及 Ｐｏｉｓｓｏｎ 比 υ 的关系可写为 λ ＝ υＥ ／ （（１ ＋ υ）（１ － ２υ））， 与

体积模量 κ 的关系为 κ ＝ λ ＋ ２μ ／ ３．当 υ 趋近于 ０．５ 时， λ 和 κ 趋近于无穷，这意味着结构几乎只能发生纯剪

切变形，而体积不能发生膨胀和压缩．
采用经典的 Ｃｏｏｋ 膜问题考察无额外自由度广义有限元在近不可压线弹性分析中的表现．Ｃｏｏｋ 膜算例的

描述可参见文献［１４］．分别采用常数形式以及式（４）中二次和三次的基底向量来考察插值函数的阶次对缓

解体积自锁的效果．为方便阐述，我们将采用这 ３ 种基底的方法分别表述为 ｃｏｎｓｔａｎｔ⁃ｂａｓｅ ＧＦＥＭ、ｑｕａｄｒａｔｉｃ⁃
ｂａｓｅ ＧＦＥＭ 和 ｃｕｂｉｃ⁃ｂａｓｅ ＧＦＥＭ ．Ｐｏｉｓｓｏｎ 比设置为 υ ＝ ０．４９９ ９， 计算网格和 ３ 种方法计算得到的变形及 ｙ 方

向位移云图如图 ２ 所示．
采用不同密度的 ４ 种网格考察 ３ 种基底的收敛性．这些网格厚度方向始终保持为 ３ 个单元，另两个方向
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的单元数分别为 ３×３， ６×６， ９×９， １５×１５．粗略来说，右上角顶点处的位移的参考解在 ７．９ ～ ８．０ 之间，收敛性

测试结果如图 ３ 所示．
容易看出， 常量形式的基底存在严重的体积自锁问题， 而缓解的效果随着基底向量阶次的提高变得更

好．然而，升高插值函数的阶次会急剧增加计算量．以六面体网格为例，构建二次基底的强化函数和插值函数

分别需要 ２７ 和 ６４ 个节点，而三次基底则分别需要 １２５ 和 ２１６ 个节点参与计算．因此，当二次基底能够取得

足够的精度时，没有必要继续升高插值函数的阶次．此外，采用常数形式基底的无额外自由度广义有限元会

完全退化为常规有限元，这是因为 ｐ（ｘ） ≡ １ 时，式（３）中的强化函数变为 ＬＰｒ
Ｉ

Ｋ （ｘ） ＝ δ ＩＫ， 而式（６）中的插值函

数变为 ＮＩ（ｘ） ≡ ＮＩ（ｘ） ．因此在接下来的分析中，我们直接用常规有限元代替采用常量形式基底的广义有限

元并标记为 ＦＥＭ，另外我们不再考虑三次基底，并直接用 ＧＦＥＭ 表示采用二次基底的广义有限元．

图 ２　 Ｃｏｏｋ 膜算例中 ＧＦＥＭ 采用 ３ 种基向量计算的位移场和变形

Ｆｉｇ． ２　 Ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ ｆｉｅｌｄｓ ａｎｄ ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎｓ ｏｂｔａｉｎｅｄ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ＧＦＥＭ ｆｏｒ ｃｏｎｓｔａｎｔ，

ｑｕａｄｒａｔｉｃ ａｎｄ ｃｕｂｉｃ ｂａｓｅｓ ｉｎ ｔｈｅ Ｃｏｏｋ ｍｅｍｂｒａｎｅ ｅｘｍａｐｌｅ

图 ３　 Ｃｏｏｋ 膜算例中 ＧＦＥＭ 采用 ３ 种基向量在不同密度网格下收敛性测试结果

Ｆｉｇ． ３　 Ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｔｈｅ ＧＦＥＭ ｆｏｒ ｃｏｎｓｔａｎｔ， ｑｕａｄｒａｔｉｃ ａｎｄ

ｃｕｂｉｃ ｂａｓｅｓ ｉｎ ｔｈｅ Ｃｏｏｋ ｍｅｍｂｒａｎｅ ｅｘａｍｐｌｅ

注　 为了解释图中的颜色，读者可以参考本文的电子网页版本，后同．

４　 近不可压超弹性大变形分析

橡胶是典型的超弹性材料，其本构方程通过联系第二 ＰＫ 应力 Ｓｉｊ 和 Ｇｒｅｅｎ 应变张量 Ｅｋｌ 给出：

　 　 Ｓｉｊ ＝ ＣＳＥ
ｉｊｋｌＥｋｌ ． （１１）
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ＣＳＥ
ｉｊｋｌ 和式（９）中的 ＣσＴ

ｉｊｋｌ 存在如下转换关系：

　 　 ＣσＴ
ｉｊｋｌ ＝ ∑

Ｉ，Ｊ，Ｋ，Ｌ
Ｆ ｉＩＦ ｊＪＦｋＫＦ ｌＬＣＳＥ

ＩＪＫＬ， （１２）

其中， Ｆ ｉＩ 为变形梯度．这里考察超弹性橡胶梁的纯弯曲，算例的描述及 Ｍｏｏｎｅｙ⁃Ｒｉｖｌｉｎ 橡胶可参见文献［１２］．
采用隐式分析流程，将梁的弯矩载荷均分为 １００ 步施加，并将体积模量分别设置为 κ ＝ １０４，１０５，１０６，１０７ ．图 ４
和图 ５ 分别展示了 ＦＥＭ 和 ＧＦＥＭ 在第 １，１０，３０，６０，１００ 个载荷步中梁的变形过程．

图 ４　 ＦＥＭ 在纯弯曲橡胶梁中的变形

Ｆｉｇ． ４　 Ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎｓ ｏｂｔａｉｎｅｄ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ＦＥＭ ｉｎ ｔｈｅ ｐｕｒｅ ｂｅｎｄｉｎｇ ｒｕｂｂｅｒ ｂｅａｍ ｅｘａｍｐｌｅ

图 ５　 ＧＦＥＭ 在纯弯曲橡胶梁中的变形

Ｆｉｇ． ５　 Ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎｓ ｏｂｔａｉｎｅｄ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ＧＦＥＭ ｉｎ ｔｈｅ ｐｕｒｅ ｂｅｎｄｉｎｇ ｒｕｂｂｅｒ ｂｅａｍ ｅｘａｍｐｌｅ

５　 近不可压 Ｊ２ 塑性分析

Ｊ２ 塑性的屈服函数可写为

　 　 ｆ（σ，ε－ ｐ） ＝ ３σｄｅｖ ∶ σｄｅｖ ／ ２ － σＹ（ε
－ ｐ）， （１３）

其中，σｄｅｖ 为 Ｃａｕｃｈｙ 应力的偏应力张量， σＹ 为屈服半径函数，等效塑性应变 ε－ ｐ 是上式唯一内变量．本文采用

和式分解进行塑性分析，即
　 　 ε ＝ εｅ ＋ εｐ， （１４）

其中， ε 和 εｅ 分别为总应变率和弹性应变率，塑性应变率 εｐ 可以写为

　 　 εｐ ＝ λ ∂ｆ
∂σ

＝ λｎ， ｎ ＝ ３ ／ ２σｄｅｖ ／‖σｄｅｖ‖， （１５）

其中， λ 为塑性乘子， ｎ 为塑性流动方向．
塑性材料的变形过程中，塑性应变远大于弹性应变，而塑性应变流动只能沿着偏应变方向进行，这意味

着塑性变形是纯剪切变形，体积无法发生膨胀或压缩．需要说明的是，塑性变形与加载路径相关，为保证收敛

及避免可能出现的伪卸载现象需要采用正割的 Ｎｅｗｔｏｎ⁃Ｒａｐｈｓｏｎ 迭代法．此外，屈服面附近发生弹性到塑性的

突变，需要采用基于应力更新算法的一致切线模量来提高收敛性．正割的 Ｎｅｗｔｏｎ⁃Ｒａｐｈｓｏｎ 迭代方法可参见文

献［１６］第 ６ 章第 ４ 节，应力更新算法及一致切线模量的推导可参见文献［１７］第 ３ 章．
考察圆杆的颈缩问题，算例描述可参见文献［１５］．杆的变形集中在局部从而发生颈缩现象，而想要模拟

出颈缩现象需要较为精确的内力线性化和较强的近不可压分析能力．图 ６ 展示了计算网格以及 ＦＥＭ 和

ＧＦＥＭ 计算的变形及位移场，图 ７ 展示了两种方法得到的“顶端位移⁃颈缩比例”曲线和“顶端位移⁃支反力”
曲线同试验结果的对比，试验数据来源于文献［１５］．
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（ａ） 网格 （ｂ） ＦＥＭ 计算的变形及位移场 （ｃ） ＧＦＥＭ 计算的变形及位移场

（ａ） Ｔｈｅ ｍｅｓｈ （ｂ） Ｔｈｅ ＦＥＭ ｉｎ ｔｈｅ ｎｅｃｋｉｎｇ ｂａｒ ｅｘａｍｐｌｅ （ｃ） Ｔｈｅ ＧＦＥＭ ｉｎ ｔｈｅ ｎｅｃｋｉｎｇ ｂａｒ ｅｘａｍｐｌｅ
图 ６　 圆杆颈缩算例

Ｆｉｇ． ６　 Ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ ｆｉｅｌｄｓ ａｎｄ ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎｓ ｏｂｔａｉｎｅｄ ｉｎ ｔｈｅ ｎｅｃｋｉｎｇ ｂａｒ ｅｘａｍｐｌｅ

图 ７　 圆杆颈缩算例中 ＦＥＭ 和 ＧＦＥＭ 数值结果与试验结果［１５］的对比

Ｆｉｇ． ７　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｂｅｔｗｅｅｎ ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌ ｄａｔａ［１５］ ａｎｄ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｒｅｓｕｌｔｓ ｉｎ ｔｈｅ ｎｅｃｋｉｎｇ ｃｉｒｃｕｌａｒ ｂａｒ ｅｘａｍｐｌｅ

６　 结　 　 论

本文在弹性、超弹性及塑性不可压分析中，得出了如下结论：
１） 弹性问题的不可压性体现在 Ｐｏｉｓｓｏｎ 比接近 ０．５ 时．在 Ｃｏｏｋ 膜算例中可以看出，采用常量形式基底向

量的广义有限元，也就是常规有限元，存在非常严重的体积自锁问题，体积自锁的缓解效果随着插值阶次的

提高而变得更好．
２） 超弹性材料的不可压性体现在超大的体积模量，常规有限元随着体积模量的增大表现出愈发严重的

体积自锁，而广义有限元方法能有效缓解这种体积自锁．
３） 塑性材料的不可压性体现在塑性流动只能沿着偏应变方向，导致塑性变形中体积不会膨胀和压缩．

在圆杆颈缩算例中，常规有限元无法模拟颈缩现象，而采用二次基底的广义有限元可以．
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［７］　 ＬＩ Ｈ， ＤＵＡＲＴＥ Ｃ Ａ． Ａ ｔｗｏ⁃ｓｃａｌｅ ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ ｆｉｎｉｔｅ ｅｌｅｍｅｎｔ ｍｅｔｈｏｄ ｆｏｒ ｐａｒａｌｌｅｌ ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎｓ ｏｆ ｓｐｏｔ ｗｅｌｄｓ ｉｎ
ｌａｒｇｅ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓ［Ｊ］ ． Ｃｏｍｐｕｔｅｒ Ｍｅｔｈｏｄｓ ｉｎ Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ ａｎｄ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ， ２０１８， ３３７： ２８⁃６５．

［８］　 ＢＡＢＵ　 Ｓˇ ＫＡ Ｉ， ＢＡＮＥＲＪＥＥ Ｕ． Ｓｔａｂｌｅ ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ ｆｉｎｉｔｅ ｅｌｅｍｅｎｔ ｍｅｔｈｏｄ （ＳＧＦＥＭ） ［ Ｊ］ ． Ｃｏｍｐｕｔｅｒ Ｍｅｔｈｏｄｓ ｉｎ
Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ ａｎｄ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ， ２０１２， ２０１ ／ ２０４： ９１⁃１１１．

［９］　 ＳＩＬＬＥＭ Ａ， ＳＩＭＯＮＥ Ａ， ＳＬＵＹＳ Ｌ Ｊ． Ｔｈｅ ｏｒｔｈｏｎｏｒｍａｌｉｚｅｄ ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ ｆｉｎｉｔｅ ｅｌｅｍｅｎｔ ｍｅｔｈｏｄ⁃ＯＧＦＥＭ： ｅｆｆｉｃｉｅｎｔ
ａｎｄ ｓｔａｂｌｅ ｒｅｄｕｃｔｉｏｎ ｏｆ ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎ ｅｒｒｏｒｓ ｔｈｒｏｕｇｈ ｍｕｌｔｉｐｌｅ ｏｒｔｈｏｎｏｒｍａｌｉｚｅｄ ｅｎｒｉｃｈｅｄ ｂａｓｉｓ ｆｕｎｃｔｉｏｎｓ［ Ｊ］ ．
Ｃｏｍｐｕｔｅｒ Ｍｅｔｈｏｄｓ ｉｎ Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ ａｎｄ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ， ２０１５， ２８７： １１２⁃１４９．

［１０］　 ＴＩＡＮ Ｒ． Ｅｘｔｒａ⁃ＤＯＦ⁃ｆｒｅｅ ａｎｄ ｌｉｎｅａｒｌｙ ｉｎｄｅｐｅｎｄｅｎｔ ｅｎｒｉｃｈｍｅｎｔｓ ｉｎ ＧＦＥＭ［ Ｊ］ ． Ｃｏｍｐｕｔｅｒ Ｍｅｔｈｏｄｓ ｉｎ Ａｐｐｌｉｅｄ
Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ ａｎｄ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ， ２０１３， ２６６： １⁃２２．

［１１］　 ＸＩＡＯ Ｇ Ｚ， ＷＥＮ Ｌ Ｆ， ＴＩＡＮ Ｒ， ｅｔ ａｌ． Ｉｍｐｒｏｖｅｄ ＸＦＥＭ （ ＩＸＦＥＭ）： ３Ｄ ｄｙｎａｍｉｃ ｃｒａｃｋ ｐｒｏｐａｇａｔｉｏｎ ｕｎｄｅｒ ｉｍｐａｃｔ
ｌｏａｄｉｎｇ［Ｊ］ ． Ｃｏｍｐｕｔｅｒ Ｍｅｔｈｏｄｓ ｉｎ Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ ａｎｄ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ， ２０２３， ４０５： １１５８４４．

［１２］　 ＭＡ Ｊ Ｗ， ＤＵＡＮ Ｑ Ｌ， ＴＩＡＮ Ｒ． Ａ ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ ｆｉｎｉｔｅ ｅｌｅｍｅｎｔ ｍｅｔｈｏｄ ｗｉｔｈｏｕｔ ｅｘｔｒａ ｄｅｇｒｅｅｓ ｏｆ ｆｒｅｅｄｏｍ ｆｏｒ ｌａｒｇｅ
ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎ ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ｔｈｒｅｅ⁃ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ ｅｌａｓｔｉｃ ａｎｄ ｅｌａｓｔｏｐｌａｓｔｉｃ ｓｏｌｉｄｓ［ Ｊ］ ． Ｃｏｍｐｕｔｅｒ Ｍｅｔｈｏｄｓ ｉｎ Ａｐｐｌｉｅｄ
Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ ａｎｄ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ， ２０２２， ３９２：１１４６３９．

［１３］　 马今伟， 段庆林， 陈嵩涛． 无额外自由度广义有限元非线性分析［Ｊ］ ． 计算力学学报， ２０２１， ３８（１）： ６０⁃６５．（ＭＡ
Ｊｉｎｗｅｉ， ＤＵＡＮ Ｑｉｎｇｌｉｎ， ＣＨＥＮ Ｓｏｎｇｔａｏ． Ｅｘｔｒａ⁃ＤＯＦ⁃ｆｒｅｅ ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ ｆｉｎｉｔｅ ｅｌｅｍｅｎｔ ｍｅｔｈｏｄ ｆｏｒ ｎｏｎ⁃ｌｉｎｅａｒ ａｎａｌ⁃
ｙｓｉｓ［Ｊ］ ． Ｃｈｉｎｅｓｅ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ， ２０２１， ３８（１）： ６０⁃６５．（ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［１４］　 ＥＬＧＵＥＤＪ Ｔ， ＢＡＺＩＬＥＶＳ Ｙ， ＣＡＬＯ Ｖ Ｍ， ｅｔ ａｌ． Ｂ⁃ｂａｒ ａｎｄ Ｆ⁃ｂａｒ ｐｒｏｊｅｃｔｉｏｎ ｍｅｔｈｏｄｓ ｆｏｒ ｎｅａｒｌｙ ｉｎｃｏｍｐｒｅｓｓｉｂｌｅ
ｌｉｎｅａｒ ａｎｄ ｎｏｎ⁃ｌｉｎｅａｒ ｅｌａｓｔｉｃｉｔｙ ａｎｄ ｐｌａｓｔｉｃｉｔｙ ｕｓｉｎｇ ｈｉｇｈｅｒ⁃ｏｒｄｅｒ ＮＵＲＢＳ ｅｌｅｍｅｎｔｓ［Ｊ］ ． Ｃｏｍｐｕｔｅｒ Ｍｅｔｈｏｄｓ ｉｎ
Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ ａｎｄ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ， ２００８， １９７（３３ ／ ４０）： ２７３２⁃２７６２．

［１５］　 ＣＨＥＮ Ｊ Ｓ， ＰＡＮ Ｃ， ＷＵ Ｃ Ｔ， ｅｔ ａｌ． Ｒｅｐｒｏｄｕｃｉｎｇ ｋｅｒｎｅｌ ｐａｒｔｉｃｌｅ ｍｅｔｈｏｄｓ ｆｏｒ ｌａｒｇｅ ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎ ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ｎｏｎ⁃
ｌｉｎｅａｒ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓ［Ｊ］ ． Ｃｏｍｐｕｔｅｒ Ｍｅｔｈｏｄｓ ｉｎ Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ ａｎｄ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ， １９９６， １３９： １９５⁃２２７．

［１６］　 ＢＥＬＹＴＳＣＨＫＯ Ｔ， ＬＩＵ Ｗ Ｋ， ＭＯＲＡＮ Ｂ， ｅｔ ａｌ． Ｎｏｎｌｉｎｅａｒ Ｆｉｎｉｔｅ Ｅｌｅｍｅｎｔｓ ｆｏｒ Ｃｏｎｔｉｎｕａ ａｎｄ Ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓ［Ｍ］ ．
２ｎｄ ｅｄ． ＵＫ： Ｊｏｈｎ Ｗｉｌｅｙ ＆ Ｓｏｎｓ， ２０１４．

［１７］　 ＳＩＭＯ Ｊ Ｃ， ＨＵＧＨＥＳ Ｔ Ｊ Ｒ． Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ Ｉｎｅｌａｓｔｉｃｉｔｙ［Ｍ］ ． Ｎｅｗ Ｙｏｒｋ： Ｓｐｒｉｎｇｅｒ⁃Ｖｅｒｌａｇ， １９９８．

６２２ 应　 用　 数　 学　 和　 力　 学　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ２０２４ 年　 第 ４５ 卷


