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摘要：　 通过自定义人工神经网络（ａｒｔｉｆｉｃｉａｌ ｎｅｕｒａｌ ｎｅｔｗｏｒｋ，ＡＮＮ），借助其优秀的函数拟合功能，针对骨料 ／砂浆基

质二相混凝土，求解间接均匀化理论中微分法的高度非线性耦合微分方程的解析解，得到了混凝土体积模量和剪

切模量分别与骨料体积分数的函数关系，并与数值模拟的结果进行了对比．结果表明，基于 ＡＮＮ 的求解方法快速且

具有更高的精度．此外，通过解构 ＡＮＮ 的方法给出了在细观力学参数不变的条件下由骨料体积分数、初始孔隙率直

接计算骨料 ／砂浆基质 ／孔隙三相混凝土弹性模量的公式．结果表明，对于不同骨料体积分数和初始孔隙率的混凝土

样本，该公式均有较高的计算精度，同时避免了传统均匀化方法的复杂分析和大量假设，为复合材料均匀化方法研

究提供了新思路．
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０　 引　 　 言

由于复合材料的可设计性以及其具有良好的性能，使得其在工程结构中获得了日益重要的应用．但是复

合材料的材质、增强相和缺陷分布往往具有不均匀性，导致其性能也是不均匀的［１⁃３］ ．因此，通过细观力学方

法在细观尺度上研究各相材料的相互作用，建立材料宏观力学性能与细观参数的关系一直是研究人员的重

要目标［４⁃６］ ．
均匀化方法是一种基于细观场和细观性能，可以估计复合材料有效性能的力学理论［７⁃８］ ．均匀化方法和

模型包括：ＲＶＥ 模型、直接均匀化方法、以单一夹杂理论为基础的自洽模型、广义自洽模型和 Ｍ⁃Ｔ 模型，微分

法、以变分原理为基础的定界法、二尺度展开法等，这些方法和模型都推动了复合材料均匀化理论和应用的

发展［９⁃１０］ ．但是由于现代工程对产品性能、质量和加工精度等要求不断提高，各种新型复合材料不断问世，对
于复合材料的性能要求也不断提高．通过传统力学方法推导复合材料均匀化方法中的解析解往往十分困难

且耗时巨大，因此如何快速、更加准确地预测复合材料的有效性能成为亟待解决的问题［１１⁃１４］ ．
近年来，随着人工智能在越来越多的领域取得显著成果，人们开始利用深度学习技术优秀的数据挖掘能

力解决复杂的工程问题［１５⁃１８］ ．作为深度学习算法基本组成部分的人工神经网络（ＡＮＮ）是一个优越的通用函

数逼近器，它可以建立大量数据“端到端”的高精度映射，同时具有自动求解微分的性质，这使得 ＡＮＮ 可以

被应用于均匀化问题中的有效性能预测和复杂微分方程的求解［１９］ ．闫海等［２０］通过建立短纤维增强聚氨酯复

合材料（ＲＳＦ ／ ＵＣ）的有限元模型，使用卷积神经网络（ＣＮＮ）， 预测了平面随机分布 ＲＳＦ ／ ＵＣ 的有效弹性参

数，比较了其与传统模型在预测有效弹性模量和剪切模量上的精度差异．针对均匀化降阶模型，Ｋａｎｉ 等［２１］采

用深度残差递归神经网络（ＤＲ⁃ＲＮＮ），将物理约束求解偏微分方程法与正交分解和离散经验插值方法相结

合，用于构造最优的降阶基函数和评估与全阶模型大小无关的非线性项，该方法大大降低了计算成本．Ｙａｎｇ
等［２２］基于均匀化理论的 ｎｅｏ⁃Ｈｏｏｋｅａｎ 模型和 Ａｒｒｕｄａ⁃Ｂｏｙｃｅ 模型，通过 ＲＶＥ 生成了超弹性材料的主拉伸应力

数据，采用 ＡＮＮ 方法建立了任意载荷下的三维非线性弹性材料定律．本文使用自定义的 ＡＮＮ 模型，以混凝

土这种具有代表性、应用广泛，且建立宏细观联系十分困难的复合材料为研究对象［２３］，并针对骨料 ／砂浆基

质二相混凝土模型，基于间接均匀化理论的微分法，计算混凝土在不同体积分数下的体积模量和剪切模量，
并与数值模拟结果进行对比．

对于骨料 ／砂浆基质 ／孔隙三相混凝土，混凝土中含有的初始孔洞和裂隙等细观缺陷会对其宏观力学性

能造成很大影响，微分法往往不再适用［２４］ ．通常的均匀化方法为：先根据骨料和砂浆基质各自的体积分数采

用二相介质复合材料的均匀化方法简化为“等效基质”，再通过各向同性空心弹性球模型求解混凝土的各有

效模量．此方法在计算“等效基质”和混凝土发生变形后的孔隙率时均使用了简化模型，并不能真实反映混凝

土细观组分的变形过程［２５］ ．同时，在计算不同孔隙率混凝土的有效模量时，需要求解其对应的变形后孔隙

率，过程较为繁琐．因此，本文提出了一种基于解构 ＡＮＮ 方法的三相混凝土弹性模量求解思路，并给出了在

细观力学参数不变的条件下由骨料体积分数、初始孔隙率直接计算混凝土弹性模量的公式，该方法可以建立

骨料体积分数和初始孔隙率到弹性模量的“端到端”高精度映射．
本文详细介绍了二相混凝土模型和三相混凝土模型的有限元建模方法、参数设置和数值仿真结果，阐述

了采用 ＡＮＮ 的搭建思路、具体架构、超参数设置和激活函数的选择等，并且对结果进行了对比和分析．

１　 骨料 ／砂浆基质二相混凝土

１．１　 有限元模型

在现有工作的基础上［２６］，使用搭建深度学习框架常用的 ＰＹＴＨＯＮ 语言编写建立混凝土细观模型的脚

本，导入商业数值模拟软件 ＡＢＡＱＵＳ 进行二次开发，实现自动化建模、赋予材料属性、建立分析步、施加荷载
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和边界条件、网格划分等操作可以提高数据集的建立效率．本文采用 Ｍｏｎｔｅ⁃Ｃａｒｌｏ 方法进行混凝土二维细观

模型骨料投放，生成满足均匀分布的随机变量，并基于 Ｆｕｌｌｅｒ 曲线的 Ｗａｌｒａｖｅｎ 公式计算二维平面中随机骨料

的各级配颗粒数量，Ｗａｌｒａｖｅｎ 公式的具体表达如下：
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式中， Ｐｃ（Ｄ ＜ Ｄ０） 为混凝土样本截面内颗粒粒径 Ｄ 小于筛孔 Ｄ０ 范围内的概率； Ｐｋ 为混凝土样本中粗细骨

料体积占总体积的百分比； Ｄ０ 为筛孔直径； Ｄｍａｘ 为最大骨料粒径．
在本文建立的数据集中，混凝土样本的尺寸为 １５０ ｍｍ×１５０ ｍｍ，骨料采用三级配，骨料体积分数范围为

０．２～０．４，共包括数据 ２１ 组．骨料粒径分别为 ６ ｍｍ，１２ ｍｍ 和 １８ ｍｍ，随机骨料为圆形，网格尺寸均为 １
ｍｍ［２７］ ．其中，骨料、砂浆采用三角形平面应变网格．为了提高数值模拟的效率，采用线弹性各向同性模型模拟

骨料的力学行为，砂浆则采用混凝土塑性损伤模型（ｃｏｎｃｒｅｔｅ ｄａｍａｇｅ ｐｌａｓｔｉｃｉｔｙ） ［２８］ ．其他具体的材料参数如表

１ 所示，其中 Ｅ 为弹性模量； υ 为 Ｐｏｉｓｓｏｎ 比； ｆｃ 为抗压强度； Ψ 为膨胀角； η 为偏心率； σｂ０ ／ σｃ０ 为应力比．最
后，使用 ＡＢＡＱＵＳ ／ Ｓｔａｎｄａｒｄ 隐式模块进行数值模拟计算，采用准静态单轴压缩实验，即在试件顶部施加均匀

位移荷载，底部采用固定约束．在 ＰｙＣｈａｒｍ 中完成骨料投放后并用 ＭＡＴＰＬＯＴＬＩＢ 库绘制的模型如图 １（ａ）所
示，将骨料等信息导入 ＡＢＡＱＵＳ 后由脚本自动建模生成的有限元模型如图 １（ｂ）所示．图 ２ 展示了本文使用

ＰＹＴＨＯＮ 语言建立的不同骨料体积分数下的混凝土细观模型，其分别对应在 ＡＢＡＱＵＳ 中加载得到的应力⁃
应变曲线，如图 ３（ａ）所示．可以看出，弹性模量均随着骨料体积分数的提高呈现逐渐增大的趋势．为了验证所

提出有限元模型的有效性，在相似工况和参数选取下和文献中的试验结果［２９⁃３０］进行了对比，如图 ３（ｂ）所示．
从图中可以看出，模拟结果与试验结果吻合较好，曲线趋势一致，弹性模量和峰值应力误差均在 ２％以内．在
下降段考虑到混凝土具有较强的随机、非均质和复杂界面等特点，细观模型和实际试件的宏观力学响应的误

差在可接受的范围内．
表 １　 两种细观组分的力学参量

Ｔａｂｌｅ １　 Ｍｅｃｈａｎｉｃａｌ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ｏｆ ｔｈｅ ２ ｍｅｓｏ⁃ｃｏｍｐｏｎｅｎｔｓ

Ｅ ／ ＧＰａ υ ｆｃ ／ ＭＰａ Ψ ／ （ °） η ／ ％ σｂ０ ／ σｃ０

ａｇｇｒｅｇａｔｅ ４３ ０．２３ － － － －

ｍｏｒｔａｒ ２５ ０．２ ３５ ３８ ０．１ １．１６

　 　 为了给 １．４ 小节中求解微分方程的计算结果提供对比数据，提取 ２１ 组应力⁃应变曲线的弹性模量，结果

见表 ２．
表 ２　 数据集中各混凝土样本的弹性模量

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｔｈｅ ｅｌａｓｔｉｃ ｍｏｄｕｌｕｓ ｏｆ ｅａｃｈ ｃｏｎｃｒｅｔｅ ｓａｍｐｌｅ ｉｎ ｔｈｅ ｄａｔａｓｅｔ

ｎｕｍｂｅｒ １ ２ ３ ４ ５ ６ ７

Ｅ ／ ＧＰａ ２８．８０ ２８．８９ ２９．１０ ２９．２１ ２９．３１ ２９．５１ ２９．６４

ｎｕｍｂｅｒ ８ ９ １０ １１ １２ １３ １４

Ｅ ／ ＧＰａ ２９．７４ ２９．９５ ３０．０６ ３０．３６ ３０．４７ ３０．６８ ３０．８１

ｎｕｍｂｅｒ １５ １６ １７ １８ １９ ２０ ２１

Ｅ ／ ＧＰａ ３０．９３ ３１．１５ ３１．２６ ３１．４１ ３１．５９ ３１．７３ ３１．８５

１．２　 微分法

均匀化方法中的自洽模型使用了 Ｅｓｈｅｌｂｙ 单一夹杂理论，而该理论对夹杂的形状有严格限制，在高体积

分数的情况下，计算结果与实际结果相比误差较大．同时，当夹杂和基体的性能相差较大时往往会导致计算

结果不收敛．微分法则采用向基体中逐渐加入夹杂的微分过程，构造了一个“少量添加⁃均匀化”的循环迭代

过程，避免了 Ｅｓｈｅｌｂｙ 单一夹杂理论的限制和夹杂间的互相影响，下面介绍微分法的具体推导过程［３１］ ．
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图 １　 ＰＹＴＨＯＮ 绘制模型和有限元模型

Ｆｉｇ． １　 Ｔｈｅ ＰＹＴＨＯＮ ｄｒａｗｉｎｇ ｍｏｄｅｌ ａｎｄ ｔｈｅ ｆｉｎｉｔｅ ｅｌｅｍｅｎｔ ｍｏｄｅｌ

图 ２　 部分不同骨料体积分数下混凝土细观模型样本

Ｆｉｇ． ２　 Ｓｏｍｅ ｃｏｎｃｒｅｔｅ ｍｅｓｏ⁃ｍｏｄｅｌ ｓａｍｐｌｅｓ ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ａｇｇｒｅｇａｔｅ ｖｏｌｕｍｅ ｆｒａｃｔｉｏｎｓ

设初始状态下体积为 Ｖ０ 的混凝土基体中骨料的体积分数为 ｐ１， 有效刚度矩阵为 ｃ ．随后加入体积为 δＶ
的少量骨料，使体积分数变为 ｐ１ ＋ δｐ１， 有效刚度矩阵变为 ｃ ＋ δｃ ．在加入新的骨料之前，将混凝土基体去掉

δＶ 以保证混凝土的总体积 Ｖ０ 不变，此时实际的骨料体积分数为

　 　 ｐ１Ｖ０ ＋ δＶ － ｐ１δＶ ＝ （ｐ１ ＋ δｐ１）Ｖ０， （２）
计算得到

　 　 δＶ
Ｖ０

＝
δｐ１

１ － ｐ１
． （３）
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根据平均应力和平均应变的关系：
　 　 σ－ ＝ （ｃ ＋ δｃ）ε－， （４）

　 　 σ－ ＝
Ｖ０ － δＶ

Ｖ０
σ ＋ δＶ

Ｖ０
σ（１）， （５）

　 　 ε－ ＝
Ｖ０ － δＶ

Ｖ０
ε ＋ δＶ

Ｖ０
ε（１）， （６）

式中， σ－ 和 ε－ 为混凝土的平均应力和平均应变； σ 和 ε 为混凝土砂浆基质的平均应力和平均应变； σ（１） 和

ε（１）为新加入骨料的平均应力和平均应变．

图 ３　 不同骨料体积分数下混凝土细观模型应力⁃应变曲线及有效性验证

Ｆｉｇ． ３　 Ｔｈｅ ｃｏｎｃｒｅｔｅ ｍｅｓｏ⁃ｍｏｄｅｌ ｓｔｒｅｓｓ⁃ｓｔｒａｉｎ ｃｕｒｖｅｓ ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ａｇｇｒｅｇａｔｅ ｖｏｌｕｍｅ ｆｒａｃｔｉｏｎｓ ａｎｄ ｖａｌｉｄｉｔｙ ｖｅｒｉｆｉｃａｔｉｏｎ

注　 为了解释图中的颜色，读者可以参考本文的电子网页版本，后同．

由于加入少量骨料，故可用稀疏夹杂的 Ｅｓｈｅｌｂｙ 理论求解式（７）中的平均应变集中因子 Ａ：
　 　 ε（１） ＝ Ａε－ ． （７）

骨料内的应力由平均应力 σ－ 和扰动应力 σｐｔ 组成，应变由平均应变 ε－ 和扰动应变 εｐｔ 组成，即
　 　 σ（１） ＝ σ－ ＋ σｐｔ， （８）
　 　 ε（１） ＝ ε－ ＋ εｐｔ ． （９）

根据 Ｅｓｈｅｌｂｙ 等效夹杂理论，有如下等式：
　 　 σ－ ＋ σｐｔ ＝ ｃ１（ε－ ＋ εｐｔ） ＝ ｃ－（ε－ ＋ εｐｔ － ε∗）， （１０）
　 　 εｐｔ ＝ Ｓε∗， （１１）

式中， ｃ１ 为骨料的材料刚度矩阵； Ｓ 是 Ｅｓｈｅｌｂｙ 张量； ε∗是等效特征应变．
联立方程（８）—（１１），得
　 　 ε（１） ＝ ［Ｉ ＋ Ｓｃ －１（ｃ１ － ｃ－）］ －１ε－ ＝ Ａε－， （１２）

式中， Ｉ 为单位张量．
联立方程（４）、（６）、（７），得

　 　 δｃ ＝ （ｃ１ － ｃ）Ａ δＶ
Ｖ０

， （１３）

联立方程（３）、（１３），得

　 　 ｄｃ
ｄｐ１

＝ １
１ － ｐ１

（ｃ１ － ｃ）Ａ ． （１４）

本文采用圆形骨料进行建模，故方程（１４）可以简化为

　 　 ｄｋ
ｄｐ１

＝
ｋ１ － ｋ
１ － ｐ１

ｋ ＋ ｋ∗

ｋ１ ＋ ｋ∗，　 　 ｋ∗ ＝ ４
３

μ， （１５）
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　 　 ｄμ
ｄｐ１

＝
μ １ － μ
１ － ｐ１

μ ＋ μ∗

μ １ ＋ μ∗，　 　 μ∗ ＝ μ
６

９ｋ ＋ ８μ
ｋ ＋ ２μ

， （１６）

初始条件为

　 　 ｐ１ ＝ ０： ｋ ＝ ｋ０， μ ＝ μ ０， （１７）
式中， ｋ 和 μ 分别为混凝土的体积模量和剪切模量； ｋ１ 和 μ １ 分别为骨料的弹性模量和剪切模量； ｋ０ 和 μ ０ 分

别为混凝土砂浆基质的体积模量和剪切模量．
该方程为相互耦合的微分方程且具有高度非线性的特点，求得显式解十分困难．通常近似取

　 　 ｋ∗ ＝ ４
３

μ ０， μ∗ ＝
μ ０

６
９ｋ０ ＋ ８μ ０

ｋ０ ＋ ２μ ０
， （１８）

可以通过分离变量法得到该方程的显式解为

　 　 ｋ∗ ＝ ｋ０ ＋
ｐ１（ｋ１ － ｋ）

１ ＋ （１ － ｐ１）
ｋ１ － ｋ０

ｋ１ ＋ ｋ∗

， （１９）

　 　 μ∗ ＝ μ ０ ＋
ｐ１（μ １ － μ）

１ ＋ （１ － ｐ１）
μ １ － μ ０

μ １ ＋ μ∗

． （２０）

由于在式（１５）、（１６）的 ｋ∗ 和 μ∗ 计算中假设混凝土的体积模量和剪切模量不随骨料的逐渐加入发生变

化，导致最终结果往往小于实际值．下面将介绍本文使用 ＡＮＮ 求解该方程解析解的方法．
１．３　 ＡＮＮ 架构

ＡＮＮ 通过连接层和每层的神经元，用渐进的方式形成输入层到输出层之间越来越复杂的表示，每层的

线性变化通过权重实现参数化，再通过激活函数实现非线性变换．采用损失函数衡量输出与预期值之间的距

离，根据损失函数计算的损失值并通过反向传播算法（优化器）对权重值进行调整．神经网络初始化时会随机

赋予各层权重值，随着大量的迭代计算，权重值向正确的方向逐步微调，损失值逐渐降低．当损失值不发生变

化或者在最小值附近震荡时，即可得到输入数据和输出数据的精确映射关系［３２⁃３３］ ．
本文搭建的 ＡＮＮ 如图 ４ 所示， 共包括两个 ＢＰ 神经网络， 隐藏层均为 ４ 个全连接层， 每层有 ２０ 个神经

元．采用 ｔａｎｈ 函数作为激活函数，解决了 ｓｉｇｍｏｉｄ 函数不以 ０ 为中心输出的问题，从而提高了收敛速度，同时

在训练过程中不会发生梯度爆炸，这两种激活函数的表达如图 ５（ａ）和 ５（ｂ）所示．

图 ４　 自定义 ＡＮＮ 架构

Ｆｉｇ． ４　 Ｔｈｅ ｃｕｓｔｏｍ ＡＮＮ ａｒｃｈｉｔｅｃｔｕｒｅ
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采用均方误差（ＭＳＥ）函数作为损失函数，ＭＳＥ 函数表达式如式（２１）所示．将 Ａｄａｍ 算法作为反向传播过

程的优化器，初始学习率设置为 １Ｅ－４，

　 　 ｆＭＳＥ ＝ １
ｎ∑

ｎ

ｉ ＝ １
（ｙｉ － ｙｉ） ２， （２１）

式中， ｎ 为数据点数量； ｙｉ 为第 ｉ 个数据点的真实值； ｙｉ 为第 ｉ 个数据点的预测值．
将骨料体积分数以范围［０， ０．４］，固定间隔共 １００ 个点同时输入两个神经网络，对应的混凝土体积模量

和剪切模量作为输出，通过神经网络拟合得到体积模量和剪切模量分别与骨料体积分数的初始关系，即通过

神经网络 １（ＢＰ⁃１）拟合体积模量和骨料体积分数的关系，神经网络 ２（ＢＰ⁃２）拟合剪切模量和骨料体积分数

的关系．然后通过神经网络计算得到 ｄｋ ／ ｄｐ１ 和 ｄμ ／ ｄｐ１， 用方程（１５）和方程（１６）的耦合关系建立两个 ＢＰ 神

经网络的联系．随后通过两个微分方程的等式关系和初始条件，设置自定义的损失函数，如图 ４ 中 “ ｆｌｏｓｓ１ ～
ｆｌｏｓｓ４” 所示，再将 ｆｌｏｓｓ１ ＋ ｆｌｏｓｓ３ 和 ｆｌｏｓｓ２ ＋ ｆｌｏｓｓ４ 分别作为两个神经网络的最终损失函数．最后神经网络通过多次迭代

计算不断优化权重，得到体积模量和剪切模量分别与骨料体积分数的最终关系，完成微分方程的求解．

图 ５　 激活函数

Ｆｉｇ． ５　 Ｔｈｅ ａｃｔｉｖａｔｉｏｎ ｆｕｎｃｔｉｏｎ

１．４　 训练过程

首先需要使用 １．１ 小节中的力学参数对微分方程中的已知量进行计算，包括混凝土砂浆基体的体积模

量和剪切模量以及骨料的体积模量和剪切模量：

　 　 ｋ０ ＝ Ｅ
３（１ － ２μ）

＝ ２５
３ × （１ － ２ × ０．２）

＝ １３．８９ ＧＰａ， ｋ１ ＝ ４３
３ × （１ － ２ × ０．２３）

＝ ２６．５４ ＧＰａ， （２２）

　 　 μ ０ ＝ Ｅ
２（１ ＋ μ）

＝ ２５
２ × （１ ＋ ０．２）

＝ １０．４２ ＧＰａ， μ １ ＝ ４３
２ × （１ ＋ ０．２３）

＝ １７．４８ ＧＰａ ． （２３）

训练过程基于 ＰｙＣｈａｒｍ 集成编译环境中的 Ｐｙｔｏｒｃｈ１．８．０ 框架， ＡＮＮ 共迭代 １ ０００ 次， 完整迭代过程耗
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时 ８．１２ ｓ， 训练采用的计算机软硬件环境如表 ３ 所示．两个神经网络在训练过程中的损失曲线如图 ６ 所示．其
中， 神经网络 １ 在迭代至 ９６７ 轮时收敛， 此时的 ＭＳＥ 值为 ０．０００ １， 神经网络 ２ 在迭代至 ２２１ 轮时收敛，
ＭＳＥ 值为 ０．

表 ３　 试验环境的硬件和软件参数

Ｔａｂｌｅ ３　 Ｈａｒｄｗａｒｅ ａｎｄ ｓｏｆｔｗａｒｅ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ｏｆ ｔｈｅ ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌ ｅｎｖｉｒｏｎｍｅｎｔ

ｐａｒｔ ｐａｒａｍｅｔｅｒ

ｃｅｎｔｒａｌ ｐｒｏｃｅｓｓｉｎｇ ｕｎｉｔ Ｉｎｔｅｒ Ｃｏｒｅ ｉ７⁃１１８００Ｈ ＣＰＵ ＠ ２．３ ＧＨｚ

ｍｅｍｏｒｙ ＤＤＲ４ ｍｅｍｏｒｙ ８ ＧＢ

ｇｒａｐｈｉｃｓ ｃａｒｄ ＮＩＶＩＤＡ ＧｅＦｏｒｃｅ ＲＴＸ３０６０

ｓｙｓｔｅｍ Ｗｉｎｄｏｗｓ １０

ｅｎｖｉｒｏｎｍｅｎｔ ＰＹＴＨＯＮ ３．９．７　 Ｔｅｎｓｏｒｆｏｌｗ ２．８．０　 Ｋｅｒａｓ ２．０．６　 Ｎｕｍｐｙ １．２２．２

图 ６　 训练过程的损失曲线

Ｆｉｇ． ６　 Ｔｈｅ ｌｏｓｓ ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｔｒａｉｎｉｎｇ ｐｒｏｃｅｓｓ

　 　 根据 １．１ 小节有限元模型的骨料体积分数范围，选取了 ｐ１ 区间为［０．２， ０．４］下的混凝土体积模量和剪切

模量在本文训练的 ＡＮＮ 方法下的计算结果，如图 ７（ａ）所示．同时，对体积模量和剪切模量分别与骨料体积

分数的关系做了公式拟合，拟合误差评估采用 ＭＡＥ 函数（见式（２６））．经计算，这两组关系可以表达为

　 　 ｋ ＝ － ２．２４８ｐ２
１ ＋ １１．０６ｐ１ ＋ １３．９３， （２４）

　 　 μ ＝ － １．２８６ｐ２
１ ＋ ６．４７５ｐ１ ＋ １０．４７， （２５）

　 　 ｆＭＡＥ ＝ １
ｎ∑

ｎ

ｉ ＝ １
｜ ｙｉ － ｙｉ ｜ ． （２６）

先通过分离变量法计算得到本文研究微分方程的近似显式解，由于 １．１ 小节中提取的是混凝土的弹性

模量，故还需将神经网络方法计算得到的体积模量和分离变量方法得到的体积模量转换为弹性模量（即通

过 Ｖｏｉｇｔ 并联模型计算等效 Ｐｏｉｓｓｏｎ 比） ［３４］，最后对两种不同计算方法的结果进行对比，对比结果如图 ７（ｂ）
所示．结果表明，基于 ＡＮＮ 的求解方法具有更高的精度，同样采用 ＭＡＥ 函数评估两种方法的误差，经过计

算，ＡＮＮ 方法和分离变量方法的精度分别为 ０．９２ 和 ２．０５．
需要说明的是，混凝土作为一种随机复合材料，细观组分分布的随机性和骨料的几何形状会对其宏观力

学性能造成一定影响．相关文献表明，细观组分的随机分布和骨料形状对弹性模量的影响很小，峰值应力略

有误差，而裂纹的初始萌发位置、裂纹扩展走势和损伤的演化受到细观混凝土中骨料几何形状和随机分布的

影响，也导致了应力⁃应变曲线下降段的差异［３５⁃３７］ ．因此，本文采用圆形骨料在保证模拟精度的同时具有较高

的建模效率．对于骨料分布随机性的影响，采用相同骨料体积分数下具有不同的骨料空间随机分布的混凝土

样本进行 ３ 组数值模拟，其损伤和弹性模量等结果如图 ８ 所示．可以看出，骨料空间随机分布对弹性模量的

影响误差大约为 １％．
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图 ７　 ＡＮＮ 计算结果以及与其他方法对比

Ｆｉｇ． ７　 Ｔｈｅ ＡＮＮ ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ ｒｅｓｕｌｔｓ ａｎｄ ｔｈｅ ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｗｉｔｈ ｏｔｈｅｒ ｍｅｔｈｏｄｓ

图 ８　 不同骨料随机分布下的损伤和弹性模量

Ｆｉｇ． ８　 Ｄａｍａｇｅｓ ａｎｄ ｅｌａｓｔｉｃ ｍｏｄｕｌｉ ｕｎｄｅｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｒａｎｄｏｍ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｓ ｏｆ ａｇｇｒｅｇａｔｅｓ

２　 骨料 ／砂浆基质 ／孔隙三相混凝土

２．１　 有限元模型

采用与 １．１ 小节类似的建模方法，不同之处在于需要在基体中投放骨料后建立圆形孔隙．共建立数据

２３１ 组，骨料体积分数范围为 ０．２～０．４，孔隙率范围为 ０～０．１．其他模型参数、材料属性、网格划分、加载方式等

均同 １．１ 小节．建立的有限元模型和对应的 ＰＹＴＨＯＮ 模型分别如图 ９（ａ）和 ９（ｂ）所示．图 １０ 展示了本文使用

ＰＹＴＨＯＮ 语言建立的部分不同骨料体积分数和孔隙率下的混凝土细观模型．
部分数值模拟加载结果如图 １１ 所示，可以看出，在同一骨料体积分数下，随着初始孔隙率的增加，应力⁃

应变曲线弹性模量、峰值应力和峰值应变均逐渐减小．同时，在骨料体积分数和初始孔隙率两个细观参量的

共同作用下，混凝土有效弹性模量呈现复杂的变化规律．
采用解构 ＡＮＮ 的方法实现提取混凝土弹性模量与骨料体积分数、初始孔隙率的函数关系．首先搭建 ＢＰ

神经网络，输入层包括骨料体积分数和初始孔隙率两个神经元，为了便于解构神经网络，仅设置一层隐藏层，
包括 ３ 个神经元，输出层为混凝土弹性模量一个神经元（见图 １２（ａ））．采用 ｓｏｆｔｐｌｕｓ 函数作为激活函数替代

常用的 ＲｅＬＵ 函数（图 ５（ｃ）和 ５（ｄ）），这样做的原因是：ｓｏｆｔｐｌｕｓ 函数作为平滑后的 ＲｅＬＵ 函数，虽然计算时

间略有提升，但是具有更优越的非线性问题处理能力，同时也不会出现梯度饱和的问题．采用 ＭＳＥ 函数作为

损失函数，同时选取 ＭＡＥ 函数作为评价指标，将 Ａｄａｍ 算法作为反向传播过程的优化器．
在读取数据集后，由于骨料体积分数的数据尺度比孔隙率大一个数量级，如果直接采用原始数据进行分

析，数值较大的参量在神经网络的综合分析过程中影响权重可能会被放大，而数值较小的参量会被削弱．同
时，数据数量级的差异会导致神经网络的收敛速度变慢．因此需要对输入数据进行标准差标准化处理，使不

同数据具有相同的尺度．
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图 ９　 有限元模型和 ＰＹＴＨＯＮ 绘制模型

Ｆｉｇ． ９　 Ｔｈｅ ｆｉｎｉｔｅ ｅｌｅｍｅｎｔ ｍｏｄｅｌ ａｎｄ ｔｈｅ ＰＹＴＨＯＮ ｄｒａｗｉｎｇ ｍｏｄｅｌ

图 １０　 部分不同骨料体积分数和孔隙率下的混凝土细观模型样本

Ｆｉｇ． １０　 Ｓｏｍｅ ｃｏｎｃｒｅｔｅ ｍｅｓｏ⁃ｍｏｄｅｌ ｓａｍｐｌｅｓ ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ａｇｇｒｅｇａｔｅ ｖｏｌｕｍｅ ｆｒａｃｔｉｏｎｓ ａｎｄ ｐｏｒｏｓｉｔｙ
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图 １１　 不同骨料体积分数和孔隙率下的混凝土细观模型应力⁃应变曲线

Ｆｉｇ． １１　 Ｓｏｍｅ ｃｏｎｃｒｅｔｅ ｍｅｓｏ⁃ｍｏｄｅｌ ｓｔｒｅｓｓ⁃ｓｔｒａｉｎ ｃｕｒｖｅｓ ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ａｇｇｒｅｇａｔｅ ｖｏｌｕｍｅ ｆｒａｃｔｉｏｎｓ ａｎｄ ｐｏｒｏｓｉｔｉｅｓ

２．２　 训练过程

训练过程基于 ＰｙＣｈａｒｍ 集成编译环境中的 Ｔｅｎｓｏｒｆｌｏｗ２．８．０ 框架， 框架训练数据共包括训练集 ２０９ 组，
验证集 １１ 组， 测试集 １１ 组， 迭代 １００ 轮次， ｂａｔｃｈ＿ｓｉｚｅ（即一次训练抓取的数据样本数量）设置为 ２， 完整训

练过程共耗时 ５．６９ ｓ， 训练采用的计算机软硬件环境如表 ３ 所示． 训练过程中的 ＭＳＥ 曲线和 ＭＡＥ 曲线如图

１３（ａ）和 １３（ｂ）所示，可以看出，在训练过程中损失值先是快速下降随后缓慢趋于平稳，训练结束后最终的

ＭＳＥ 和 ＭＡＥ 值分别为 ０．０７ 和 ０．２０，表明该问题在 ＢＰ 神经网络的训练过程中具有良好的收敛性．
然后提取最后一轮迭代的训练权重参数（见图 １２（ｂ）），包括输入层到隐藏层和隐藏层到输出层的权重

矩阵 Ｗ１ 和 Ｗ２、输入层到隐藏层和隐藏层到输出层的偏置矩阵 Ｂ１ 和 Ｂ２ ．详细的推导过程如下所示：
权重矩阵及其转置：
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　 　 Ｗ１ ＝
０．０５２ － ０．４６３ ０．９３９
－ ０．５６０ － ０．８６４ ０．８６６

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
， ＷＴ

１ ＝
０．０５２ － ０．５６０
－ ０．４６３ － ０．８６４
０．９３９ ０．８６６

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

，

　 　 Ｗ２ ＝
２．３５１
３．１００
２．３１１

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

， ＷＴ
２ ＝ ［２．３５１　 ３．１００　 ２．３１１］ ．

偏置矩阵：

　 　 Ｂ１ ＝
２．９７２
３．３５３
２．８８１

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

， Ｂ２ ＝ ２．３１５．

数据标准差标准化过程：

　 　 Ｍφ ＝
∑

ｎ

ｉ ＝ １
φ ｉ

ｎ
＝ ０．２９， Ｍｐ ＝

∑
ｎ

ｉ ＝ １
ｐｉ

ｎ
＝ ０．０５，

　 　 Ｓφ ＝
∑

ｎ

ｉ ＝ １
（ｘｉ － ｘ－） ２

ｎ
＝ ０．０５５， Ｓｐ ＝

∑
ｎ

ｉ ＝ １
（ｘｉ － ｘ－） ２

ｎ
＝ ０．０３２，

　 　 φ ＝
φ ｉｎｐｕｔ － Ｍφ

Ｓφ
， ｐ ＝

ｐｉｎｐｕｔ － Ｍｐ

Ｓｐ
．

隐藏层的输出值：

　 　 Ｙ１ ＝ ＷＴ
１Ｘ ＋ Ｂ１ ＝

ｗ１
１１φ ＋ ｗ１

２１ｐ

ｗ１
１２φ ＋ ｗ１

２２ｐ

ｗ１
１３φ ＋ ｗ１

２３ｐ

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

＋

ｂ１
１１

ｂ１
２１

ｂ１
３１

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

．

采用 ｓｏｆｔｐｌｕｓ 函数作为激活函数的激活值：
　 　 Ｚ１ ＝ ｌｎ（１ ＋ ｅＹ１） ．
输出层的输出值：
　 　 Ｙ２ ＝ ＷＴ

２Ｚ１ ＋ Ｂ２ ＝

　 　 　 　 ｗ２
１１σ（ｗ１

１１φ ＋ ｗ１
２１ｐ ＋ ｂ１

１１） ＋ ｗ２
２１σ（ｗ１

１２φ ＋ ｗ１
２２ｐ ＋ ｂ１

２１） ＋ ｗ２
３１σ（ｗ１

１３φ ＋ ｗ１
２３ｐ ＋ ｂ１

３１） ＋ ｂ２
１１ ＝

　 　 　 　 ｗ２
１１ ｌｎ（１ ＋ ｅｗ１

１１φ ＋ｗ１
２１ｐ＋ｂ１１１） ＋ ｗ２

２１ ｌｎ（１ ＋ ｅｗ１
１２φ ＋ｗ１

２２ｐ＋ｂ１２１） ＋ ｗ２
３１ ｌｎ（１ ＋ ｅｗ１

１３φ ＋ｗ１
２３ｐ＋ｂ１３１） ＋ ｂ２

１１ ＝

　 　 　 　 ｌｎ［（１ ＋ ｅｗ１
１１φ ＋ｗ１

２１ｐ＋ｂ１１１） ｗ２１１（１ ＋ ｅｗ１
１２φ ＋ｗ１

２２ｐ＋ｂ１２１） ｗ２２１（１ ＋ ｅｗ１
１３φ ＋ｗ１

２３ｐ＋ｂ１３１） ｗ２３１］ ＋ ｂ２
１１ ＝

　 　 　 　 ｌｎ［（１ ＋ ｅ０．０５２φ －０．５６ｐ＋２．９７２） ２．３５１（１ ＋ ｅ －０．４６３φ －０．８６４ｐ＋３．３５３） ３．１（１ ＋ ｅ０．９３９φ ＋０．８６６ｐ＋２．８８１） ２．３１１］ ＋ ２．３１５．
综上，可推导得到本文设置细观力学参数的条件下，混凝土有效弹性模量和骨料体积分数、初始孔隙率

的函数关系：
　 　 Ｅ ＝ ｌｎ［（１ ＋ ｅ０．０５２φ －０．５６ｐ＋２．９７２） ２．３５１（１ ＋ ｅ －０．４６３φ －０．８６４ｐ＋３．３５３） ３．１（１ ＋ ｅ０．９３９φ ＋０．８６６ｐ＋２．８８１） ２．３１１］ ＋ ２．３１５． （２７）
为了验证所提出公式的有效性，将不同骨料体积分数下的混凝土，孔隙率在 ０ ～ ０．１ 范围内变化时的弹

性模量代入式（２７）进行计算，并与数值模拟结果进行对比，误差采用 ＭＡＥ 函数进行评估．本文训练集的骨料

体积分数范围为 ２０％～３８％，通过图 １４（ａ）—１４（ｅ）展示的部分对比结果可以看出，对于骨料体积分数 ２０％
～３８％范围内的弹性模量预测精度较高．而对于 １１ 组测试集（骨料体积分数为 ４０％）计算得到的弹性模量，
该公式依然具有较高的可靠性（图 １４（ ｆ）），证明了本文提出方法的有效性以及其具有较好的泛化能力．吴
震［３８］和金浏［３９］研究了干燥混凝土弹性模量与孔隙率的定量关系，为了验证本文所提出式（２７）的精度，我们
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和文献［３８⁃３９］的试验结果进行了对比．训练公式（２７）所依据的神经网络数据集的混凝土骨料体积分数为

２０％～３８％，因此用测试集（骨料体积分数为 ４０％）的预测结果与试验数据进行对比更有意义，也可以反映该

公式的外推能力和泛化能力．从图 １４（ｆ）中可以看出，本文提出的理论方法与试验结果吻合很好，能够较准确

地反映多孔混凝土的宏观有效弹性性能．需要说明的是，通过该方法建立的公式只能考虑神经网络训练时设

置的变量，如果改变其他参数（如混凝土试件的尺寸、骨料的强度等），则该公式不再适用．

图 １２　 ＢＰ 神经网络解构流程

Ｆｉｇ． １２　 Ｔｈｅ ｄｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎ ｐｒｏｃｅｓｓ ｏｆ ｔｈｅ ＢＰ ｎｅｕｒａｌ ｎｅｔｗｏｒｋ

图 １３　 训练过程的损失曲线

Ｆｉｇ． １３　 Ｔｈｅ ｌｏｓｓ ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｔｒａｉｎｉｎｇ ｐｒｏｃｅｓｓ

６６５ 应　 用　 数　 学　 和　 力　 学　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ２０２４ 年　 第 ４５ 卷



图 １４　 不同骨料体积分数下的弹性模量预测结果与数值模拟和试验对比
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３　 结　 　 论

本文以混凝土这种应用广泛的复合材料为研究对象，针对其均匀化方法，选取了骨料 ／砂浆基质二相混

凝土和骨料 ／砂浆基质 ／孔隙三相混凝土两种典型模型，进行解析解研究，得到了以下结论：
１） 在混凝土骨料体积分数 ２０％～４０％、孔隙率 ０～１０％的范围内，准静态单轴压缩的工况下：弹性模量均

随着骨料体积分数的提高呈现逐渐增大的趋势；在同一骨料体积分数下，随着初始孔隙率的增加，应力⁃应变

曲线弹性模量、峰值应力和峰值应变均逐渐减小．
２） 采用圆形随机骨料进行混凝土准静态压缩数值模拟，骨料空间随机分布对弹性模量的影响误差大约

为 １％．
３） 对于骨料 ／砂浆基质二相组成的混凝土，采用自定义的 ＡＮＮ 求解间接均匀化理论的微分法中混凝土

弹性模量分别关于骨料体积分数和初始孔隙率的高度非线性耦合微分方程，并与数值模拟结果进行对比，相
比于传统的近似解法，计算效率高，同时误差（ＭＡＥ）由 ２．０５ 降为 ０．９２．

４） 本文提出了一种通过解构 ＡＮＮ 建立初始变量和预测值之间复杂映射关系的显式表达的方法．
５） 对于骨料 ／砂浆基质 ／孔隙三相组成的混凝土， 通过解构 ＡＮＮ 的方法给出了在细观力学参数不变的

条件下由骨料体积分数、 初始孔隙率直接计算混凝土弹性模量的公式．该公式也具有一定的外推和泛化能

力，可以有效避免传统均匀化方法中的复杂分析和假设，为复合材料均匀化方法的研究提供了新思路．
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Ｂｉａｏ． Ｇｒａｄｉｅｎｔ⁃ｏｐｔｉｍｉｚｅｄ ｐｈｙｓｉｃａｌ ｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎ ｎｅｕｒａｌ ｎｅｔｗｏｒｋｓ （ＧＯＰＩＮＮｓ）： ｄｅｅｐ ｌｅａｒｎｉｎｇ ｍｅｔｈｏｄｓ ｆｏｒ ｓｏｌ⁃

８６５ 应　 用　 数　 学　 和　 力　 学　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ２０２４ 年　 第 ４５ 卷



ｖｉｎｇ ｃｏｍｐｌｅｘ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｐｒｏｂｌｅｍｓ［Ｊ ／ ＯＬ］ ． Ａｃｔａ Ｐｈｙｓｉｃａ Ｓｉｎｉｃａ［２０２３⁃０４⁃１３］ ． ｈｔｔｐｓ： ／ ／ ｋｎｓ．ｃｎｋｉ．ｎｅｔ ／ ｋｃｍｓ ／ ｄｅ⁃
ｔａｉｌ ／ ／ １１．１９５８．Ｏ４．２０２３０２０１．２１５５．００４．ｈｔｍｌ． （ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））
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ｖｉｓｅｄ ｍａｃｈｉｎｅ ｌｅａｒｎｉｎｇ ａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ［Ｊ］ ． Ｍａｔｅｒｉａｌｓ， ２０２２， １５（２）： ６４７．

［１７］　 ＨＡＮ Ｔ， ＳＩＤＤＩＱＵＥ Ａ， ＫＨＡＹＡＴ Ｋ， ｅｔ ａｌ． Ａｎ ｅｎｓｅｍｂｌｅ ｍａｃｈｉｎｅ ｌｅａｒｎｉｎｇ ａｐｐｒｏａｃｈ ｆｏｒ ｐｒｅｄｉｃｔｉｏｎ ａｎｄ ｏｐｔｉｍｉｚａ⁃
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３４７： ７３５⁃７５３．
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