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摘要：　 在复杂荷载作用下，利用分布位错技术（ＤＤＴ）对半无限大平面内的分岔裂纹问题进行研究，并进行了正确

性验证．根据等效应力强度因子判据，初步解释了裂纹产生分岔的原因；研究了不同埋深、荷载比值、分支长度比值、
分岔角度情况下的分岔裂纹尖端的应力强度因子；同时，研究了多分支分岔裂纹，计算结果与有限元结果吻合．结果

显示：埋深越深，分岔裂纹扩展越困难，当埋深为 ｄ ／ ａ ＝ １．５ 时，分支裂尖应力强度因子削弱程度可达 １５％左右；较
长分支会极大地抑制短分支的扩展，当两分支裂纹长度比达到 ｂ ／ ｃ ＝ ２ 以上时，屏蔽效应可达 ５０％以上；另外，分岔

角度和荷载比值会改变分岔裂纹主导的扩展模式．

关　 键　 词：　 分岔裂纹；　 分布位错技术；　 等效应力强度因子判据；　 应力强度因子；　 多分支分岔裂纹

中图分类号：　 Ｏ３４６　 　 　 文献标志码：　 Ａ　 　 　 ＤＯＩ： １０．２１６５６ ／ １０００⁃０８８７．４４０１２１

Ｍｅｃｈａｎｉｃａｌ Ｂｅｈａｖｉｏｒｓ ｏｆ Ｓｕｂｓｕｒｆａｃｅ Ｂｉｆｕｒｃａｔｉｎｇ Ｃｒａｃｋｓ

ＳＵＮ Ｑｉ１，　 ＷＵ Ｊｉｎｂｏ２，　 ＪＩＡＮＧ Ｘｉａｏｙｕ１

（Ｓｃｈｏｏｌ ｏｆ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ ａｎｄ Ａｅｒｏｓｐａｃｅ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ， Ｓｏｕｔｈｗｅｓｔ Ｊｉａｏｔｏｎｇ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ，
Ｃｈｅｎｇｄｕ ６１００３１， Ｐ．Ｒ．Ｃｈｉｎａ）

Ａｂｓｔｒａｃｔ： Ｕｎｄｅｒ ｃｏｍｐｌｅｘ ｌｏａｄｓ， ｔｈｅ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｅｄ ｄｉｓｌｏｃａｔｉｏｎ ｔｅｃｈｎｉｑｕｅ （ＤＤＴ） ｗａｓ ｕｓｅｄ ｔｏ ｄｉｓｃｕｓｓ ｔｈｅ ｂｉｆｕｒｃａ⁃
ｔｉｎｇ ｃｒａｃｋ ｐｒｏｂｌｅｍ ｉｎ ａ ｓｅｍｉ⁃ｉｎｆｉｎｉｔｅ ｐｌａｎｅ， ａｎｄ ｉｔｓ ｃｏｒｒｅｃｔｎｅｓｓ ｗａｓ ｖｅｒｉｆｉｅｄ． Ｂａｓｅｄ ｏｎ ｔｈｅ ｃｒｉｔｅｒｉｏｎ ｆｏｒ ｔｈｅ ｅ⁃
ｑｕｉｖａｌｅｎｔ ｓｔｒｅｓｓ ｉｎｔｅｎｓｉｔｙ ｆａｃｔｏｒ， ｔｈｅ ｃａｕｓｅ ｆｏｒ ｃｒａｃｋ ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ ｗａｓ ｐｒｅｌｉｍｉｎａｒｉｌｙ ｅｘｐｌａｉｎｅｄ． Ｔｈｅ ｓｔｒｅｓｓ ｉｎｔｅｎｓｉｔｙ
ｆａｃｔｏｒｓ ｏｆ ｂｉｆｕｒｃａｔｉｎｇ ｃｒａｃｋｓ ｕｎｄｅｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｂｕｒｉｅｄ ｄｅｐｔｈｓ， ｌｏａｄｉｎｇ ｒａｔｉｏｓ， ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ ｌｅｎｇｔｈ ｒａｔｉｏｓ， ａｎｄ ｂｉｆｕｒ⁃
ｃａｔｉｏｎ ａｎｇｌｅｓ ｗｅｒｅ ｃａｌｃｕｌａｔｅｄ． Ｔｈｅ ｍｕｌｔｉ⁃ｂｒａｎｃｈ ｂｉｆｕｒｃａｔｉｎｇ ｃｒａｃｋ ｗａｓ ａｌｓｏ ｃａｌｃｕｌａｔｅｄ， ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｒｅｓｕｌｔｓ ａｇｒｅｅｉｎｇ
ｗｅｌｌ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｆｉｎｉｔｅ ｅｌｅｍｅｎｔ ｍｅｔｈｏｄ． Ｔｈｅ ｒｅｓｕｌｔｓ ｓｈｏｗ ｔｈａｔ， ｔｈｅ ｄｅｅｐｅｒ ｔｈｅ ｂｕｒｉｅｄ ｄｅｐｔｈ ｉｓ， ｔｈｅ ｍｏｒｅ ｄｉｆｆｉｃｕｌｔ
ｔｈｅ ｂｉｆｕｒｃａｔｉｎｇ ｃｒａｃｋ ｐｒｏｐａｇａｔｉｏｎ ｗｉｌｌ ｂｅ． Ｗｈｅｎ ｔｈｅ ｂｕｒｉａｌ ｄｅｐｔｈ ｒｅａｃｈｅｓ ｄ ／ ａ ＝ １．５， ｔｈｅ ｓｔｒｅｓｓ ｉｎｔｅｎｓｉｔｙ ｆａｃｔｏｒ ａｔ
ｔｈｅ ｂｉｆｕｒｃａｔｉｎｇ ｃｒａｃｋ ｔｉｐ ｗｉｌｌ ｄｅｃｒｅａｓｅ ｂｙ ａｂｏｕｔ １５％ ． Ｍｏｒｅｏｖｅｒ， ｔｈｅ ｌｏｎｇｅｒ ｂｒａｎｃｈ ｗｉｌｌ ｇｒｅａｔｌｙ ｉｎｈｉｂｉｔ ｔｈｅ ｅｘｔｅｎ⁃
ｓｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｓｈｏｒｔ ｂｒａｎｃｈ． Ｗｈｅｎ ｔｈｅ ｃｒａｃｋ ｌｅｎｇｔｈ ｒａｔｉｏ ｏｆ ｔｈｅ ２ ｂｒａｎｃｈｅｓ ｒｅａｃｈｅｓ ｍｏｒｅ ｔｈａｎ ｂ ／ ｃ ＝ ２， ｔｈｅ ｓｈｉｅｌｄｉｎｇ
ｅｆｆｅｃｔ ｗｉｌｌ ｒｅａｃｈ ｍｏｒｅ ｔｈａｎ ５０％ ； Ｉｎ ａｄｄｉｔｉｏｎ， ｔｈｅ ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ ａｎｇｌｅｓ ａｎｄ ｌｏａｄｉｎｇ ｒａｔｉｏｓ ｗｉｌｌ ｃｈａｎｇｅ ｔｈｅ ｄｏｍｉｎａｎｔ
ｐｒｏｐａｇａｔｉｏｎ ｍｏｄｅ ｏｆ ｂｉｆｕｒｃａｔｉｎｇ ｃｒａｃｋｓ．

Ｋｅｙ ｗｏｒｄｓ： ｂｉｆｕｒｃａｔｉｎｇ ｃｒａｃｋ； ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｅｄ ｄｉｓｌｏｃａｔｉｏｎ ｔｅｃｈｎｉｑｕｅ； ｃｒｉｔｅｒｉｏｎ ｆｏｒ ｔｈｅ ｅｑｕｉｖａｌｅｎｔ ｓｔｒｅｓｓ ｉｎｔｅｎｓｉｔｙ
ｆａｃｔｏｒ； ｓｔｒｅｓｓ ｉｎｔｅｎｓｉｔｙ ｆａｃｔｏｒ； ｍｕｌｔｉ⁃ｂｒａｎｃｈ ｂｉｆｕｒｃａｔｉｎｇ ｃｒａｃｋ

３５４１

应用数学和力学
４４ 卷 １２ 期　 ２０２３ 年 １２ 月

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ａｎｄ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ
　 　 　 　 　 Ｖｏｌ．４４，Ｎｏ．１２，Ｄｅｃ．，２０２３

∗ 收稿日期：　 ２０２３⁃０４⁃２１； 修订日期：　 ２０２３⁃０９⁃１１
基金项目：　 国家自然科学基金项目（１１４７２２３０）
作者简介：　 孙奇（１９９９—），男，硕士生（Ｅ⁃ｍａｉｌ： ３２７１３６２７２６＠ ｑｑ．ｃｏｍ）；

江晓禹（１９６５—），男，教授，博士（通讯作者． Ｅ⁃ｍａｉｌ： ｘｉａｏｙｕｊｉａｎｇ８＠ ｓｉｎａ．ｃｏｍ）．
引用格式：　 孙奇， 吴金波， 江晓禹． 次表面分岔裂纹的力学行为［Ｊ］ ． 应用数学和力学， ２０２３， ４４（１２）： １４５３⁃１４６２．



０　 引　 　 言

随着现代工业的迅速发展，各种实际的工程问题离不开断裂理论的指导，以往研究中，多认为裂纹沿着

其延长线进行扩展，却忽略了对裂纹二次断裂现象的研究．二次断裂现象是指裂纹沿直线扩展之后出现方向

改变的现象，裂纹分岔就是一种重要的二次断裂现象．分岔裂纹常见于脆性材料、塑性较小的材料以及金属

应力腐蚀问题中．通过对分岔裂纹的研究，可以初步预测裂纹是否会分岔、计算分支应力强度因子等，因其具

有重要的工程意义，故长期受到断裂力学领域的关注．
从 ２０ 世纪开始，国内外学者均对分岔裂纹做了大量工作，其中：Ｔｈｅｏｃａｒｉｓ 等［１］ 运用复势法研究了无限

各向同性弹性板上对称分岔裂纹的平面问题，给出了分岔裂纹尖端的应力强度因子．Ｌａｍ 等［２］利用分布位错

技术解决了圆形夹杂物与嵌入无限弹性介质中对称分岔裂纹之间的相互作用的问题，讨论了不同模量的夹

杂对分岔裂纹扩展的影响．Ｙａｎ［３］利用分布位错技术计算了无限大板中多条分岔裂纹相互作用的问题，给出

了裂纹尖端附近的应力场．Ｙａｖｕｚ 等［４］把裂纹尖端位移不连续单元与恒位移不连续单元结合起来，为分岔裂

纹的应力强度因子计算提供了一种更为精确的方法．Ｄａｈｌａｎ 等［５］ 利用有限元方法研究了单轴牵引作用下二

维板上的静态对称分支和非对称分岔裂纹．魏华建等［６］ 利用扩展有限元方法（ＸＦＥＭ）对分岔裂纹的非尖端

破坏进行了讨论．Ｋｏｒｎｅｖ 等［７］采用有限元法求解双对称分岔裂纹，并使用 Ｎｅｕｂｅｒ Ｎｏｖｏｚｈｉｌｏｖ 型断裂准则和充

分断裂准则计算得到了临界断裂参数．Ｃｈｅｎ 等［８］ 在扩展有限元法的框架下，提出了一种研究复杂分岔裂纹

扩展的增强扩展有限元方法．张端等［９］利用 ３Ｄ 打印技术制作了不同形态的分岔裂纹，并研究了其在不同起

裂荷载下的力学行为．
上述文献中的主要研究方法包括数值法、有限元方法、实验法、解析法，但其大多数研究的仅仅是在简单

荷载下的分岔裂纹，且将裂纹所在平面简化为无穷大的情况，对于复杂荷载下的研究以及自由边界对分岔裂

纹产生影响的研究仍有所不足．本文利用分布位错技术研究了半无限大平面内次表面分岔裂纹在复杂荷载

下的力学行为．本文的主要研究内容为：根据等效应力强度因子判据，初步解释了裂纹产生分岔的原因；计算

了分岔裂纹在不同埋深、荷载比值、分支长度比值、分岔角度下分支的应力强度因子；最后，还研究了多分支

分岔裂纹的情况，其结果与有限元对照良好．此外，分布位错技术相较于有限元，略去了每次模型改变后繁琐

的网格划分工作，只需要改变裂纹的位置参数便可进行计算，是一种便捷的研究分岔裂纹的数值方法．

１　 原　 　 理

１．１　 问题描述

本文欲用理论方法（分布位错技术）研究分岔裂纹，重点是求解分支尖端的应力强度因子，由此讨论不

同工况下分岔裂纹的力学行为．在图 １ 中考虑将分岔裂纹建模为三条相交的直裂纹，分别表示为裂纹 １（即
主裂纹 ＡＤ）、２（即ＤＢ裂纹分支）、３（即ＤＥ裂纹分支） ．ａ，ｂ，ｃ分别表示主裂纹 １、分支裂纹 ２、分支裂纹 ３的裂

纹半长；ｄ 表示主裂纹中心到自由边界的距离；θＢ，θＥ 分别表示分支裂纹 ２、３ 延长线与主裂纹延长线的夹角；
Ａ，Ｂ，Ｅ（为了应力强度因子表达式与断裂韧性有所区别） 表示分岔裂纹尖端；Ｄ 表示分岔点．
１．２　 叠加原理

基于 Ｂｕｅｃｋｎｅｒ 定理［１０］，将主问题分解成两个子问题：子问题 １，无裂纹时，外载在半无限弹性平面内产

生应力的问题；子问题 ２，无外载时，半无限弹性平面内裂纹区域的刃位错产生应力的问题．最后根据裂纹面

应力条件，将以上两个子问题联立求解．
１．３　 建立位错密度积分方程

在半无限大板中由位错引起的应力分量由下式给出［１０⁃１１］：

　 　 σ－ ｉｊ（ｘ，ｙ） ＝ ２μ
π（κ ＋ １）

［Ｇｘｉｊ（ξ，ｘ，ｙ）ｂｘ ＋ Ｇｙｉｊ（ξ，ｘ，ｙ）ｂｙ］，　 　 ｉｊ ＝ ｘｘ， ｙｙ， ｘｙ， （１）

其中 κ 是 Ｋｏｌｏｓｏｖ 常数，平面应变时 κ ＝ ３ － ４ν，平面应力时 κ ＝ （３ － ν） ／ （１ ＋ ν）；ν 是 Ｐｏｉｓｓｏｎ 比； μ是剪切模

量；ｂｘ 和 ｂｙ 代表 Ｂｕｒｇｅｒｓ 矢量在 ｘ，ｙ方向上的分量；Ｇｘｉｊ 和 Ｇｙｉｊ 是位错影响函数，第一个下标表示 Ｂｕｒｇｅｒｓ 矢量，
后两个下标表示应力分量，其表达式可参考文献［１１］．为了方便在局部坐标系下进行计算，需要进行以下坐

４５４１ 应　 用　 数　 学　 和　 力　 学　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ２０２３ 年　 第 ４４ 卷



标变换：

　 　
ｂｘ ＝ ｃｏｓ（θ）ｂ ｘ^ － ｓｉｎ（θ）ｂ ｙ^，
ｂｙ ＝ ｓｉｎ（θ）ｂ ｘ^ ＋ ｃｏｓ（θ）ｂ ｙ^，

{ （２）

　 　

σ－ ｘ^ｘ^ ＝ ｃｏｓ２（θ１）σ
－
ｘｘ ＋ ｓｉｎ２（θ１）σ

－
ｙｙ ＋ ｓｉｎ（２θ１）σ

－
ｘｙ，

σ－ ｙ^ｙ^ ＝ ｓｉｎ２（θ１）σ
－
ｘｘ ＋ ｃｏｓ２（θ１）σ

－
ｙｙ － ｓｉｎ（２θ１）σ

－
ｘｙ，

σ－ ｘ^ｙ^ ＝ － ｓｉｎ２（θ１）σ
－
ｘｘ ＋ ｓｉｎ２（θ１）σ

－
ｙｙ ＋ ｃｏｓ（２θ１）σ

－
ｘｙ，

ì

î

í

ï
ï

ïï

（３）

其中 ｂ ｘ^，ｂ ｙ^ 代表任意局部坐标系下的 Ｂｕｒｇｅｒｓ 矢量分量； σ－ ｉ^ｊ^（ ｉｊ ＝ ｘｘ，ｙｙ，ｘｙ） 代表任意局部坐标系下由位错产

生的应力分量； θ，θ１ 分别代表位错列和裂纹面所在局部坐标相对于主坐标的偏转角．将方程（２）、（３）代入方

程（１）中，便可以得到局部坐标系上的位错影响函数：

　 　 σ－ ｉ^ｊ^（ｘ，ｙ） ＝ ２μ
π（κ ＋ １）

［Ｇ ｘ^ｉ^ｊ^（ξ，ｘ，ｙ，θ，θ１）ｂ ｘ^ ＋ Ｇ ｙ^ｉ^ｊ^（ξ，ｘ，ｙ，θ，θ１）ｂ ｙ^］，　 　 ｉｊ ＝ ｘｘ， ｙｙ， ｘｙ ． （４）

图 １　 复杂荷载下的半无限平面分岔裂纹

Ｆｉｇ． １　 Ｔｈｅ ｓｅｍｉ ｉｎｆｉｎｉｔｅ ｐｌａｎｅ ｂｉｆｕｒｃａｔｉｎｇ ｃｒａｃｋ ｕｎｄｅｒ ｃｏｍｐｌｅｘ ｌｏａｄｓ

在后续的计算中只需要变化 ξ，ｘ，ｙ，θ，θ１，就可以得到由任意局部坐标系上的位错在任意局部坐标系上

所产生的应力分量．以裂纹 １ 对裂纹 ２ 的影响函数作为例子进行解释，如图 ２ 所示，其中红色图形代表刃型

位错列．只需进行以下替换： ξ ＝ ξ１，ｘ ＝ ｘ２ｃｏｓ（θＢ） ＋ ｄ ＋ ａ，ｙ ＝ ｘ２ｓｉｎ（θＢ），θ ＝ ０，θ１ ＝ θＢ 即可得到．其中 ξ１ 是裂

纹 １上位错的全局横坐标；ｘ是裂纹 ２的全局横坐标，ｙ是裂纹 ２的全局纵坐标减去裂纹 １的位错全局纵坐标；
θ，θＢ 分别代表裂纹 １ 和裂纹 ２ 坐标系的偏转角；其余影响函数可用类似方法获得．

图 ２　 坐标变换示意图

Ｆｉｇ． ２　 Ｓｃｈｅｍａｔｉｃ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅ ｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎ

注　 为了解释图中的颜色，读者可以参考本文的电子网页版本，后同．
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现在基于分布位错技术，将每条裂纹视为未知的连续分布的刃位错［１１］，表示为 Ｂ ｌ（ξｋ），其中 ｌ ＝ １，２分别

代表 ｘ，ｙ方向上的位错，ξｋ 代表第 ｋ条裂纹分布位错的局部坐标（ｋ ＝ １，２，３） ．因此，对于每一条裂纹而言，通
过叠加包括自己在内的其他裂纹位错所产生的应力分量与外载荷产生的应力分量，并结合裂纹面的无牵引

条件，可以得到

　 　 ∑
３

ｋ ＝ １
∑

２

ｌ ＝ １
∫ａｋ２
ａｋ１
Ｇｋｎ

ｌ^ｉ^ｊ^（ξ，ｘ，ｙ，θ，θ１）Ｂ ｌ（ξｋ）ｄξｋ ＋ σｎ
ｉ^ｊ^（ｘ，ｙ） ＝ ０，　 　 ｎ ＝ １，２，３； ｉｊ ＝ ｙｙ，ｘｙ， （５）

式中的 ａｋ１，ａｋ２ 分别表示第 ｋ 条裂纹分布位错积分的上下限．三条裂纹积分限分别为 ａ１１ ＝ ｄ － ａ，ａ１２ ＝ ｄ ＋ ａ；
ａ２１ ＝ ０，ａ２２ ＝ ２ｂ；ａ３１ ＝ ０，ａ３２ ＝ ２ｃ ．σｎ

ｉ^ｊ^（ｘ，ｙ） ＝ ０（ ｉｊ ＝ ｙｙ，ｘｙ） 表示任意局部坐标系下外载荷产生的应力分量，可
以由文献［１１］得到．由于 ｘ 方向的正应力不会影响裂纹尖端的应力强度因子，故此处不讨论．

２　 奇异积分方程的数值解

采用基于 Ｇａｕｓｓ⁃Ｃｈｅｂｙｃｈｅｖ 求积方法［１２］的数值技术来求解积分方程组（５），首先需要对积分区域进行归

一化处理：

　 　 ξｋ，ｘｋ ＝
ａｋ２ － ａｋ１

２
ｓＩｋ，ｔＲｋ ＋

ａｋ２ ＋ ａｋ１

２
， （６）

其中

　 　
ｓＩｋ ＝ ｃｏｓ π（２Ｉ － １）

２Ｍ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ，　 　 Ｉ ＝ １，２，…，Ｍ，

ｔＲｋ ＝ ｃｏｓ πＲ
Ｍ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ， Ｒ ＝ １，２，…，Ｍ － １，

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（７）

ａｋ１，ａｋ２ 的物理含义在上文已经给出；ｓＩｋ，ｔＲｋ 代表相应的离散积分点与配置点；Ｍ 表示离散方程的个数． 将
Ｂ ｌ（ξｋ） 写成基本函数 ｗ（ ｓｋ） 与未知函数 ϕｌ（ ｓｋ） 的乘积：

　 　 Ｂ ｌ（ξｋ） ＝ Ｂ ｌ（ ｓｋ） ＝ ｗ（ ｓｋ）ϕｌ（ ｓｋ） ＝
ϕｌ（ ｓｋ）

１ － ｓ２ｋ
，　 　 ｋ ＝ １，２，３． （８）

将方程（６）、（７）、（８）代入方程（５），得到离散化的方程：

　 　 １
Ｍ∑

３

ｋ ＝ １
∑

２

ｌ ＝ １
ϕｌ（ ｓＩｋ）Ｇ ｌ^ｉ^ｊ^（ ｓＩｋ，ｔＲｎ ） ＋ σ ｉ^ｊ^（ ｔＲｎ ） ＝ ０，　 　 ｎ ＝ １，２，３； ｉｊ ＝ ｙｙ，ｘｙ ． （９）

方程（９）总共有 ６Ｍ － ６个线性方程，但是总共需要求解 ６Ｍ 个未知数，因此需要额外补充 ６ 个方程．所谓

的封闭或者单值条件［１２］提供了额外的两个方程式，这两个方程表示次表面分岔裂纹在 ｘ 与 ｙ 方向上的净位

错位均为零．ａｋ 代表第 ｋ 条裂纹的半长，

　 　
∑

３

ｋ ＝ １

ａｋｃｏｓ（θｋ）
Ｍ ∑

Ｍ

Ｉ ＝ １
ϕｘ（ ｓＩｋ） －

ａｋｓｉｎ（θｋ）
Ｍ ∑

Ｍ

Ｉ ＝ １
ϕｙ（ ｓＩｋ）

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ０，

∑
３

ｋ ＝ １

ａｋｓｉｎ（θｋ）
Ｍ ∑

Ｍ

Ｉ ＝ １
ϕｘ（ ｓＩｋ） ＋

ａｋｃｏｓ（θｋ）
Ｍ ∑

Ｍ

Ｉ ＝ １
ϕｙ（ ｓＩｋ）

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ０ ．

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（１０）

由于主 ／分支裂纹交点 （图 １ 中的点 Ｄ） 处的奇异性小于 １ ／ ２，文献［２］将分岔点处的应力强度因子处理

为 ０，其实际可用的方程个数为 ６ 个．文献［２］经过比对不同的方程所产生的结果，选出了其中最佳的 ４ 个额

外方程如下：

　 　
ϕ１（ ｓ１ ＝ １） ＝ ϕ２（ ｓ１ ＝ １） ＝ ０，
ϕ１（ ｓ２ ＝ － １） ＝ ϕ２（ ｓ２ ＝ － １） ＝ ０　 ｏｒ　 ϕ１（ ｓ３ ＝ － １） ＝ ϕ２（ ｓ３ ＝ － １） ＝ ０，{ （１１）

其中 ϕｌ（ ｓｋ ＝ ± １） 可以通过文献［１２］中的方法进行插值得到．至此，未知数个数与所需方程数相等，方程（９）
可以得到解答．裂纹尖端的应力强度因子由 ϕｌ（ ｔｋ ＝ ± １） 推出，例如尖端 Ｅ 的应力强度因子表示为

　 　 ＫＥ
Ⅰ，Ⅱ ＝ ２μ

κ ＋ １
σ πｃϕ１，２（ ｓ３ ＝ １） ． （１２）
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３　 结 果 验 证

为了验证上述模型的正确性，根据文献［１３］将模型简化为如图 １ 所示的仅受拉伸荷载的分岔裂纹，其
具体的参数设置如下： ｄ ／ ａ ＝ １００，ｂ ／ ａ ＝ ０．２５，ｃ ／ ｂ ＝ ０．５，θＢ ＝ ３０° ．归一化方法是用实际的裂纹尖端应力强度因

子除以半长为 ａ ＋ ｃ的中心裂纹承受相同拉伸荷载时的应力强度因子Ｋ∗ ．以裂纹尖端Ｂ为例：归一化的Ⅰ型

和 Ⅱ 型应力强度因子分别为Ｋ∗
ⅠＢ 和Ｋ∗

ⅡＢ，其值分别为 ＫⅠＢ ／ Ｋ∗ 和 ＫⅡＢ ／ Ｋ∗， 其中

　 　 ＫⅠＢ ＝ ２μ ／ （κ ＋ １）·σ 　 πｂϕ１（ ｓ２ ＝ ＋ １）， Ｋ∗ ＝ ２μ ／ （κ ＋ １）·σ 　 π（ａ ＋ ｃ） ，
Ｋ∗

ⅠＥ 和Ｋ∗
ⅡＥ 同理可得．

如图 ３ 所示，对比本文理论计算的结果与已有文献的结果，发现本文的理论计算结果与文献计算结果相

差无几，足以说明本文理论模型的正确性，可以用于后续的计算．

图 ３　 非对称分岔裂纹的计算结果对照图

Ｆｉｇ． ３　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ａｓｙｍｍｅｔｒｉｃ ｂｉｆｕｒｃａｔｉｎｇ ｃｒａｃｋ

４　 结果与分析

４．１　 分岔裂纹产生的原因及过程

文献［１４］研究发现，如果根据最大周向拉应力准则判断裂纹扩展角度，其预测的裂纹扩展角度变化过

于剧烈，这与真实的实验结果及事实不符．因此采用文献［１４］中的方法：如图 ４ 所示，将裂纹沿各个不同的方

向扩展 ｂ ＝ ０．１ａ，计算裂纹在不同方向上的等效应力强度因子 Ｋｅｆｆ ＝ ＫⅠ ＋｜ ＫⅡ ｜ ，将其最大值所在的角度视为

裂纹下一步的扩展角度．参数设置如下：荷载 τ ／ σ ＝ ０．１，ｄ ／ ａ ＝ １．５．从图４中可以看出，Ｋｅｆｆ 在－３５°和 ２０°时均出

现了峰值，这说明裂纹在－３５°和 ２０°都容易发生扩展，从而导致出现分岔的情况．
４．２　 埋入深度 ｄ ／ ａ 对 Ｋ∗

Ⅰ 和 Ｋ∗
Ⅱ 的影响

将图 １ 中的参数设置如下： ｂ ／ ａ ＝ ０．１，ｃ ／ ｂ ＝ ０．５，θＢ ＝ ３０°，受单向拉伸荷载，归一化系数均选择 Ｋ∗ ＝

２μ ／ （κ ＋ １）·σ 　 π（ａ ＋ ｃ） ，后续不再赘述．本小节将研究埋置深度 ｄ ／ ａ 对分支尖端应力强度因子的影响．
由图 ５ 可知，对裂纹尖端 Ｂ 来说，Ｋ∗

ⅠＢ 和 Ｋ∗
ⅡＢ 会随着 ｄ ／ ａ 的增大而减小．对尖端 Ｅ 来说，Ｋ∗

ⅠＥ 随着 ｄ ／ ａ 的

增大而减小，而 Ｋ∗
ⅡＥ 的变化趋势并不明显．这说明随着埋置深度的增加，分岔裂纹向内部扩展会更加困难，且

长分支受影响会更加明显．当埋深超过 ｄ ／ ａ ＝ １．３以上时，分支尖端的应力强度因子开始出现明显削弱，ｄ ／ ａ ＝
１．５ 时，较长分支的应力强度因子最大削弱程度可达 １５％．由图 ５（ａ）可知， θＢ 不变的情况下，Ｋ∗

ⅠＢ 随着分岔角

θＥ 的增加，先呈一定比例的增加，在达到峰值后有略微下降并逐渐趋于平稳，其峰值在 θＥ ＝ ２０° ～ ３０° 左右．
由图 ５（ｂ）可知， Ｋ∗

ⅡＢ 随着θＥ 的增加而逐渐增加，这是因为随着分岔角度增加导致分支裂纹尖端距离增大，互
相屏蔽的作用减小．由图 ５（ｃ）可知，随着 θＥ 的增加，Ｋ∗

ⅠＥ 逐渐趋向于零，即裂纹即将发生闭合．由图 ５（ｄ）可
知， Ｋ∗

ⅡＥ 先减小后增加，在θＥ ＝ ７０° ～ ８０° 左右时，Ｋ∗
ⅡＥ 绝对值达到最大，随着θＥ 的进一步增加，Ｋ∗

ⅡＥ 绝对值再

次发生减小．
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图 ４　 不同角度下的等效应力强度因子及裂纹分岔示意图

Ｆｉｇ． ４　 Ｓｃｈｅｍａｔｉｃ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ｔｈｅ ｅｑｕｉｖａｌｅｎｔ ｓｔｒｅｓｓ ｉｎｔｅｎｓｉｔｙ ｆａｃｔｏｒ ａｎｄ ｔｈｅ ｃｒａｃｋ ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ ａｔ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ａｎｇｌｅｓ

图 ５　 埋置深度对归一化应力强度因子的影响

Ｆｉｇ． ５　 Ｅｆｆｅｃｔｓ ｏｆ ｂｕｒｉａｌ ｄｅｐｔｈｓ ｏｎ ｎｏｒｍａｌｉｚｅｄ ｓｔｒｅｓｓ ｉｎｔｅｎｓｉｔｙ ｆａｃｔｏｒｓ

４．３　 荷载比值 τ ／ σ 对 Ｋ∗
Ⅰ 和 Ｋ∗

Ⅱ 的影响

令 ｂ ／ ａ ＝ ０．１，ｃ ／ ｂ ＝ ０．５，ｄ ／ ａ ＝ １．１，θＢ ＝ ３０°，研究荷载比值 τ ／ σ对应力强度因子的影响．从图 ６可知：对裂

纹尖端 Ｂ 来说，Ｋ∗
ⅠＢ 随着切应力比值增大而迅速减小；而对 Ｋ∗

ⅡＢ 来说，随着切应力比值的增加，其数值迅速上

升，且拉伸荷载和切向荷载均会增强Ｋ∗
ⅡＢ ．这说明荷载比值的改变会显著影响分支ＤＢ的扩展方式，当切应力

与正应力大小相当时，其由 Ⅰ 型扩展过渡到 Ⅱ 型扩展．对尖端 Ｅ 来说，由于分支方向不同，Ｋ∗
ⅠＥ 和 Ｋ∗

ⅡＥ 随着

荷载比值的增加而增大，即荷载比值增大可以加速分支 ＤＥ 的扩展．
由图 ６（ａ）可知，在 θＢ 不变的情况下，相较于荷载比值对 Ｋ∗

ⅠＢ 产生的影响，θＥ 产生的影响并不显著．由图

６（ｂ）可知，随着 θＥ 的增加，Ｋ∗
ⅡＢ 整体呈现增大的趋势．当 τ ／ σ ＜ ０．５ 时，当 θＥ 超过 ４０° 后，Ｋ∗

ⅡＢ 开始有明显变

化，τ ／ σ 比值为 ０．７ 和 ０．９ 时，Ｋ∗
ⅡＢ 在略微减小后逐渐增大．由图 ６（ｃ）可知，当 τ ／ σ ＜ ０．５ 时，随着 θＥ 的增加，

Ｋ∗
ⅠＥ 逐渐减小，τ ／ σ 比值为 ０．７ 和 ０．９ 时，Ｋ∗

ⅠＥ 先增大逐渐减小，峰值发生在 θＥ ＝ ４０° 左右．这说明荷载比值的
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改变会显著增加分支ＤＥ 的Ⅰ型扩展角度峰值．由图 ６（ｄ）可知，随着 θＥ 的增加，当 θＥ 超过 ２０°后，Ｋ∗
ⅡＥ 开始有

明显变化，正向 Ｋ∗
ⅡＥ 逐渐减小，随后反向 Ｋ∗

ⅡＥ 逐渐增加，即分支 ＤＥ 滑动方向发生改变．

图 ６　 荷载比值对归一化应力强度因子的影响

Ｆｉｇ． ６　 Ｅｆｆｅｃｔｓ ｏｆ ｌｏａｄ ｒａｔｉｏｓ ｏｎ ｎｏｒｍａｌｉｚｅｄ ｓｔｒｅｓｓ ｉｎｔｅｎｓｉｔｙ ｆａｃｔｏｒｓ

４．４　 分支长度比值 ｂ ／ ｃ 对 Ｋ∗
Ⅰ 和 Ｋ∗

Ⅱ 的影响

令 ｃ ／ ａ ＝ ０．１，ｄ ／ ａ ＝ １．１，θＢ ＝ ３０°以及 τ ／ σ ＝ ０．１，研究分支长度比值 ｂ ／ ｃ对应力强度因子的影响．由图 ７可

知，对于尖端 Ｂ 来说，随着其所在分支长度的增加，Ｋ∗
ⅠＢ 和 Ｋ∗

ⅡＢ 均在迅速的增大后趋于平稳，这说明，分岔裂

纹的分支长度越长，其应力强度因子越大．对于尖端Ｅ来说，随着分支ＤＢ长度的增加，Ｋ∗
ⅠＥ 和Ｋ∗

ⅡＥ 均有不同程

度的下降．这说明较长的分支对较短的分支有一定的抑制作用，当分支比值仅为 ２ 时，较短分支的应力强度

就被削弱了大约 ５０％．由图 ７（ａ）、７（ｂ）可知： ｂ ／ ｃ较小时，Ｋ∗
ⅠＢ 和 Ｋ∗

ⅡＢ 随着 θＥ 的增加而增加；ｂ ／ ｃ较大时，θＥ 对

于 Ｋ∗
ⅠＢ 和 Ｋ∗

ⅡＢ 的影响并不显著．由图 ７（ｃ）可知： ｂ ／ ｃ较小时，Ｋ∗
ⅠＥ 随着 θＥ 的增加而减小；ｂ ／ ｃ较大时，Ｋ∗

ⅠＥ 随着

θＥ 先增加后减小，峰值大约在 θＥ ＝ ２０° ～ ３０° ．由图 ７（ｄ）可知： Ｋ∗
ⅡＥ 在 ｂ ／ ｃ较小的时候，均是负值，且其绝对值

随着 θＥ 的增加先增加后减小，峰值大约在 θＥ ＝ ６０° ～ ７０°；而 ｂ ／ ｃ较大时，随着 θＥ 的增加，正向的 Ｋ∗
ⅡＥ 逐渐减

小，随后负向的 Ｋ∗
ⅡＥ 逐渐增大，当 θＥ 超过 ７０°，负向的 Ｋ∗

ⅡＥ 再次发生减小．
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图 ７　 分支长度比值对归一化应力强度因子的影响

Ｆｉｇ． ７　 Ｅｆｆｅｃｔｓ ｏｆ ｂｒａｎｃｈ ｌｅｎｇｔｈ ｒａｔｉｏｓ ｏｎ ｎｏｒｍａｌｉｚｅｄ ｓｔｒｅｓｓ ｉｎｔｅｎｓｉｔｙ ｆａｃｔｏｒｓ

４．５　 分岔角度对 Ｋ∗
Ⅰ 和 Ｋ∗

Ⅱ 的影响

令 ｂ ／ ａ ＝ ０．１，ｃ ／ ｂ ＝ ０．５，ｄ ／ ａ ＝ １以及 τ ／ σ ＝ ０．１，研究分岔角度 θＢ 对应力强度因子的影响．由图 ８ 可知，分
岔角度的改变会影响主导的扩展模式，从Ⅰ型主导的扩展转换为Ⅱ型，发生转换的角度大致在 ４５°至 ６０°．从
图 ８（ａ）、 ８（ｃ）可知：分岔角 θＥ 的变化对 Ｋ∗

ⅠＢ 基本没有影响，但对 Ｋ∗
ⅠＥ 的影响很明显．随着分岔角 θＢ 的增加，

Ｋ∗
ⅠＥ 呈现快速的增加，且在 ９０°时出现最大值，这是因为分支ＤＢ与分支ＤＥ距离增加，从而抑制作用减弱；而

随着分岔角 θＥ 的增加，Ｋ∗
ⅠＥ 快速下降．由图 ８（ｂ）可知： Ｋ∗

ⅡＢ 随着分岔角 θＢ 的增加先增加后减小，峰值出现在

θＢ ＝ ４５° ～ ６０°，Ｋ∗
ⅡＢ 随着分岔角 θＥ 的增加而增加．由图 ８（ｄ）可知：随着分岔角 θＢ 的增加，正向 Ｋ∗

ⅡＥ 会逐渐向

负向发展，即整条曲线向下移动；随着分岔角 θＥ 的增加，正向的 Ｋ∗
ⅡＥ 逐渐减小，而后负向的值逐渐增加；当峰

值超过 θＥ ＝ ７０° 时，其负向的值再次减小．

图 ８　 分岔角度对归一化应力强度因子的影响

Ｆｉｇ． ８　 Ｅｆｆｅｃｔｓ ｏｆ ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ ａｎｇｌｅｓ ｏｎ ｎｏｒｍａｌｉｚｅｄ ｓｔｒｅｓｓ ｉｎｔｅｎｓｉｔｙ ｆａｃｔｏｒｓ
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４．６　 多分支分岔裂纹的应力强度因子

本文所讨论的理论方法可以方便地应用到多分支的分岔裂纹问题（图 ９）中，相比较于以往解决的问

题［１５⁃１７］更具工程价值，同时无需复杂的公式推导［１８⁃１９］，只需要根据裂纹条数增加式（９）的个数，以及在分岔

处根据式（１１）进行相应的设置，便可以得到解答．令 ２ａ ＝ ４，２ｂ ＝ １，２ｃ ＝ ０．５，θＢ ＝ ６０°，θＦ ＝ ４５°，将本文计算的

结果与有限元进行比对，如表 １ 所示．可见，本文给出的结果是可靠的，且相较于有限元计算而言，此方法可

以方便快捷地用于解决多分支分岔裂纹问题，具有一定实际应用的价值．

图 ９　 多分支分岔裂纹示意图以及有限元网格划分局部图

Ｆｉｇ． ９　 Ｓｃｈｅｍａｔｉｃ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ｔｈｅ ｍｕｌｔｉｐｌｅ ｂｒａｎｃｈ ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ ｃｒａｃｋ ａｎｄ ｔｈｅ ｌｏｃａｌ ｐａｒｔｉａｌ ｆｉｎｉｔｅ ｅｌｅｍｅｎｔ ｍｅｓｈ

表 １　 多分支分岔裂纹有限元计算与本文结果对照

Ｔａｂｌｅ １　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｂｅｔｗｅｅｎ ｔｈｅ ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｆｉｎｉｔｅ ｅｌｅｍｅｎｔ ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｍｕｌｔｉ ｂｒａｎｃｈ ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ ｃｒａｃｋ ａｎｄ ｔｈｅ ｒｅｓｕｌｔｓ ｉｎ ｔｈｉｓ ｐａｐｅｒ

　 ＫⅠＡ ／ （ＭＰａ·　 ｍｍ） ＫⅠＥ ／ （ＭＰａ·　 ｍｍ） ＫⅠＢ ／ （ＭＰａ·　 ｍｍ） ＫⅠＦ ／ （ＭＰａ·　 ｍｍ）

ＦＥＭ ２．８３２ ０．６１８ １．３１３ １．６８６

ＤＤＴ ２．８０７ ０．６１３ １．２８９ １．６０７

　 ＫⅡＡ ／ （ＭＰａ·　 ｍｍ） ＫⅡＥ ／ （ＭＰａ·　 ｍｍ） ＫⅡＢ ／ （ＭＰａ·　 ｍｍ） ＫⅡＦ ／ （ＭＰａ·　 ｍｍ）

ＦＥＭ －０．０３２ ４ －１．０２８ １．１３２ －０．７６０

ＤＤＴ －０．０２３ ８ －１．０２０ １．１６５ －０．７１４

５　 结　 　 论

１） 由上述推导过程及计算结果可知，本文研究分岔裂纹的方法可靠且便捷，可用于更加复杂的多分支

分岔裂纹问题（如鹿角型分岔裂纹）．
２） 随着埋入深度的增加，分岔裂纹两分支的应力强度因子均逐渐减小，且裂纹长度越长对于埋深变化

越敏感．当埋深达到 ｄ ／ ａ ＝ １．５ 时，分支裂尖应力强度因子最大的削弱程度可达 １５％左右，这说明随着埋深的

增加，分岔裂纹向内部扩展会更加困难．
３） 分岔裂纹的分支长度越长，其应力强度因子越大，且长度较大的分支对长度较小的分支有一定的屏

蔽作用，导致分岔裂纹更易向长分支方向扩展．在两分支裂纹长度比达到 ｂ ／ ｃ ＝ ２ 以上时，屏蔽效应可达 ５０％
以上．

４） 随着荷载比值 τ ／ σ 的增加，当切应力大小与正应力大小相当时，分岔裂纹其中一分支的主导扩展模

式由Ⅰ型扩展转变为Ⅱ型扩展，另一分支的Ⅰ型应力强度因子峰值角度会增大．
５） 分岔角度的增加会导致 Ｋ∗

Ⅰ 的下降，但会使得 Ｋ∗
Ⅱ 上升，使得主导的扩展模式由Ⅰ型转换为Ⅱ型，发

生转换的角度大约在 ４５°至 ６０°，且分岔角度的增加会减小对较短分支的抑制作用．
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