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摘要：　 针对点阵夹芯圆柱壳的自由振动分析发展了波有限元法．首先基于自由波的传播规律，建立了点阵夹芯圆

柱壳胞元的二维波有限元控制方程，相比于全尺寸有限元模型，显著缩减了控制方程的自由度规模；其次，基于

Ｎｅｕｍａｎｎ 级数推导了约束动刚度矩阵求逆的显式表达式，不仅可以提高计算效率，而且使得固有频率从控制方程

中分离出来，从而将点阵夹芯圆柱壳的固有频率求解转化为单个胞元自由度规模的二次特征值问题；最后，根据结

构振动模态与自由波的关系，给出了圆柱壳轴向和周向的波传播参数的表达式，进而求得点阵夹芯圆柱壳的固有

频率和模态．数值算例考虑了多种边界条件下的点阵夹芯圆柱壳自由振动问题，验证了该方法的正确性和高效性．
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０　 引　 　 言

点阵夹芯结构被认为是最具应用前景的下一代轻量化多功能结构形式之一，其有着传统材料结构所不

具备的力学性能，例如较高的比刚度、比强度、能量吸收能力和性能可设计等［１］ ．常见的点阵夹芯结构单胞的

拓扑构型有金字塔型［２］、四面体型［２］、Ｋａｇｏｍｅ 型［２］、三维全三角型［３］和八面体型［４］等．点阵夹芯结构，如点阵

夹芯梁、板和壳结构，因其上述的优异性能已成功应用于航空航天领域［５］ ．国内外学者针对点阵夹芯结构的

力学和热学性能开展了众多研究［６⁃７］ ．根据点阵夹芯结构的构成特点，其多用于抗冲吸能结构设计［８］ ．点阵夹

芯结构应用于航空航天、船舶等机械结构时，通常会遭遇复杂的振动环境，所以研究点阵夹芯结构的振动特

性是十分必要的．近年来，学者们针对点阵夹芯结构的线性和非线性振动开展了相关研究工作［９⁃１１］ ．
波在周期结构中传播时满足 Ｂｌｏｃｈ 定理［１２］，点阵夹芯结构通常具有周期性，故波有限元法为周期结构

的振动分析提供了一种快速求解方案．然而，波有限元方法往往面临较多的数值问题，通常可分为三类［１３］：
① 当频率较高时出现的有限元离散误差和色散误差［１４］； ② 当胞元长度与变形波长相当时出现的空间离散

和周期结构效应［１２，１５］； ③ 传递矩阵的条件数过大，矩阵病态导致本征值和本征向量无法求解［１６］ ．对于前两

种数值问题，可以通过减小单元尺寸加密网格来避免；而传递矩阵数值病态的问题，就只能通过建立高精度

的数值求解方法来解决．为此，学者们针对传递矩阵本征值和本征向量的求解提出了众多方法：Ｚｈｏｎｇ 和 Ｗｉｌ⁃
ｌｉａｍｓ［１６］应用结构力学和最优控制理论的类比关系，提出了一种直接求解方法，该方法将传递矩阵的本征值

的求解转化为两个非病态矩阵的广义特征值的求解；传递矩阵的本征值问题可以转化为回文二次特征值问

题，Ｈｕａｎｇ 等［１７］针对回文二次特征值问题提出了保结构算法；Ｗａｎｇ 等［１８］进一步扩展了 Ｚｈｏｎｇ 和 Ｗｉｌｌｉａｍｓ 的

直接求解法，突破了原方法只能处理单根的限制，使得该方法可以处理多重根问题．但是上述传递矩阵特征

值的求解方法多用来处理较为简单的胞元或者自由度规模较小的传递矩阵，当矩阵规模较大时，上述方法会

出现累积误差．鉴于上述原因，目前波有限元方法通常将较为规则的一维或二维单元作为单胞求解均质结构

的振动分析问题［１９⁃２１］，或用来处理胞元构型较为简单的周期（点阵）结构的振动分析问题［２２⁃２４］ ．
本文基于波传播理论和有限元方法，针对点阵夹芯圆柱壳的自由振动分析，发展了波有限元方法．首先，

根据自由波在圆柱壳轴向和周向的传播规律，基于波有限元方法建立了胞元的振动控制方程．该振动控制方

程虽然建立在胞元自由度上，但可描述整个点阵夹芯圆柱壳的自由振动行为．其次，对于胞元振动控制方程，
基于 Ｎｅｕｍａｎｎ 级数推导了约束刚度矩阵的逆矩阵的显式表达式，不仅提高了求逆效率，而且将振动控制方

程中的频率分离出来，从而将点阵夹芯圆柱壳的固有频率求解转化为胞元边界自由度规模的二次特征值问

题．最后，根据驻波形成的条件，给出了圆柱壳轴向和周向的波传播参数，进而求解二次特征值问题即可得到

点阵夹芯圆柱壳的固有频率．相比于全尺寸有限元模型，本文的方法可显著降低计算模型的自由度规模，从
而显著降低计算成本，提高计算效率，且没有数值病态的问题．另外，推导过程不指定胞元的结构形式，且其

刚度矩阵和质量矩阵可以方便地从任意的商业有限元软件中导出，便于工程应用．

１　 胞元的波有限元控制方程

考虑点阵夹芯圆柱壳的自由振动，其中一个胞元的有限元模型如图 １ 所示，该胞元的有限元振动方程可

以写为

　 　 Ｄｑ ＝ ｆ， （１）
其中
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　 　 Ｄ ＝ Ｋ － ω ２Ｍ （２）
为胞元的动刚度矩阵， ｑ 为胞元的节点自由度向量， ｆ 为胞元的节点力向量， Ｋ 和 Ｍ 分别为胞元的刚度矩阵

和质量矩阵， ω 为点阵夹芯圆柱壳自由振动的圆频率．
根据图 １ 对节点自由度的划分，可以将式（１）写为分块的形式：
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其中
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图 １　 点阵夹芯圆柱壳胞元的有限元模型
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注　 为了解释图中的颜色，读者可以参考本文的电子网页版本，后同．

胞元内部节点作用力为零，即 ｆｉ ＝ ０， 展开式（３）第 ２ 行并移项可得

　 　 ｑｉ ＝ － Ｄ －１
ｉｉ Ｄｉｅｑｅ ． （５）

将式（５）代入到式（３）第 １ 行可得

　 　 （Ｄｅｅ － ＤｅｉＤ
－１
ｉｉ Ｄｉｅ）ｑｅ ＝ ｆｅ ． （６）

根据 Ｂｌｏｃｈ⁃Ｆｌｏｑｕｅｔ 定理，胞元相邻边界上的节点自由度向量具有以下关系：
　 　 ｑ２ ＝ λ ｘｑ１， ｑＲ ＝ λ ｘｑＬ， ｑ４ ＝ λ θｑ１， ｑｔ ＝ λ θｑｂ， ｑ３ ＝ λ θλ ｘｑ１， （７）

其中 λ ｘ 和 λ θ 分别为胞元在轴向和周向的波传播参数．
根据式（７）和（４），可以将 ｑｅ 表示为

　 　 ｑｅ ＝ ΛＱ， （８）
其中

　 　 Λ ＝

Ｉ ０ ０
０ Ｉ ０
λ ｘＩ ０ ０
０ λ ｘＩ ０
０ ０ Ｉ
λ θＩ ０ ０
０ ０ λ θＩ

λ ｘλ θＩ ０ ０

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

， （９）
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　 　 Ｑ ＝
ｑ１

ｑＬ

ｑｂ

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

． （１０）

将式（８）代入式（６）得到

　 　 （Ｄｅｅ － ＤｅｉＤ
－１
ｉｉ Ｄｉｅ）ΛＱ ＝ ｆｅ ． （１１）

根据胞元力的平衡条件［２５］有

　 　 ｆ１ ＋ λ －１
ｘ ｆ２ ＋ λ －１

θ ｆ４ ＋ λ －１
θ λ －１

ｘ ｆ３ ＝ ０， （１２）
　 　 ｆＬ ＋ λ －１

ｘ ｆＲ ＝ ０， （１３）
　 　 ｆｂ ＋ λ －１

θ ｆｔ ＝ ０． （１４）
将式（１２）—（１４）写为矩阵形式有

　 　 ΛＨｆｅ ＝ ０． （１５）
将式（１１）代入式（１５）有

　 　 ΛＨＤｅｅΛＱ ＝ ０， （１６）
其中

　 　 Ｄｅｅ ＝ Ｄｅｅ － ＤｅｉＤ
－１
ｉｉ Ｄｉｅ ． （１７）

式（１６）即为点阵夹芯圆柱壳胞元的波有限元控制方程．

２　 约束动刚度矩阵的显式求逆

由式（１７）可以看出 Ｄｅｅ 是轴向波传播参数 λ ｘ、周向传播参数λ θ 和频率 ω 的函数，然而式（１７）中 Ｄ －１
ｉｉ 的

存在使得 Ｄｅｅ 为 ω 的隐函数．为此，将 Ｄ －１
ｉｉ 写为如下形式：

　 　 Ｄ －１
ｉｉ ＝ （Ｉ － ω ２Ｋ －１

ｉｉ Ｍｉｉ）
－１Ｋ －１

ｉｉ ． （１８）
利用 Ｎｅｕｍａｎｎ 级数［２６］将式（１８）近似为

　 　 Ｄ －１
ｉｉ ≈ Ｋ －１

ｉｉ ＋ ω ２Ｋ －１
ｉｉ ＭｉｉＫ

－１
ｉｉ ＋ ω ４Ｋ －１

ｉｉ ＭｉｉＫ
－１
ｉｉ ＭｉｉＫ

－１
ｉｉ ． （１９）

将式（１９）代入到式（１７），可得

　 　 Ｄｅｅ ＝ ω ４Ａ ＋ ω ２Ｂ ＋ Ｃ， （２０）
其中

　 　 Ａ ＝ － ＫｅｉＫ
－１
ｉｉ ＭｉｉＫ

－１
ｉｉ ＭｉｉＫ

－１
ｉｉ Ｋｉｅ － ＭｅｉＫ

－１
ｉｉ Ｍｉｅ ＋ ＫｅｉＫ

－１
ｉｉ ＭｉｉＫ

－１
ｉｉ Ｍｉｅ ＋ ＭｅｉＫ

－１
ｉｉ ＭｉｉＫ

－１
ｉｉ Ｋｉｅ， （２１）

　 　 Ｂ ＝ － ＫｅｉＫ
－１
ｉｉ ＭｉｉＫ

－１
ｉｉ Ｋｉｅ － Ｍｅｅ ＋ ＫｅｉＫ

－１
ｉｉ Ｍｉｅ ＋ ＭｅｉＫ

－１
ｉｉ Ｋｉｅ， （２２）

　 　 Ｃ ＝ Ｋｅｅ － ＫｅｉＫ
－１
ｉｉ Ｋｉｅ ． （２３）

将式（２０）代入到式（１６），可得

　 　 （μ ２Ａ ＋ μＢ ＋ Ｃ）Ｑ ＝ ０， （２４）
其中

　 　 Ａ ＝ ΛＨＡΛ， （２５）
　 　 Ｂ ＝ ΛＨＢΛ， （２６）
　 　 Ｃ ＝ ΛＨＣΛ， （２７）
　 　 μ ＝ ω ２ ． （２８）

取 ｚ ＝ ［μＱＴ 　 ＱＴ］ Ｔ， 则式（２４）变换为

　 　 μ
Ａ ０
０ Ｉ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ＋ Ｂ Ｃ

－ Ｉ ０
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｚ ＝ ０． （２９）

从式（２９）容易看出，其中的系数矩阵是轴向波传播参数 λ ｘ 和周向波传播参数 λ θ 的函数，均与圆频率 ω
无关．对于给定的轴向波传播参数 λ ｘ 和周向波传播参数 λ θ， 点阵夹芯圆柱壳的频率求解转换为求解式（２９）
的广义特征值问题．另外，从式（２９）还可以看出，本文方法的求解自由度规模为通常不大于一个胞元的自由

度，不需要对整个点阵夹芯圆柱壳进行建模，且对胞元的具体构型没有特别要求，即胞元的结构矩阵可由现

８２ 应　 用　 数　 学　 和　 力　 学　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ２０２４ 年　 第 ４５ 卷



有的商业软件导出．

３　 点阵夹芯圆柱壳中的波传播分析

根据结构中自由波的传播与自振模式的对应关系：当波传播参数取适当的值，使得波在结构中反射叠加

后形成驻波时，结构达到了某一阶自振模式［２７⁃２８ ］ ．圆柱壳自由振动涉及周向和轴向两个方向的波传播．首先

考虑周向，考虑周期性边界条件，容易知道圆柱壳周向的波数为整数，则胞元在周向的波传播参数为

　 　 λ θ ＝ ｅｉｎθｃｅｌｌ，　 　 ｎ ＝ ０， ± １， ± ２，…， （３０）
其中 θ ｃｅｌｌ 为胞元在周向掠过的弧度．

其次考虑胞元轴向波传播参数的求解，本文利用自由波在梁中的传播分析来求解圆柱壳轴向的波传播

参数．根据驻波形成的条件，波在轴向传播一个周期需要满足以下条件：
　 　 ２ｋＬ ＋ ϕＬ ＋ ϕＲ( ) ＝ ２ｍπ，　 　 ｍ ＝ ０， ± １， ± ２，…， （３１）

其中 Ｌ 为圆柱壳的长度， ｋ 为轴向半波数， ϕＬ 为入射波和反射波在圆柱壳左端边界上的相位差， ϕＲ 为入射

波和反射波在圆柱壳右端边界上的相位差．对于简支边界条件，入射波和反射波的相位差为－π，对于固支或

自由边界条件，入射波和反射波的相位差为－π ／ ２［２７⁃２８］ ．
将式（３１）移项可得轴向半波数，进而轴向的波传播参数为

　 　 λ ｘ ＝ ｅｉ
２ｍπ －ϕＬ－ϕＲ

２Ｌ Ｌｃｅｌｌ，　 　 ｍ ＝ ０， ± １， ± ２，…， （３２）
其中 Ｌｃｅｌｌ 为胞元沿轴向的长度．

需要注意的是，根据文献［２７⁃２８］，自由波在梁中传播的通解可以由 ４ 个分量叠加而成，分别为 ｅ － ｉｋｘ，
ｅｉｋｘ，ｅ －ｋｘ，ｅｋｘ， 其中 ｋ 的正负号分别代表着波的传播方向．可以看出，前两个分量为传播波分量，后两个分量为

近场波（ｎｅａｒ ｆｉｅｌｄ ｗａｖｅ），也称倏逝波（ｅｖａｎｅｓｃｅｎｔ ｆｉｅｌｄ ｗａｖｅ）．随着传播距离的增加，近场波呈指数衰减．考虑

不同的边界条件，在两端简支的边界条件下，近场波为零［２７⁃２８］；而在其他边界条件，如固支、自由边界条件等

情况下，近场波不为零．然而，需要指出的是，由于近场波衰减很快，且频率越高，衰减越快，所以当频率较高、
波数较大时，近场波的影响可以忽略不计．鉴于上述分析，本文方法在推导过程中没有考虑近场波的影响，故
本文方法在两端简支边界条件下，具有较高的计算精度，而在其他非简支边界条件下，精度受近场波的影响：
对于较低阶的自振频率，本文方法的计算精度较差；对于高阶自振频率的求解，波数的增加使得近场波影响

变小，计算精度会越来越高．
最后，点阵夹芯圆柱壳的模态可以通过入射波和反射波叠加得到［２７⁃２８］，例如，对于两端简支的点阵夹芯

圆柱壳，其模态 φ 可以表示为

　 　 φ ＝
ｑｅ

ｑｉ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
λ θ（λ ｘ － λ －１

ｘ ） ． （３３）

综上，本文方法求解点阵夹芯圆柱壳自振频率和模态的步骤如下：
① 根据式（３０）和（３２），求得点阵夹芯圆柱壳在轴向和周向的波传播参数 λ ｘ 和 λ θ；
② 将两个方向的波传播参数代入式（９），并结合式（２５）—（２７）可得式（２９）中的系数矩阵 Ａ，Ｂ 和 Ｃ；
③ 求解式（２９）的广义特征值问题即可得到广义特征值 μ 和广义特征向量 ｚ；
④ 结合广义特征值 μ 和式（２８）即可得到自振频率 ω， 结合广义特征向量 ｚ、 式（８）和（１０）即可得到 ｑｅ；

　 　 ⑤ 将 ｑｅ 代入式（５）可以得到 ｑｉ， 进一步利用式（３３）即可得到点阵夹芯圆柱壳的模态．

４　 数 值 算 例

本节利用一个点阵夹芯圆柱壳来验证本文方法的正确性和高效性，其周向有 ３００ 个胞元，轴向有 ２５０ 个

胞元，如图 ２（ａ）所示．胞元为金字塔型，如图 ２（ｂ）所示，其前后面板分别为半径为 ０．９９ ｍ 和 １．０１ ｍ 的圆柱

面，轴向长度均为 ２０ ｍｍ，周向掠过的角度均为 １．２°，厚度均为 ２ ｍｍ，四根连接梁的截面为圆形，连接梁半径

为 １ ｍｍ ．胞元材料的质量密度为 ２ ７１１ ｋｇ ／ ｍ３，弹性模量为 ６８．９８ ＧＰａ，Ｐｏｉｓｓｏｎ 比为 ０．３３．点阵夹芯圆柱壳两

端的边界条件依次考虑为简支⁃简支（ＳＳ）、固支⁃固支（ＣＣ）、自由⁃自由（ＦＦ）、固支⁃简支（ＣＳ）和固支⁃自由

（ＣＦ），分别利用本文方法和有限元方法对其进行自由振动分析．
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（ａ） 点阵夹芯圆柱壳 （ｂ） 金字塔型胞元

（ａ） Ａ ｌａｔｔｉｃｅ ｃｏｒｅ ｓａｎｄｗｉｃｈ ｃｙｌｉｎｄｒｉｃａｌ ｓｈｅｌｌ （ｂ） Ａ ｐｙｒａｍｉｄａｌ ｌａｔｔｉｃｅ ｔｒｕｓｓ ｃｏｒｅ ｅｌｅｍｅｎｔ
图 ２　 点阵夹芯圆柱壳及其胞元示意图

Ｆｉｇ． ２　 Ｔｈｅ ｌａｔｔｉｃｅ ｃｏｒｅ ｓａｎｄｗｉｃｈ ｃｙｌｉｎｄｒｉｃａｌ ｓｈｅｌｌ ａｎｄ ａ ｐｙｒａｍｉｄａｌ ｌａｔｔｉｃｅ ｔｒｕｓｓ ｃｏｒｅ ｅｌｅｍｅｎｔ

４．１　 两端简支

首先考虑两端简支边界条件，胞元的上下面板均使用 ４ 个相同大小的壳单元建模，芯子中的 ４ 根连杆均

使用 ３ 个梁单元建模，胞元有限元模型共有 １５６ 个自由度；全尺寸有限元模型由胞元有限元模型在两个方向

上阵列得到，共有 ７ ２０７ ２００ 个自由度．
本文方法中使用的胞元刚度矩阵和质量矩阵从 Ｎａｓｔｒａｎ 中导出，并使用 ＭＡＴＬＡＢ 编写计算程序，使用

ＣＰＵ 为 ８ 核∗３．６０ ＧＨｚ，内存为 ３２ ＧＢ 的桌面级电脑，单核计算一个工况所花费时间大概为 １ ｓ ．全尺寸有限

元模型使用 Ｎａｓｔｒａｎ 建模，计算在 ＣＰＵ 为 ８０ 核∗２．３ ＧＨｚ、内存为 ５１２ ＧＢ 的高性能工作站上进行，使用 １８ 核

计算一个工况（前 １００ 阶模态）所花费时间大概为 ４０ ｍｉｎ ．需要指出的是，计算时间除了受计算规模、硬件配

置影响以外，还受其他因素的影响，故此处两者的计算时间为多次计算时间取的平均值．以上的计算时间对

比验证了本文方法的高效性．
表 １ 给出了本文方法和全尺寸有限元模型计算得到的频率结果，由于本文重点关注圆柱壳的呼吸模态，

所以表中没有给出周向波数为 ０ 或 １ 对应的固有频率．可以看出，两端简支边界条件下，本文方法计算的点

阵夹芯圆柱壳的固有频率与全尺寸有限元模型的结果吻合很好，验证了本文方法的有效性．
表 １　 两端简支边界条件下（ＳＳ）点阵夹芯圆柱壳的自由振动频率对比

Ｔａｂｌｅ １　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｎａｔｕｒａｌ ｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｌａｔｔｉｃｅ ｃｏｒｅ ｓａｎｄｗｉｃｈ ｓｈｅｌｌ ｗｉｔｈ ｓｉｍｐｌｙ ｓｕｐｐｏｒｔｅｄ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ ａｔ ｂｏｔｈ ｅｎｄｓ

ｍ

ｎ ＝ ２

ｐｒｅｓｅｎｔ
Ｆ ／ Ｈｚ

ＦＥＭ
Ｆ ／ Ｈｚ

ｅｒｒｏｒ
δ ／ ％

ｎ ＝ ３

ｐｒｅｓｅｎｔ
Ｆ ／ Ｈｚ

ＦＥＭ
Ｆ ／ Ｈｚ

ｅｒｒｏｒ
δ ／ ％

ｎ ＝ ４

ｐｒｅｓｅｎｔ
Ｆ ／ Ｈｚ

ＦＥＭ
Ｆ ／ Ｈｚ

ｅｒｒｏｒ
δ ／ ％

ｎ ＝ ５

ｐｒｅｓｅｎｔ
Ｆ ／ Ｈｚ

ＦＥＭ
Ｆ ／ Ｈｚ

ｅｒｒｏｒ
δ ／ ％

１ ６３．８５ ６３．８４ ０．０１５ ７２．４１ ７２．３６ ０．０６９ １２３．５９ １２３．５５ ０．０３２ １９２．１３ １９２．０９ ０．０２１

２ １８８．９５ １８８．９７ －０．０１１ １２７．９９ １２７．９１ ０．０６３ １４５．６６ １４５．５１ ０．１０３ ２０４．５８ ２０４．４１ ０．０８３

３ ３２１．３７ ３２１．４３ －０．０１９ ２１７．４１ ２１７．３２ ０．０４１ １９４．７９ １９４．５４ ０．１２９ ２３２．０３ ２３１．７１ ０．１３８

４ ４３１．８７ ４３１．９５ －０．０１９ ３１１．８６ ３１１．７７ ０．０２９ ２６１．９８ ２６１．６７ ０．１１８ ２７５．３４ ２７４．８７ ０．１７１

５ ５１６．００ ５１６．０７ －０．０１４ ３９８．５２ ３９８．４２ ０．０２５ ３３５．３１ ３３４．９６ ０．１０４ ３３０．１９ ３２９．６２ ０．１７３

　 　 图 ３ 给出了本文方法和有限元方法计算得到的点阵夹芯圆柱壳的模态形状 （ｍ ＝ ４，ｎ ＝ ３） 对比，可以看

出两种方法计算的模态形状吻合较好．
４．２　 其他边界条件

本小节考虑了其他边界条件下的点阵夹芯圆柱壳的自由振动问题，依次为固支⁃固支（ＣＣ）、自由⁃自由

（ＦＦ）、固支⁃简支（ＣＳ）和固支⁃自由（ＣＦ）．表 ２—５ 给出了上述 ４ 种边界条件下，本文方法和有限元方法计算

得到的点阵夹芯圆柱壳的固有频率对比．从表中数据可以看出，在上述 ４ 种边界条件下，本文方法的计算结

果与有限元方法的计算结果误差比在两端简支边界条件下的结果误差大，这是由上述 ４ 种边界条件下近场

波的影响造成的．随着波数的增加近场波迅速衰减，其对结果的影响越来越小，表 ２—５ 中的误差数据验证了

这一点．另外，从表中还可以看出，虽然本文方法在上述 ４ 种边界条件下的计算结果与有限元计算结果存在

０３ 应　 用　 数　 学　 和　 力　 学　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ２０２４ 年　 第 ４５ 卷



误差，但是误差大小整体在可接受范围内．

（ａ） 有限元方法 （ｂ） 本文方法

（ａ） Ｔｈｅ ｆｉｎｉｔｅ ｅｌｅｍｅｎｔ ｍｅｔｈｏｄ （ｂ） Ｔｈｅ ｐｒｅｓｅｎｔ ｍｅｔｈｏｄ
图 ３　 本文方法和有限元方法计算的模态对比 （ｍ ＝ ４， ｎ ＝ ３）

Ｆｉｇ． ３　 Ｎａｔｕｒａｌ ｍｏｄｅ ｓｈａｐｅｓ （ｍ ＝ ４， ｎ ＝ ３） ｏｂｔａｉｎｅｄ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ２ ｍｅｔｈｏｄｓ

表 ２　 两端固支边界条件下（ＣＣ）点阵夹芯圆柱壳的自由振动频率对比

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｎａｔｕｒａｌ ｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｌａｔｔｉｃｅ ｃｏｒｅ ｓａｎｄｗｉｃｈ ｓｈｅｌｌ ｗｉｔｈ ｃｌａｍｐｅｄ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ ａｔ ｂｏｔｈ ｅｎｄｓ

ｍ

ｎ ＝ ２

ｐｒｅｓｅｎｔ
Ｆ ／ Ｈｚ

ＦＥＭ
Ｆ ／ Ｈｚ

ｅｒｒｏｒ
δ ／ ％

ｎ ＝ ３

ｐｒｅｓｅｎｔ
Ｆ ／ Ｈｚ

ＦＥＭ
Ｆ ／ Ｈｚ

ｅｒｒｏｒ
δ ／ ％

ｎ ＝ ４

ｐｒｅｓｅｎｔ
Ｆ ／ Ｈｚ

ＦＥＭ
Ｆ ／ Ｈｚ

ｅｒｒｏｒ
δ ／ ％

ｎ ＝ ５

ｐｒｅｓｅｎｔ
Ｆ ／ Ｈｚ

ＦＥＭ
Ｆ ／ Ｈｚ

ｅｒｒｏｒ
δ ／ ％

１ １２２．００ １０１．７０ １９．９６１ ９３．６３ ８７．４２ ７．１０４ １３１．３４ １２７．９１ ２．６８２ １９６．７８ １９３．７２ １．５８０

２ ２５６．９０ ２１２．２６ ２１．０３１ １７０．７１ １５１．０９ １２．９８６ １６７．１３ １５８．０３ ５．７５８ ２１６．２２ ２１０．１９ ２．８６９

３ ３８０．００ ３３１．６４ １４．５８２ ２６５．１０ ２３５．２６ １２．６８４ ２２６．９７ ２１０．４２ ７．８６５ ２５１．９０ ２４１．６１ ４．２５９

４ ４７７．０１ ４３６．９１ ９．１７８ ３５６．５３ ３２３．４８ １０．２１７ ２９８．４４ ２７６．１４ ８．０７６ ３０１．６７ ２８６．８１ ５．１８１

５ ５４９．７０ ５２０．２８ ５．６５５ ４３７．６２ ４０６．７８ ７．５８１ ３７１．９０ ３４７．０２ ７．１７０ ３６０．２４ ３４１．７５ ５．４１０

表 ３　 两端自由边界条件下（ＦＦ）点阵夹芯圆柱壳的自由振动频率对比

Ｔａｂｌｅ ３　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｎａｔｕｒａｌ ｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｌａｔｔｉｃｅ ｃｏｒｅ ｓａｎｄｗｉｃｈ ｓｈｅｌｌ ｗｉｔｈ ｆｒｅｅ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ ａｔ ｂｏｔｈ ｅｎｄｓ

ｍ

ｎ ＝ ２

ｐｒｅｓｅｎｔ
Ｆ ／ Ｈｚ

ＦＥＭ
Ｆ ／ Ｈｚ

ｅｒｒｏｒ
δ ／ ％

ｎ ＝ ３

ｐｒｅｓｅｎｔ
Ｆ ／ Ｈｚ

ＦＥＭ
Ｆ ／ Ｈｚ

ｅｒｒｏｒ
δ ／ ％

ｎ ＝ ４

ｐｒｅｓｅｎｔ
Ｆ ／ Ｈｚ

ＦＥＭ
Ｆ ／ Ｈｚ

ｅｒｒｏｒ
δ ／ ％

ｎ ＝ ５

ｐｒｅｓｅｎｔ
Ｆ ／ Ｈｚ

ＦＥＭ
Ｆ ／ Ｈｚ

ｅｒｒｏｒ
δ ／ ％

－ １ ／ ２（λ ｘ ＝ ０） ２２．８０ ２２．７１ ０．３９６ ６３．５９ ６３．３３ ０．４１１ １１９．６６ １１９．１０ ０．４７０ １８９．０９ １８８．１６ ０．４９４

１ ２８．１８ ２４．０４ １７．２２１ ６４．６８ ６５．０４ －０．５５４ １２０．４２ １２０．８４ －０．３４８ １８９．７９ １８９．７９ ０．０００

２ １２２．００ １２９．８３ －６．０３１ ９３．６３ ９７．２７ －３．７４２ １３１．３４ １３４．２３ －２．１５３ １９６．７８ １９９．２９ －１．２５９

３ ２５６．９０ ２６９．５７ －４．７００ １７０．７１ １７７．６６ －３．９１２ １６７．１３ １７２．３５ －３．０２９ ２１６．２２ ２２０．９４ －２．１３６

４ ３８０．００ ３９６．４３ －４．１４４ ２６５．１０ ２７５．７８ －３．８７３ ２２６．９７ ２３４．５４ －３．２２８ ２５１．９０ ２５８．５１ －２．５５７

５ ４７７．０１ ４９２．１２ －３．０７０ ３５６．５３ ３６９．２４ －３．４４２ ２９８．４４ ３０８．０７ －３．１２６ ３０１．６７ ３０９．９２ －２．６６２

表 ４　 一端固支一端简支边界条件下（ＣＳ）点阵夹芯圆柱壳的自由振动频率对比

Ｔａｂｌｅ ４　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｎａｔｕｒａｌ ｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｌａｔｔｉｃｅ ｃｏｒｅ ｓａｎｄｗｉｃｈ ｓｈｅｌｌ ｗｉｔｈ ｏｎｅ ｅｎｄ ｃｌａｍｐｅｄ ａｎｄ ｔｈｅ ｏｔｈｅｒ ｅｎｄ ｓｉｍｐｌｉｆｙ ｓｕｐｐｏｒｔｅｄ

ｍ

ｎ ＝ ２

ｐｒｅｓｅｎｔ
Ｆ ／ Ｈｚ

ＦＥＭ
Ｆ ／ Ｈｚ

ｅｒｒｏｒ
δ ／ ％

ｎ ＝ ３

ｐｒｅｓｅｎｔ
Ｆ ／ Ｈｚ

ＦＥＭ
Ｆ ／ Ｈｚ

ｅｒｒｏｒ
δ ／ ％

ｎ ＝ ４

ｐｒｅｓｅｎｔ
Ｆ ／ Ｈｚ

ＦＥＭ
Ｆ ／ Ｈｚ

ｅｒｒｏｒ
δ ／ ％

ｎ ＝ ５

ｐｒｅｓｅｎｔ
Ｆ ／ Ｈｚ

ＦＥＭ
Ｆ ／ Ｈｚ

ｅｒｒｏｒ
δ ／ ％

１ ９１．１６ ８２．７２ １０．２０３ ８１．１６ ７８．８８ ２．８９０ １２６．７５ １２５．３５ １．１１７ １９４．１２ １９２．８０ ０．６８５

２ ２２３．１６ ２０１．６０ １０．６９４ １４８．６２ １３９．９１ ６．２２５ １５５．５４ １５１．５８ ２．６１２ ２０９．８９ ２０７．１３ １．３３２

３ ３５１．４９ ３２６．６７ ７．５９８ ２４１．２７ ２２６．６４ ６．４５５ ２１０．４２ ２０２．５９ ３．８６５ ２４１．４８ ２３６．５８ ２．０７１

４ ４０６．８０ ４３４．４６ －６．３６７ ２８８．６８ ３１７．７７ －９．１５４ ２４４．２１ ２６９．０５ －９．２３２ ２６３．２１ ２８０．８６ －６．２８４

５ ４９７．２３ ５１８．１６ －４．０３９ ３７７．８８ ４０２．６４ －６．１４９ ３１６．８７ ３４１．０８ －７．０９８ ３１５．７０ ３３５．７３ －５．９６６
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表 ５　 一端固支一端自由边界条件下（ＣＦ）点阵夹芯圆柱壳的自由振动频率对比

Ｔａｂｌｅ ５　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｎａｔｕｒａｌ ｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｌａｔｔｉｃｅ ｃｏｒｅ ｓａｎｄｗｉｃｈ ｓｈｅｌｌ ｗｉｔｈ ｏｎｅ ｅｎｄ ｃｌａｍｐｅｄ ａｎｄ ｔｈｅ ｏｔｈｅｒ ｅｎｄ ｆｒｅｅ

ｍ

ｎ ＝ ２

ｐｒｅｓｅｎｔ
Ｆ ／ Ｈｚ

ＦＥＭ
Ｆ ／ Ｈｚ

ｅｒｒｏｒ
δ ／ ％

ｎ ＝ ３

ｐｒｅｓｅｎｔ
Ｆ ／ Ｈｚ

ＦＥＭ
Ｆ ／ Ｈｚ

ｅｒｒｏｒ
δ ／ ％

ｎ ＝ ４

ｐｒｅｓｅｎｔ
Ｆ ／ Ｈｚ

ＦＥＭ
Ｆ ／ Ｈｚ

ｅｒｒｏｒ
δ ／ ％

ｎ ＝ ５

ｐｒｅｓｅｎｔ
Ｆ ／ Ｈｚ

ＦＥＭ
Ｆ ／ Ｈｚ

ｅｒｒｏｒ
δ ／ ％

１ ２８．１８ ３１．８９ －１１．６３４ ６４．６８ ６４．８２ －０．２１６ １２０．４２ １１９．９５ ０．３９２ １８９．７９ １８９．０１ ０．４１３

２ １２２．００ １１０．６６ １０．２４８ ９３．６３ ９１．２８ ２．５７４ １３１．３４ １３０．９６ ０．２９０ １９６．７８ １９６．４９ ０．１４８

３ ２５６．９０ ２３９．５０ ７．２６５ １７０．７１ １６３．４７ ４．４２９ １６７．１３ １６４．９０ １．３５２ ２１６．２２ ２１５．５７ ０．３０２

４ ３８０．００ ３６３．２６ ４．６０８ ２６５．１０ ２５４．４３ ４．１９４ ２２６．９７ ２２１．９５ ２．２６２ ２５１．９０ ２４９．９７ ０．７７２

５ ４７７．０１ ４６５．４５ ２．４８４ ３５６．５３ ３４５．９６ ３．０５５ ２９８．４４ ２９１．６５ ２．３２８ ３０１．６７ ２９８．２２ １．１５７

５　 结　 　 论

本文针对点阵夹芯圆柱壳的自由振动分析发展了波有限元方法．首先，基于二维波有限元方法建立了点

阵夹芯圆柱壳单个胞元的控制方程，该控制方程的自由度规模显著小于全尺寸有限元模型；然后，利用 Ｎｅｕ⁃
ｍａｎｎ 级数推导了约束刚度矩阵的显式表达式，使得控制方程中的频率分离出来，从而将固有频率求解转化

为胞元的二次特征值问题；最后，考虑驻波的形成条件求得圆柱壳轴向和周向的参数，得到了点阵夹芯圆柱

壳的固有频率．数值算例表明：本文方法对两端简支点阵夹芯圆柱壳的自由振动具有很高的预测精度，而对

于其他边界条件，受近场波的影响预测精度略差，然而随着波数的增加，近场波快速衰减，本文方法的预测精

度会越来越高．
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