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摘要：　 为了分析考虑支座失效的梁桥整体稳定问题，推导了七自由度曲梁单元刚度矩阵，并建立了部分支座脱空

和滑移等情况下的边界约束方程，利用 Ｎｅｗｔｏｎ⁃Ｒａｐｈｓｏｎ 迭代法求解了含支座约束的有限元总方程，并提出了依据

支座受力状态判断梁桥失稳模式的方法，编制了相应程序．以简支超静定曲梁为例，验证了所提出的七自由度曲梁

单元的精度；进一步利用所提出方法分析了某匝道桥倒塌事故，通过对比传统杆系有限元方法，验证了所提出的方

法能更精确地模拟各种支座失效情况下的梁桥平衡状态．
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０　 引　 　 言

梁桥倾覆倒塌事故屡有发生，造成了严重的生命财产损失．车辆超载是引起梁桥倾覆的直接原因，据笔

者不完全统计，近年来我国因车辆超载而倒塌的桥梁见表 １，这些事故中的桥梁均为独柱墩连续梁桥，并且

事故车辆都是靠边缘行驶导致倾覆扭矩过大，梁体发生滑移倾覆而落地．
表 １　 近年梁桥倾覆事故

Ｔａｂｌｅ １　 Ｂｒｉｄｇｅ ｏｖｅｒｔｕｒｎｉｎｇ ａｃｃｉｄｅｎｔｓ ｉｎ ｒｅｃｅｎｔ ｙｅａｒｓ

ｔｉｍｅ ｏｆ ａｃｃｉｄｅｎｔ ｂｒｉｄｇｅ ｓｉｔｅ ｖｅｈｉｃｌｅ ｌｏａｄ

２００７⁃１０ ｔｈｅ ｖｉａｄｕｃｔ ｏｆ Ｍｉｎｚｕ Ｅａｓｔ Ｒｏａｄ ｉｎ Ｂａｏｔｏｕ Ｃｉｔｙ ３ ｖｅｈｉｃｌｅｓ ｗｅｉｇｈｉｎｇ ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅｌｙ １００ ｔ ｅａｃｈ

２００９⁃０７ ｔｈｅ ｒａｍｐ ｂｒｉｄｇｅ ｏｆ Ｔｉａｎｊｉｎ⁃Ｓｈａｎｘｉ ｅｘｐｒｅｓｓｗａｙ ｉｎ Ｔｉａｎｊｉｎ ３ ｖｅｈｉｃｌｅｓ ｗｅｉｇｈｉｎｇ ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅｌｙ １４０ ｔ ｅａｃｈ

２０１１⁃０２ ｔｈｅ Ｃｈｕｎｈｕｉ Ｅ⁃ｒａｍｐ ｂｒｉｄｇｅ ｉｎ Ｓｈａｎｇｙｕ Ｃｉｔｙ， Ｚｈｅｊｉａｎｇ ３ ｖｅｈｉｃｌｅｓ ｗｅｉｇｈｉｎｇ ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅｌｙ １２０ ｔ ｅａｃｈ

２０１２⁃０８ ｔｈｅ ｖｉａｄｕｃｔ ｏｆ ｔｈｅ ｔｈｉｒｄ ｒｉｎｇ ｒｏａｄ ｉｎ Ｈａｒｂｉｎ Ｃｉｔｙ ４ ｖｅｈｉｃｌｅｓ ｗｅｉｇｈｉｎｇ ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅｌｙ １２０ ｔ ｅａｃｈ

２０１５⁃０６ ｔｈｅ ｒａｍｐ ｂｒｉｄｇｅ ｏｆ Ｇｕａｎｇｄｏｎｇ⁃Ｊｉａｎｇｘｉ ｅｘｐｒｅｓｓｗａｙ ｉｎ Ｈｅｙｕａｎ Ｃｉｔｙ ３ ｖｅｈｉｃｌｅｓ ｗｅｉｇｈｉｎｇ ８０～１１５ ｔ ｅａｃｈ

２０１９⁃１０ ｔｈｅ ｂｒｉｄｇｅ ｏｆ Ｘｉｇａｎｇ Ｒｏａｄ ｉｎ Ｗｕｘｉ Ｃｉｔｙ ２ ｖｅｈｉｃｌｅｓ ｗｅｉｇｈｉｎｇ ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅｌｙ １６０ ｔ ｅａｃｈ

２０２１⁃１２ ｔｈｅ Ｈｕａｈｕ Ｄ⁃ｒａｍｐ ｂｒｉｄｇｅ ｏｆ Ｓｈａｎｇｈａｉ⁃Ｃｈｏｎｇｑｉｎｇ ｅｘｐｒｅｓｓｗａｙ ａ ６７．６７ ｍ ｌｏｎｇ ｃａｒ ｕｎｉｔ ｗｉｔｈ ａ ｔｏｔａｌ ｗｅｉｇｈｔ ｏｆ ５２２ ｔ

　 　 为防止此类事故发生，众多学者致力于提高梁桥抗倾覆的整体稳定性能，并取得了一定成果．然而梁桥

倾覆滑移机理尚未明确，计算方法仍不完善．目前梁桥倾覆计算方法主要分为刚体法、变形体法和精细化有

限元法．刚体法将上部结构视为刚体，支座视为理想点支撑，选取荷载侧梁桥最外侧两支座的连线作为倾覆

轴，验算抗力矩和倾覆力矩大小［１］ ．刚体法忽略了梁体变形和支座变形，会高估梁桥的抗倾覆能力［２］ ．变形体

法认为梁桥会发生小变形，利用支反力验算抗倾覆能力．比如美国桥梁规范（ＡＡＳＨＴＯ， ２００７）通过控制最小

支反力来保证不发生倾覆［３］；国内交通运输部 ２０１８ 版新规范（ＪＴＧ ３３６２—２０１８）将倾覆划分为两个特征状

态，第一个状态控制支反力，第二个状态采用安全系数法［４］ ．彭卫兵等［５］ 基于变形体法提出了考虑支座尺寸

影响的实用计算方法．然而，变形体法不能精确考虑梁桥大位移引起的几何非线性问题和支座与上部结构复

杂相互作用引起的约束非线性问题．一些学者采取精细化有限元法模拟了倾覆过程［６⁃９］，但精细化有限元建

模复杂，计算成本高，不适合工程应用．可见上述三种计算方法各有不足，因此，建立一种兼顾分析精度和计

算效率的改进方法显得尤为重要．
一些学者已尝试建立改进方法来计算部分支座失效后梁桥的平衡状态，例如 Ｓｈｉ 等［１０］ 将等效惯性矩应

用于 Ｅｕｌｅｒ⁃Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ 梁并假定支座不发生滑移，建立了一种简化模型去分析梁体与支座脱空后的平衡状态．
事实上，支座滑移是梁桥整体失稳破坏的控制条件之一，并且支座摩擦因数直接关系到主梁的抗滑移能

力［１１⁃１３］ ．由此可知，建立改进方法应明确支座与上部结构的相互作用机理，着重考虑支座脱空滑移对梁桥整

体失稳的影响．鉴于此，本文提出了一种基于曲梁单元考虑扭转⁃滑移耦合约束的梁桥整体稳定性分析方法，
该方法可计算各种支座失效情况下的梁桥平衡状态，并准确判断梁桥整体失稳模式．具体来说，本文工作如

下：推导了七自由度曲梁单元刚度矩阵，建立了各种支座失效情况下的支座约束方程，并将支座约束方程引

入有限元总方程参与求解．将梁桥整体失稳分为倾覆和滑移两种情况，提出了以各支座受力状态判断梁桥整

体是否失稳的计算流程，并编制了相应的计算程序．以简支超静定曲梁为例，对比解析解、ＡＮＳＹＳ 中含翘曲自

由度的 Ｂｅａｍ １８８ 单元计算结果和本文所提出七自由度曲梁单元的计算结果，检验了本文所提出曲梁单元的

精度．利用所提出方法评估了某匝道桥事故案例，分析了在不同荷载放大率下的支反力大小变化及支座失效

情况，还原了失稳发展历程．通过对比本文所提出方法和传统杆系有限元模型的支反力结果，验证了本文方

法能更精确地模拟各种支座失效情况下的梁桥平衡状态．

１　 曲梁单元刚度矩阵

文献［１４］推导了包含竖向挠度和扭转角的曲梁单元刚度矩阵，本文所提出的支座约束方程中包含梁的

横向位移，而曲梁纵向位移与横向位移的刚度是相互耦合的．因此本文在文献［１４］的基础上引入横向位移和
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纵向位移，推导了七自由度曲梁单元刚度矩阵．
在曲梁的剪切中心轴线上建立直角流动坐标系，其中 ｚ轴沿轴线切线方向， ｘ轴指向轴线曲率中心， ｙ轴

垂直 ｘＯｚ 平面向下．ｕ，ｖ，ｗ 分别为 ｘ，ｙ，ｚ 方向的位移， ϕ 为截面扭转角．截面内力分量和流动坐标系如图 １ 所

示．设梁的截面面积为 Ａ， 弹性模量为 Ｅ， 剪切模量为 Ｇ， 绕 ｘ 轴的惯性矩为 Ｉｘ， 绕 ｙ 轴的惯性矩为 Ｉｙ，扭转惯

性矩为 Ｉｄ，扇形惯性矩为 Ｉω ．

图 １　 曲梁截面内力分量与流动坐标系

Ｆｉｇ． １　 Ｔｈｅ ｉｎｔｅｒｎａｌ ｆｏｒｃｅ ｃｏｍｐｏｎｅｎｔｓ ａｎｄ ｔｈｅ ｃｏ⁃ｒｏｔａｔｉｏｎａｌ ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅ ｓｙｓｔｅｍ ｏｆ ｔｈｅ ｃｕｒｖｅｄ ｂｅａｍ

曲梁单元一个结点有七个自由度，包括纵向位移 ｗ、 横向位移 ｕ 及其导数 ｕ′ （对纵坐标 ｚ 的导数）、竖向

位移 ｖ 及其导数 ｖ′、 扭转角 ϕ 及其导数 ϕ′ ．设单元长度为 ２λ， 曲率半径为 Ｒ， 如图 ２ 所示．

图 ２　 七自由度曲梁单元

Ｆｉｇ． ２　 Ｔｈｅ ｃｕｒｖｅｄ ｂｅａｍ ｅｌｅｍｅｎｔ ｗｉｔｈ ７ ｄｅｇｒｅｅｓ ｏｆ ｆｒｅｅｄｏｍ

令自然坐标 ξ ＝ ｚ ／ λ， 纵向位移 ｗ 采用线性位移模式，横向位移 ｕ、 竖向位移 ｖ 和扭转角 ϕ 都采用三次位

移模式：

　 　

ｗ（ξ） ＝ ａ０ ＋ ａ１ξ，

ｕ（ξ） ＝ ｂ０ ＋ ｂ１ξ ＋ ｂ２ ξ２ ＋ ｂ３ ξ３，

ｖ（ξ） ＝ ｃ０ ＋ ｃ１ξ ＋ ｃ２ ξ２ ＋ ｃ３ ξ３，

ϕ（ξ） ＝ ｄ０ ＋ ｄ１ξ ＋ ｄ２ ξ２ ＋ ｄ３ ξ３ ．

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

（１）

以上位移模式结合结点位移 δ ｉ ＝ ［ｗ ｉ 　 ｕｉ 　 ｕ′ｉ 　 ｖｉ 　 ｖ′ｉ 　 ϕｉ 　 ϕ′ｉ］ Ｔ 和 δ ｊ ＝ ［ｗ ｊ 　 ｕ ｊ 　 ｕ′ｊ 　 ｖｊ 　 ｖ′ｊ 　 ϕ ｊ 　 ϕ′ｊ］ Ｔ，
可解得 ａ０，ａ１，ｂ０，ｂ１，ｂ２，ｂ３，ｃ０，ｃ１，ｃ２，ｃ３，ｄ０，ｄ１，ｄ２，ｄ３ 等系数．将这些系数代回方程（１），可推导出单元形函数

矩阵 Ｎ：
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ｗ
ｕ
ｖ
ϕ

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

ü

þ

ý

ï
ïï

ï
ïï

＝ Ｎδ ＝

Ｎ１ ０ ０ ０ ０ ０ ０ Ｎ２ ０ ０ ０ ０ ０ ０
０ Ｎ３ Ｎ４ ０ ０ ０ ０ ０ Ｎ５ Ｎ６ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ Ｎ３ Ｎ４ ０ ０ ０ ０ ０ Ｎ５ Ｎ６ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ Ｎ３ Ｎ４ ０ ０ ０ ０ ０ Ｎ５ Ｎ６

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

δ ｉ

δ ｊ
{ } ， （２）

其中形函数

　 　 Ｎ１ ＝ １
２

－ １
２

ξ， Ｎ２ ＝ １
２

＋ １
２

ξ， Ｎ３ ＝ １
４
（２ － ３ξ ＋ ξ ３），

　 　 Ｎ４ ＝ λ
４
（１ － ξ － ξ ２ ＋ ξ ３）， Ｎ５ ＝ １

４
（２ ＋ ３ξ － ξ ３）， Ｎ６ ＝ λ

４
（ － １ － ξ ＋ ξ ２ ＋ ξ ３） ．

曲梁的几何方程、截面内力与变形的关系如下［１４⁃１６］：

　 　
ε ｚ ＝

ｄｗ
ｄｚ

－ ｕ
Ｒ
， ｋｙ ＝

ｄ２ｕ
ｄｚ２

＋ ｕ
Ｒ２，

ｋｘ ＝
ｄ２ｖ
ｄｚ２

－ ϕ
Ｒ
， ｋｚ ＝

ｄϕ
ｄｚ

＋ １
Ｒ

ｄｖ
ｄｚ

，

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

（３）

　 　
Ｎ ＝ ＥＡε ｚ， Ｍｙ ＝ ＥＩｙｋｙ， Ｍｘ ＝ － ＥＩｘｋｘ，

Ｔ ＝ － ＥＩω
ｄ２ｋｚ

ｄ ｚ２
＋ ＧＩｄｋｚ ＝ Ｔω ＋ Ｔｄ， Ｂ ＝ ＥＩω

ｄｋｚ

ｄｚ
，

ì

î

í

ï
ï

ïï

（４）

其中 Ｎ 为截面轴力， Ｍｙ 和 Ｍｘ 分别是沿 ｙ 方向和沿 ｘ 方向的弯矩， Ｔｄ 为自由扭转矩， Ｔω 为约束扭转矩， Ｂ 为

双力矩．将式（２）、（３）代入式（４），解得广义应力与结点位移 δ 的关系：
　 　 ［Ｎ　 Ｍｙ 　 Ｍｘ 　 Ｔｄ 　 Ｂ　 Ｔω］ Ｔ ＝ ＤＢδ， （５）

其中弹性矩阵 Ｄ 为

　 　 Ｄ ＝

ＥＡ ０ ０ ０ ０ ０
０ ＥＩｙ ０ ０ ０ ０
０ ０ ＥＩｘ ０ ０ ０
０ ０ ０ ＧＩｄ ０ ０
０ ０ ０ ０ ＥＩω ０
０ ０ ０ ０ ０ ＥＩω

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
úú

，

广义应变矩阵 Ｂ 为

　 　 Ｂ ＝

　 　 　 　

Ｎ′１ －
Ｎ３

Ｒ
－
Ｎ４

Ｒ
０ ０ ０ ０ Ｎ′２ －

Ｎ５

Ｒ
－
Ｎ６

Ｒ
０ ０ ０ ０

０ Ｎ″３ ＋
Ｎ３

Ｒ２ Ｎ″４ ＋
Ｎ４

Ｒ２ ０ ０ ０ ０ ０ Ｎ″５ ＋
Ｎ５

Ｒ２ Ｎ″６ ＋
Ｎ６

Ｒ２ ０ ０ ０ ０

０ ０ ０ － Ｎ″３ － Ｎ″４
Ｎ３

Ｒ
Ｎ４

Ｒ
０ ０ ０ － Ｎ″５ － Ｎ″６

Ｎ５

Ｒ
Ｎ６

Ｒ

０ ０ ０
Ｎ′３
Ｒ

Ｎ′４
Ｒ

Ｎ′３ Ｎ′４ ０ ０ ０
Ｎ′５
Ｒ

Ｎ′６
Ｒ

Ｎ′５ Ｎ′６

０ ０ ０
Ｎ″３
Ｒ

Ｎ″４
Ｒ

Ｎ″３ Ｎ″４ ０ ０ ０
Ｎ″５
Ｒ

Ｎ″６
Ｒ

Ｎ″５ Ｎ″６

０ ０ ０ －
Ｎ‴３
Ｒ

－
Ｎ‴４
Ｒ

－ Ｎ‴３ － Ｎ‴４ ０ ０ ０ －
Ｎ‴５
Ｒ

－
Ｎ‴６
Ｒ

－ Ｎ‴５ － Ｎ‴６

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

，

其中 Ｎ′１ 表示 Ｎ１ 对 ｚ 求导．
由虚功原理和变分原理可解得曲梁单元刚度矩阵为

　 　 Ｋｅ ＝ λ∫１
－１
ＢＴＤＢｄξ ． （６）
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当曲梁单元的半径趋于无穷大时，其单元刚度矩阵便退化为直梁的单元刚度矩阵．
记外力集中荷载为 Ｆ ＝ ［Ｐｘ 　 Ｐｙ 　 Ｐｚ 　 Ｍｘ 　 Ｍｙ 　 Ｍｚ］ Ｔ，分布荷载为 ｆ ＝ ［ｑｘ 　 ｑｙ 　 ｑｚ 　 ｍｘ 　 ｍｙ 　 ｍｚ］ Ｔ，

所有外力荷载分量的正方向与流动坐标系正方向一致，可得单元结点荷载为

　 　 Ｐｅ ＝ ∫１
－１
λＮＴ

∗ｆｄξ ＋ ＮＴ
∗Ｆ， （７）

其中

　 　 Ｎ∗ ＝

０ Ｎ３ Ｎ４ ０ ０ ０ ０ ０ Ｎ５ Ｎ６ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ Ｎ３ Ｎ４ ０ ０ ０ ０ ０ Ｎ５ Ｎ６ ０ ０
Ｎ１ ０ ０ ０ ０ ０ ０ Ｎ２ ０ ０ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ － Ｎ′３ － Ｎ′４ ０ ０ ０ ０ ０ － Ｎ′５ － Ｎ′６ ０ ０
０ Ｎ′３ Ｎ′４ ０ ０ ０ ０ ０ Ｎ′５ Ｎ′６ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ Ｎ３ Ｎ４ ０ ０ ０ ０ ０ Ｎ５ Ｎ６

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

，

Ｎ′３ 表示 Ｎ３ 对 ｚ 求导．

２　 支座约束方程与梁桥失稳判断

当忽略支座尺寸对梁桥倾覆的影响时，支座视为一个点支撑上部结构：对于单支座墩，其失效模式可分

为脱空和滑移；对于双支座墩，其失效模式可分为单侧脱空不滑移、单侧脱空且滑移和双支座都脱空．本文提

出的迭代求解思路是先计算所有支座未失效情况下的有限元解，然后检查每个支座处的支反力和扭转角．如
果支反力受拉，则支座脱空，去除该支座；如果扭转角大于摩擦角，则支座发生滑移，应引入扭转⁃滑移耦合约

束方程．然后求解改变支座约束条件后的有限元总方程．
２．１　 支座约束

２．１．１　 支座未脱空且未滑移

对于单支座墩，梁桥横向位移和竖向位移都被支座限制，因此约束条件为

　 　
ｕ ＝ ０，
ｖ ＝ ０ ．{ （８）

而对于双支座墩，不仅约束横向位移和竖向位移，还会约束梁的扭转以及曲梁平面内弯曲，即

　 　

ｕ ＝ ０，
ｕ′ ＝ ０，
ｖ ＝ ０，
ϕ ＝ ０ ．

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

（９）

２．１．２　 单墩支座脱空和双支座墩完全脱空

支座未脱空未滑移时，为实现约束方程（８）、（９），可采用对角元素改 １ 法［１７］，并将结点载荷列阵相应元

素改为 ０．支座仅承压，如果支座支反力计算结果为受拉，说明支座发生脱空，应去除该位置的支座约束条件．
直接在总刚度矩阵和结点载荷列阵中还原相应的元素即可．
２．１．３　 需要引入约束方程的支座失效情况

需引入约束方程的失效情况包括单墩支座滑移、双支座墩单侧脱空不滑移和双支座墩单侧脱空且滑移．
以单墩支座发生滑移为例，当梁桥在单墩支座结点处的扭转角大于摩擦角时，梁桥在该支座处会发生滑移．
设支座给梁桥底面法向力为 Ｎ， 摩擦力为 ｆ， 忽略摩擦力在纵桥向的分量，摩擦因数为 μ， 梁桥截面剪心到底

面的距离为 ｈｂ， 剪心 ＯＳＣ 在截面内的位移 ｒ ＝ （ｕ，ｖ） ．为方便在有限元求解方程中引入扭转⁃滑移耦合约束，
规定 Ｐｘ 为支座反力沿 ｘ 方向的分量， Ｐｙ 为沿 ｙ 方向的分量， ｍｚ 为支座反力给发生位移后剪心位置的扭矩，
Ｐｘ，Ｐｙ 和 ｍｚ 将作为待求量参与有限元总方程求解，如图 ３ 所示．

① 扭转角大于 ０（即与流动坐标系正方向一致）
梁桥在支座处结点的横向位移 ｕ， 竖向位移 ｖ， 扭转角 ϕ 满足几何约束条件为
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　 　 ｇ１ ＝ ｕｔａｎ ϕ － ｖ ＋ ｈｂ（１ － ｓｅｃ ϕ） ＝ ０， （１０）
支反力给剪心的扭矩为

　 　 ｍｚ ＝ Ｐｘ（ｖ － ｈｂ） － Ｐｙｕ， （１１）
因此第二个约束方程为

　 　 ｇ２ ＝ － ｍｚ ＋ Ｐｘ（ｖ － ｈｂ） － Ｐｙｕ ＝ ０． （１２）
摩擦力 ｆ 和法向力 Ｎ 满足

　 　
Ｎｃｏｓ ϕ ＋ ｆｓｉｎ ϕ ＝－ Ｐｙ，
Ｎｓｉｎ ϕ － ｆｃｏｓ ϕ ＝ Ｐｘ，
ｆ ＝ μＮ ．

ì

î

í

ï
ï

ïï

（１３）

由此可得第三个约束方程为

　 　 ｇ３ ＝ Ｐｙ（ｓｉｎ ϕ － μｃｏｓ ϕ） ＋ Ｐｘ（ｃｏｓ ϕ ＋ μｓｉｎ ϕ） ＝ ０． （１４）

（ａ） ϕ ＞ ０ （ｂ） ϕ ＜ ０
图 ３　 单墩支座滑移计算简图

Ｆｉｇ． ３　 Ｓｃｈｅｍａｔｉｃ ｏｆ ｔｈｅ ｂｅａｒｉｎｇ ｓｌｉｐｐａｇｅ ｏｎ ａ ｓｉｎｇｌｅ ｃｏｌｕｍｎ

② 扭转角小于 ０
同理可得三个约束方程为

　 　
ｇ１ ＝ ｕｔａｎ ϕ － ｖ ＋ ｈｂ（１ － ｓｅｃ ϕ） ＝ ０，
ｇ２ ＝ － ｍｚ ＋ Ｐｘ（ｖ － ｈｂ） － Ｐｙｕ ＝ ０，
ｇ３ ＝ Ｐｙ（ｓｉｎ ϕ ＋ μｃｏｓ ϕ） ＋ Ｐｘ（ｃｏｓ ϕ － μｓｉｎ ϕ） ＝ ０ ．

ì

î

í

ï
ï

ïï

（１５）

对于其他需要引入约束方程的支座失效情况，其推导过程与单支座墩滑移类似．所有的约束方程汇总见

表 ２．
表 ２　 支座约束方程

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｔｈｅ ｃｏｎｓｔｒａｉｎｔ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ ｏｆ ｂｅａｒｉｎｇｓ

ｆａｉｌｕｒｅ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ ϕ ＞ ０ ϕ ＜ ０

ｔｈｅ ｂｅａｍ ｓｌｉｐｐｉｎｇ ａｔ ｔｈｅ
ｂｅａｒｉｎｇ ｏｎ ａ ｓｉｎｇｌｅ
ｃｏｌｕｍｎ ｓｕｐｐｏｒｔ

ｇ１ ＝ ｕｔａｎ ϕ － ｖ ＋ ｈｂ（１ － ｓｅｃ ϕ） ＝ ０，

ｇ２ ＝ － ｍｚ ＋ Ｐｘ（ｖ － ｈｂ） － Ｐｙｕ ＝ ０，

ｇ３ ＝ Ｐｙ（ｓｉｎ ϕ － μｃｏｓ ϕ） ＋

　 　 Ｐｘ（ｃｏｓ ϕ ＋ μｓｉｎ ϕ） ＝ ０

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

ｇ１ ＝ ｕｔａｎ ϕ － ｖ ＋ ｈｂ（１ － ｓｅｃ ϕ） ＝ ０，

ｇ２ ＝ － ｍｚ ＋ Ｐｘ（ｖ － ｈｂ） － Ｐｙｕ ＝ ０，

ｇ３ ＝ Ｐｙ（ｓｉｎ ϕ ＋ μｃｏｓ ϕ） ＋

　 　 Ｐｘ（ｃｏｓ ϕ － μｓｉｎ ϕ） ＝ ０

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

ｔｈｅ ｂｅａｍ ｄｅｔａｃｈｉｎｇ ｆｒｏｍ
ｔｈｅ ｂｅａｒｉｎｇ ａｔ ｔｈｅ ｅｎｄ ｏｆ

ｔｈｅ ｂｒｉｄｇｅ， ｗｉｔｈｏｕｔ ｓｌｉｐｐｉｎｇ
（ ｌ ｉｓ ｈａｌｆ ｏｆ ｔｈｅ ｂｅａｒｉｎｇ ｓｐａｃｉｎｇ）

ｇ１ ＝ － ｕ ＋ ｌ（１ － ｃｏｓ ϕ） ＋ ｈｂ ｓｉｎ ϕ ＝ ０，

ｇ２ ＝ － ｖ ＋ ｈｂ（１ － ｃｏｓ ϕ） － ｌｓｉｎ ϕ ＝ ０，

ｇ３ ＝ － ｍｚ ＋ Ｐｙ（ ｌ － ｕ） － Ｐｘ（ｈｂ － ｖ） ＝ ０
{

ｇ１ ＝ － ｕ － ｌ（１ － ｃｏｓ ϕ） ＋ ｈｂ ｓｉｎ ϕ ＝ ０，

ｇ２ ＝ － ｖ ＋ ｈｂ（１ － ｃｏｓ ϕ） ＋ ｌｓｉｎ ϕ ＝ ０，

ｇ３ ＝ － ｍｚ － Ｐｙ（ ｌ ＋ ｕ） － Ｐｘ（ｈｂ － ｖ） ＝ ０
{

ｔｈｅ ｂｅａｍ ｄｅｔａｃｈｉｎｇ ａｎｄ
ｓｌｉｐｐｉｎｇ ｆｒｏｍ ｔｈｅ ｂｅａｒｉｎｇ
ａｔ ｔｈｅ ｅｎｄ ｏｆ ｔｈｅ ｂｒｉｄｇｅ

（ ｌ ｉｓ ｈａｌｆ ｏｆ ｔｈｅ ｂｅａｒｉｎｇ ｓｐａｃｉｎｇ）

ｇ１ ＝ ｕｔａｎ ϕ － ｌｔａｎ ϕ － ｖ ＋ ｈｂ（１ － ｓｅｃ ϕ） ＝ ０，

ｇ２ ＝ Ｐｘ（ｃｏｓ ϕ ＋ μｓｉｎ ϕ） ＋

　 　 Ｐｙ（ｓｉｎ ϕ － μｃｏｓ ϕ） ＝ ０，

ｇ３ ＝ － ｍｚ ＋ Ｐｙ（ ｌ － ｕ） － Ｐｘ（ｈｂ － ｖ） ＝ ０

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

ｇ１ ＝ ｕｔａｎ ϕ ＋ ｌｔａｎ ϕ － ｖ ＋ ｈｂ（１ － ｓｅｃ ϕ） ＝ ０，

ｇ２ ＝ Ｐｘ（ｃｏｓ ϕ － μｓｉｎ ϕ） ＋

　 　 Ｐｙ（ｓｉｎ ϕ ＋ μｃｏｓ ϕ） ＝ ０，

ｇ３ ＝ － ｍｚ － Ｐｙ（ ｌ ＋ ｕ） － Ｐｘ（ｈｂ － ｖ） ＝ ０

ì

î

í

ï
ï

ï
ï
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２．２　 梁桥失稳判断

在求解过程中，先计算所有支座都有效的位移解，根据支反力正负和扭转角大小判断各支座是否失效

（脱空或滑移），然后改变各支座约束条件，在有限元求解总方程中引入支座约束方程重新求解，再检查各支

座的失效模式，如果失效模式发生改变则修改约束方程，则再次重新求解，直至各支座失效模式不改变为止．
最后根据各支座的失效情况判断梁桥是否失稳（整个上部结构滑移或倾覆）．
２．２．１　 利用 Ｎｅｗｔｏｎ⁃Ｒａｐｈｓｏｎ 迭代法求解含约束条件的有限元方程

对于支座未滑移未脱空、单支座脱空和双支座完全脱空这三种支座失效模式，只需修改总刚度矩阵和结

点载荷列阵即可．而对于单支座滑移、双支座单侧脱空不滑移和双支座单侧脱空且滑移，则需要引入约束方

程，支反力 Ｐｘ，Ｐｙ 和支反力对剪心扭矩 ｍｚ 将作为待求量引入结点位移列阵共同参与求解．当有 ｋ 个支座需要

引入约束方程时，有限元求解总方程为

　 　
Ｋｅｑａ － Ｐ ＝ ０，

Ｇ ＝ ０，{ （１６）

其中

　 　 ａ ＝ ［δ Ｔ 　 Ｐ１
ｘ 　 Ｐ１

ｙ 　 ｍ１
ｚ 　 Ｐ２

ｘ 　 Ｐ２
ｙ 　 ｍ２

ｚ 　 …　 Ｐｋ
ｘ 　 Ｐｋ

ｙ 　 ｍｋ
ｚ ］ Ｔ；

δ 为结点位移列阵； Ｐｋ
ｘ，Ｐｋ

ｙ，ｍｋ
ｚ 为第 ｋ 个支座的支反力和扭矩； Ｐ 为结点载荷列阵； Ｇ 为支座约束方程列阵

　 　 Ｇ ＝ ［ｇ１
１ 　 ｇ１

２ 　 ｇ１
３ 　 ｇ２

１ 　 ｇ２
２ 　 ｇ２

３ 　 …　 ｇｋ
１ 　 ｇｋ

２ 　 ｇｋ
３］ Ｔ，

其中 ｇｋ
１，ｇｋ

２，ｇｋ
３ 为第 ｋ 个支座的约束方程； Ｋｅｑ 为经扩展后的 ｎ × （ｎ ＋ ３ｋ） 总刚度矩阵，支反力 Ｐｋ

ｘ，Ｐｋ
ｙ 和扭矩

ｍｋ
ｚ 相当于结点荷载，在总刚度矩阵中， Ｐｋ

ｘ 对应第 ｋ 个支座相应结点的横向位移 ｕ 所在行，令该行的 Ｐｋ
ｘ 所在

列的元素为－１， Ｐｋ
ｙ 对应竖向位移 ｖ和 ｍｋ

ｚ 对应扭转角 ϕ 也为－１．记第 １ 个支座对应结点号为 ｓ， 第 ｋ 个支座对

应结点号为 ｔ， 总刚度矩阵为

　 　 Ｋｅｑ ＝

Ｋ１１ … Ｋ１ｎ ０ ０ ０ … ０ ０ ０

︙ ︙ ︙ ︙ ︙ ︙ ︙ ︙
Ｋ（７ｓ－５）１ … Ｋ（７ｓ－５）ｎ － １ ０ ０ … ０ ０ ０

Ｋ（７ｓ－４）１ … Ｋ（７ｓ－４）ｎ ０ ０ ０ … ０ ０ ０

Ｋ（７ｓ－３）１ … Ｋ（７ｓ－３）ｎ ０ － １ ０ … ０ ０ ０

Ｋ（７ｓ－２）１ … Ｋ（７ｓ－２）ｎ ０ ０ ０ … ０ ０ ０

Ｋ（７ｓ－１）１ … Ｋ（７ｓ－１）ｎ ０ ０ － １ … ０ ０ ０

︙ ︙ ︙ ︙ ︙ ︙ ︙ ︙
Ｋ（７ｔ －５）１ … Ｋ（７ｔ －５）ｎ ０ ０ ０ … － １ ０ ０

Ｋ（７ｔ －４）１ … Ｋ（７ｔ －４）ｎ ０ ０ ０ … ０ ０ ０

Ｋ（７ｔ －３）１ … Ｋ（７ｔ －３）ｎ ０ ０ ０ … ０ － １ ０

Ｋ（７ｔ －２）１ … Ｋ（７ｔ －２）ｎ ０ ０ ０ … ０ ０ ０

Ｋ（７ｔ －１）１ … Ｋ（７ｔ －１）ｎ ０ ０ ０ … ０ ０ － １

︙ ︙ ︙ ︙ ︙ ︙ ︙ ︙
Ｋｎ１ … Ｋｎｎ ０ ０ ０ … ０ ０ ０

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
úú

．

利用 Ｎｅｗｔｏｎ⁃Ｒａｐｈｓｏｎ 迭代法求解方程（１６），即迭代求解

　 　 ａ（ｋ） ＝ ａ（ｋ－１） － Ｊ －１（ａ（ｋ－１））Ｆ（ａ（ｋ－１））， （１７）
直至增量小于精度 ε：

　 　 ‖Ｊ －１（ａ）Ｆ（ａ）‖ ＜ ε， （１８）
其中 Ｊ（ａ） 为 Ｆ（ａ） 的 Ｊａｃｏｂｉ 矩阵，
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　 　 Ｆ（ａ（ｋ－１）） ＝
Ｋｅｑａ － Ｐ

Ｇ{ } ， Ｊ（ａ（ｋ－１）） ＝ ∂Ｆ
∂ａ

＝
Ｋｅｑ

∂Ｇ
∂ａ

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

．

２．２．２　 梁桥失稳判断方法

上部结构可能发生的失稳模式有滑移和倾覆．当所有支座都发生了脱空或滑移时，上部结构将发生整体

滑移．如果没发生整体滑移，但承压支座仅剩一个或两个，那么上部结构将发生倾覆．实际工程中支座的容许

扭转角较小，摩擦角较小，滑移往往会先于倾覆发生．
综上所述，梁桥失稳判断流程为：
１） 假定所有支座有效，求解第一次有限元方程

　 　 Ｋδ ＝ Ｐ ．
２） 根据各支座的扭转角和支反力判断各支座的失效模式．对于单支座墩，如果支反力受拉，则支座脱

空；如果支反力受压但扭转角大于摩擦角，则支座发生滑移．对于双支座墩，如果两个支座的支反力都受拉，
则两个支座都脱空；如果只有一个支座受压，则是单侧支座脱空，然后根据扭转角是否大于摩擦角判断是否

发生滑移．
３） 如果所有支座都发生脱空或滑移，则上部结构发生滑移，退出计算．
４） 如果承压的支座只剩一个或两个，则上部结构发生倾覆，退出计算．
５） 如果上部结构未发生滑移或倾覆，则判断与上一次求解相比支座失效模式是否发生改变：如果未发

生改变则退出计算，梁桥未发生整体失稳；反之则根据支座失效模式修改支座约束方程 Ｇ 和总刚矩阵 Ｋｅｑ，
利用 Ｎｅｗｔｏｎ⁃Ｒａｐｈｓｏｎ 迭代法求解有限元方程

　 　
Ｋｅｑａ － Ｐ ＝ ０，
Ｇ ＝ ０ ．{

然后返回步骤 ２）．

３　 算 例 分 析

３．１　 简支超静定曲梁分析

为检验曲梁单元的精度，以简支超静定曲梁为例，对比理论解析解、ＡＮＳＹＳ 中含翘曲自由度的 Ｂｅａｍ １８８
单元计算结果和七自由度曲梁单元计算结果．在均布竖向荷载和均布扭矩作用下，简支超静定曲梁的扭转角

ϕ 和竖向挠度 ｖ 解析解为［１４］

　 　

ϕ（ ｚ） ＝ Ａ′ｃｏｓｈ ｚ
ａ

＋ Ｂ′ｓｉｎｈ ｚ
ａ

＋ Ｃ′ｃｏｓ ｚ
Ｒ

＋ Ｄ′ｚｃｏｓ ｚ
Ｒ

＋ Ｅ′ｓｉｎ ｚ
Ｒ

＋

　 　 Ｆ′ｚｓｉｎ ｚ
Ｒ

＋
Ｒ２ ｍｚ

ＥＩｘ
－ Ｒ３ １

ＧＩｄ
＋ １
ＥＩｘ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｑｙ，

ｖ（ ｚ） ＝ Ａ′ ａ２

Ｒ
ｃｏｓｈ ｚ

ａ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ Ｂ′ ａ２

Ｒ
ｓｉｎｈ ｚ

ａ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ Ｃ′ － Ｒｃｏｓ ｚ

Ｒ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋

　 　 Ｄ′ － Ｒｚｃｏｓ ｚ
Ｒ

＋ ｂｓｉｎ ｚ
Ｒ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ Ｅ′ － Ｒｓｉｎ ｚ

Ｒ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋

　 　 Ｆ′ － ｂｃｏｓ ｚ
Ｒ

－ Ｒｚｓｉｎ ｚ
Ｒ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ Ｇ′ ＋ Ｈ′ｚ －

ｑｙＲ２

２ＧＩｄ
ｚ２，

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

（１９）

其中 Ａ′，Ｂ′，Ｃ′，Ｄ′，Ｅ′，Ｆ′，Ｇ′，Ｈ′ 为待定常数，由曲梁两端的边界条件确定， ｑｙ 为均布竖向荷载， ｍｚ 为均布扭

矩， ａ ＝
ＥＩω
ＧＩｄ

，ｂ ＝
２ＥＩｘ Ｒ４

ＥＩω ＋ ＥＩｘ Ｒ２ ＋ ＧＩｄ Ｒ２， 其他符号的意义同第 １ 节．假定曲梁两端固结，各参数取值见表 ３．

　 　 曲梁单元长度和 Ｂｅａｍ １８８ 单元长度均取 ０．５ ｍ，三种方法对比结果如图 ４ 和图 ５ 所示．跨中 ｚ ＝ １５ ｍ 位

置曲梁单元模型的挠度与理论解相差 ０．０００ ５４％，扭转角相差 ０．０５２％，Ｂｅａｍ １８８ 单元模型的挠度与理论解
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相差 １．１２％，扭转角相差 ２．３９％．从位移结果来看，本文曲梁单元的计算精度比 Ｂｅａｍ １８８ 单元更高．
表 ３　 各参数取值

Ｔａｂｌｅ ３　 Ｔｈｅ ｖａｌｕｅ ｏｆ ｅａｃｈ ｐａｒａｍｅｔｅｒ

ｐａｒａｍｅｔｅｒ ｖａｌｕｅ
ｅｌａｓｔｉｃ ｍｏｄｕｌｕｓ Ｅ ／ ＭＰａ ３．５×１０４

ｓｈｅａｒ ｍｏｄｕｌｕｓ Ｇ ／ ＭＰａ １．４６×１０４

Ｐｏｉｓｓｏｎ’ｓ ｒａｔｉｏ ν ０．２
ｍｏｍｅｎｔ ｏｆ ｉｎｅｒｔｉａ ａｒｏｕｎｄ ｘ ａｘｉｓ Ｉｘ ／ ｍ４ ０．５
ｍｏｍｅｎｔ ｏｆ ｉｎｅｒｔｉａ ａｒｏｕｎｄ ｙ ａｘｉｓ Ｉｙ ／ ｍ４ １０

ｔｏｒｓｉｏｎａｌ ｍｏｍｅｎｔ ｏｆ ｉｎｅｒｔｉａ Ｉｄ ／ ｍ４ １．５
ｓｅｃｔｏｒｉａｌ ｍｏｍｅｎｔ ｏｆ ｉｎｅｒｔｉａ Ｉω ／ ｍ６ ４．５

ｓｅｃｔｉｏｎ ａｒｅａ Ａ ／ ｍ２ ５
ｃｕｒｖｅｄ ｂｅａｍ ｒａｄｉｕｓ Ｒ ／ ｍ ５０
ｃｕｒｖｅｄ ｂｅａｍ ｌｅｎｇｔｈ Ｌ ／ ｍ ３０

ｕｎｉｆｏｒｍｌｙ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｅｄ ｔｏｒｑｕｅ ｍｚ ／ （ｋＮ·ｍ ／ ｍ） －２０
ｕｎｉｆｏｒｍｌｙ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｅｄ ｌｏａｄ ｑｙ ／ （ｋＮ ／ ｍ） １０

图 ４　 挠度的理论结果与有限元结果比较 图 ５　 扭转角的理论结果与有限元结果比较

Ｆｉｇ． ４　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎｓ ｇｉｖｅｎ ｂｙ ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌ Ｆｉｇ． ５　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｔｏｒｓｉｏｎ ａｎｇｌｅｓ ｇｉｖｅｎ ｂｙ ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌ
ａｎｄ ｆｉｎｉｔｅ ｅｌｅｍｅｎｔ ｍｅｔｈｏｄｓ ａｎｄ ｆｉｎｉｔｅ ｅｌｅｍｅｎｔ ｍｅｔｈｏｄｓ

　 　 注　 为了解释图中的颜色，读者可以参考本文的电子网页版本，后同．

３．２　 某匝道桥事故分析

某匝道桥发生倒塌，事故发生时有 ３ 辆重约 １１０ ｔ 的货车行驶在曲梁靠外侧（近倾覆侧），１ 辆较轻的车

在靠内侧（计算中忽略）．倒塌曲梁段长 ７５ ｍ，曲线半径 ２２０ ｍ，平面布置和箱梁横断面如图 ６、７ 所示．单墩支

座摩擦因数取 ０．３［１８］，联端双支座摩擦因数取 ０．０１，主梁材料为 Ｃ５０ 混凝土．

图 ６　 平面布置图（单位： ｍ） 图 ７　 事故桥梁横断面（单位： ｃｍ）
Ｆｉｇ． ６　 Ｔｈｅ ｂｒｉｄｇｅ ｌａｙｏｕｔ ｉｎ ｐｌａｎ （ｕｎｉｔ： ｍ） Ｆｉｇ． ７　 Ｔｈｅ ｃｒｏｓｓ ｓｅｃｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｂｒｉｄｇｅ ｍａｉｎ ｂｅａｍ （ｕｎｉｔ： ｃｍ）

定义荷载放大率为施加汽车荷载的比例系数．车辆荷载的荷载放大率从 ０．１ 开始逐渐增大，计算所有支

座的竖向支反力，如图 ８ 所示．当荷载放大率为 ０．４５ 时，联端内侧支座 Ｐ１⁃２ 和 Ｐ４⁃２ 发生脱空；放大率为 ０．５５
时，联端外侧支座 Ｐ１⁃１ 和 Ｐ４⁃１ 发生滑移；放大率达到 ０．９３ 时，箱梁最大扭转角 １６．８°，已超过单墩支座摩擦

角，单墩支座 Ｐ２ 和 Ｐ３ 发生滑移，此时所有未脱空支座都发生滑移，箱梁在支座处受到的水平力指向外侧，
箱梁整体往外侧滑移，还没有达到事故车辆荷载大小就已经倒塌．因此，在事故车辆荷载作用下，联端内侧支
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座发生了脱空，并且其他所有支座发生了滑移，箱梁整体发生滑移然后沿 Ｐ２ 和 Ｐ３ 连线倾覆，扭转角发散．由
式（１５）第三个约束方程可知，墩柱顶受到的水平力会随着扭转角发散急剧增大，墩柱底弯矩过大发生强度

破坏，事故现场 Ｐ２ 和 Ｐ３ 墩柱也确实发生墩底破坏而倒塌［８］ ．

图 ８　 不同荷载放大率下各支座的竖向支反力

Ｆｉｇ． ８　 Ｔｈｅ ｖｅｒｔｉｃａｌ ｓｕｐｐｏｒｔ ｒｅａｃｔｉｏｎ ｏｆ ｅａｃｈ ｂｅａｒｉｎｇ ｕｎｄｅｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｌｏａｄ ａｍｐｌｉｆｉｃａｔｉｏｎ ｒａｔｉｏｓ

规范方法基于传统的杆系模型验算抗倾覆能力［４］，但传统杆系模型假定所有支座有效，不能模拟上部

结构与支座的复杂相互作用，而本文所提出的方法可以模拟支座脱空和支座滑移带来的影响．根据图 ８，选
取荷载放大率为 ０．１，０．５ 和 ０．８ 三种工况，分别对应所有支座有效、联端内侧支座脱空和联端外侧支座滑移

三种情况，对比本文方法和传统模型的竖向支反力计算结果，如图 ９ 所示．在 ０．１ 倍车载作用下，两者的竖向

支反力最大相差 ２．８０％；在 ０．５ 倍车载作用下，本文方法判断出联端内侧支座 Ｐ１⁃２ 和 Ｐ４⁃２ 发生脱空，支反力

为 ０，而传统模型算得支座 Ｐ１⁃２ 和 Ｐ４⁃２ 承受拉力；在 ０．８ 倍车载作用下，本文方法结果中的各支反力与传统

模型相比都有显著差异，可见支座脱空滑移对支反力影响较大．传统模型不能准确计算上部结构与支座的相

互作用，无法模拟实际事故中支座脱空和支座摩擦滑移的现象，而本文提出的模型克服了其不足之处，能够

更精确地模拟各种支座失效情况下的梁桥平衡状态．从计算效率来看，以 ０．１ 倍车载工况为例，本文方法计

算耗时 ０．１１ ｓ（采用 ＭＡＴＬＡＢ 计算），传统杆系模型耗时 ０．５２ ｓ（采用 ＭＩＤＡＳ ／ Ｃｉｖｉｌ 计算），可以预计本文方法

对于更复杂的梁桥结构具有更高的计算效率．

图 ９　 所提出计算模型与传统模型的竖向支反力对比

Ｆｉｇ． ９　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｖｅｒｔｉｃａｌ ｓｕｐｐｏｒｔ ｒｅａｃｔｉｏｎｓ ｇｉｖｅｎ ｂｙ ｔｈｅ ｐｒｏｐｏｓｅｄ ｍｏｄｅｌ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｔｒａｄｉｔｉｏｎａｌ ｍｏｄｅｌ

０５４１ 应　 用　 数　 学　 和　 力　 学　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ２０２３ 年　 第 ４４ 卷



４　 结　 　 论

１） 本文对比了简支超静定曲梁的解析解、Ｂｅａｍ １８８ 单元有限元解和本文所提出七自由度曲梁单元的

有限元解．从位移的计算结果来看，本文所提出的曲梁单元比 Ｂｅａｍ １８８ 单元更接近解析解，验证了曲梁单元

的高精度性．
２） 本文分析了某匝道桥倒塌事故．在不同荷载放大率条件下通过计算各支座的支反力大小和判断各支

座失效情况，还原了该匝道桥失稳发展历程：在事故车辆荷载作用下，联端内侧支座脱空，其他所有支座发生

滑移，因此该梁桥先发生滑移然后倾覆落地．通过对比分析本文方法与传统杆系有限元模型在所有支座有

效、联端内侧支座脱空和联端外侧支座滑移三种情况下的计算结果，验证了本文方法能更精确地模拟各种支

座失效情况下的梁桥平衡状态．
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ｊｉｎｇ： Ｔｓｉｎｇｈｕａ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ Ｐｒｅｓｓ， ２００３． （ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［１８］　 公路桥梁板式橡胶支座： ＪＴ ／ Ｔ ４—２０１９［Ｓ］ ． 北京： 人民交通出版社， ２０１９． （Ｌａｍｉｎａｔｅｄ ｂｅａｒｉｎｇ ｆｏｒ ｈｉｇｈｗａｙ
ｂｒｉｄｇｅ： ＪＴ ／ Ｔ ４—２０１９［Ｓ］ ． Ｂｅｉｊｉｎｇ： Ｃｈｉｎａ Ｃｏｍｍｕｎｉｃａｔｉｏｎ Ｐｒｅｓｓ， ２０１９． （ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

２５４１ 应　 用　 数　 学　 和　 力　 学　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ２０２３ 年　 第 ４４ 卷


