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摘要：　 基于分数阶热电弹性理论和 Ｌｅｇｅｎｄｒｅ 多项式方法，构建了功能梯度空心圆柱中导波传播的数学模型．讨论

了分数阶次、压电效应、径厚比等对导波传播，特别是对其衰减的影响规律．数值结果表明，压电效应对衰减的影响

主要集中在截止频率和突变频率附近，并使得突变频率发生前移；分数阶对热波模态相速度和衰减的影响较大， 且

热波相速度存在模态交叉， 在交叉频率点附近分数阶对相速度的影响相反； 热波衰减随着分数阶增大而逐渐减

小； 第一阶纵向模态衰减受到了压电效应的抑制， 其余模态衰减都显著增大， 并且电开路受到的影响要比电短路

状态大．
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０　 引　 　 言

功能梯度压电材料（ＦＧＰＭ）通过对不同材料的适当组合，可以制造出满足各种需求和改变电弹性性能

的期望方向的独特压电材料，同时材料的组合亦由最初的金属 ／陶瓷扩展到金属 ／合金，非金属 ／非金属，非金

属 ／陶瓷，陶瓷 ／陶瓷等多种组合形式［１］ ．同时，工作环境的温度对 ＦＧＰＭ 力学性能和寿命的影响非常大，研究

功能梯度结构的热力学性能是具有重要现实意义的活跃课题．
经典热弹性理论的提出为热力学研究提供了基础，然而其暗示热波是以无限速度传播的，这与实际情况

不符．为弥补经典理论的不足，学者们建立了各种广义热弹理论，如带有单时间因子的 Ｌ⁃Ｓ（Ｌｏｒｄ⁃Ｓｈｕｌｍａｎ）广
义热弹动力学理论［２］、将两个不同的热松弛时间因子分别引入了本构方程和能量方程的 Ｇ⁃Ｌ（Ｇｒｅｅｎ⁃Ｌｉｎｄ⁃
ｓａｙ）理论［３］、无耗散的 Ｇ⁃Ｎ（Ｇｒｅｅｎ⁃Ｎａｇｈｄｉ）热弹理论［４］以及三相滞广义热弹理论．基于这些广义热弹理论，学
者们对热弹固体中的动力学特性进行了深入分析和研究［５⁃１０］ ．然而，热电弹结构波动特性的研究，特别是 ＦＧ⁃
ＰＭ 结构中波动特性的研究不足．需要指出的是，ＦＧＰＭ 结构的波特性与它们在传感器、谐振器和振动滤波器

中的性能直接相关，因而引起了广泛的关注．Ｈｅｙｄａｒｐｏｕｒ 等［１１］考虑了带有压电层的功能梯度圆柱形面板中的

热弹性响应．Ｋｈｏｓｈｇｏｆｔａｒ 等［１２］研究了功能梯度材料厚壁圆筒的热压电行为，结果发现，通过在 ＦＧＰＭ 固体结

构中应用适当的力和热分布，可以控制 ＦＧＰＭ 中的应力、电位和电场分布．Ｄａｉ 和 Ｊｉａｎｇ［１３］ 对由 ＦＧＰＭ 组成的

圆柱体在均匀磁场中，在电、热和机械载荷作用下的电磁⁃热弹性行为进行了分析研究．Ｏｏｔａｏ 等［１４］ 研究了由

均匀供热引起的功能梯度热电空心圆柱体瞬态压热弹性问题，材料的非均匀性对温度变化、位移、应力和电

势的影响．Ａｒｅｆｉ 和 Ｒａｈｉｍｉ［１５］推导了基于能量法的 ＦＧＰＭ 任意结构热弹性分析的一般公式，使用能量法分析

了功能梯度压电旋转压力容器的热弹性问题．Ｅｌ⁃Ｎａｇｇａｒ 等［１６］基于 Ｌ⁃Ｓ 热弹性理论研究了理想导电平面中的

电磁⁃热弹性体中磁场、旋转、热场、初始应力以及空隙对 Ｐ 波反射的影响．Ｚｈｕ 等［１７］ 基于射线矩阵公式分析

了流体填充的功能梯度压电空心圆柱体中的波传播，研究表明只有在小波数和高模的情况下，材料的不均匀

性才对波的传播起着重要作用．
由上述文献可知，尽管热弹性波是波动力学领域的一个重要研究方向，但热电弹耦合 ＦＧＰＭ 管中导波

的研究还鲜见报道．压电空心圆柱作为力电设备中最常见的结构形式之一，被广泛应用于声波器件和机电系

统．然而，在压电结构工作时，其热力电三种物理场互相耦合，结构温度升高，三种能量形式也相互影响．因
此，研究管中的热电弹导波传播对于压电管的结构设计和无损检测具有重要意义．另外，分数阶微积分在热

弹性力学中应用广泛［５］，取得了一系列成果，但对热电弹管中的导波传播还未有研究．本文基于分数阶 Ｌ⁃Ｓ
型广义热电弹耦合理论，构建了 ＦＧＰＭ 空心圆柱中导波传播的数学模型．然后采用 Ｌｅｇｅｎｄｒｅ 多项式级数方法

（Ｌｅｇｅｎｄｒｅ ｐｏｌｙｎｏｍｉａｌ ｓｅｒｉｅｓ ａｐｐｒｏａｃｈ，ＬＰＳＡ） ［１８⁃２０］求解耦合波动方程，将微分方程转化为线性特征值问题，可
直接求得代表导波传播和衰减的复波数解．讨论了分数阶次、压电效应、径厚比等对导波传播，特别是对其衰

减的影响规律．

１　 ＦＧＰＭ 空心圆柱中热弹波传播特性

１．１　 ＦＧＰＭ 空心圆柱热弹波传播模型

假设空心圆柱足够长，且材料只在径向表现出非均匀性； ａ 和 ｂ 分别为内半径和外半径，厚度 ｈ ＝ ｂ － ａ ．
根据 Ｌ⁃Ｓ 广义热电弹性耦合理论［５，８］，ＦＧＰＭ 空心圆柱中热弹性导波传播问题的控制方程可以表达如下：
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ｒ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ，

εθｚ ＝
１
２

∂ｕθ

∂ｚ
＋ １

ｒ
∂ｕｚ

∂θ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ， εｒｚ ＝

１
２

∂ｕｒ

∂ｚ
＋

∂ｕｚ

∂ｒ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ，

Ｅθ ＝ －
１
ｒ

∂Φ
∂θ

， Ｅｒ ＝ －
∂Φ
∂ｒ

， Ｅｚ ＝ －
∂Φ
∂ｚ

．

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ïï

（２）

考虑无应力边界条件和电学开路条件，正交各向异性空心圆柱的本构关系为

　 　

Ｔｒｒ ＝ （Ｃ１１εｒｒ ＋ Ｃ１２εθθ ＋ Ｃ１３εｚｚ － β１Ｔ － ｅ３１Ｅｚ）ｇ（ ｒ），

Ｔθθ ＝ Ｃ１２εｒｒ ＋ Ｃ２２εθθ ＋ Ｃ２３εｚｚ － β２Ｔ － ｅ３２Ｅｚ，

Ｔｚｚ ＝ Ｃ１３εｒｒ ＋ Ｃ２３εθθ ＋ Ｃ３３εｚｚ － β３Ｔ － ｅ３３Ｅｚ，

Ｔθｚ ＝ ２Ｃ４４εθｚ － ｅ２４Ｅθ，

Ｔｒｚ ＝ （２Ｃ５５εｒｚ － ｅ１５Ｅｒ）ｇ（ ｒ），

Ｔｒθ ＝ ２Ｃ６６εｒθｇ（ ｒ），

Ｄｒ ＝ （２ｅ１５εｒｚ ＋ １１Ｅｒ ＋ Ｐ１Ｔ）ｇ（ ｒ），

Ｄθ ＝ ２ｅ２４εθｚ ＋ ２２Ｅθ ＋ Ｐ２Ｔ，

Ｄｚ ＝ ｅ３１εｒｒ ＋ ｅ３２εθθ ＋ ｅ３３εｚｚ ＋ ３３Ｅｚ ＋ Ｐ３Ｔ ．

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

（３）

式（１）—（３）中， Ｔｉｊ，εｉｊ，ｕｉ 分别为应力、应变和位移分量，Ｃ ｉｊ，ｅｉｊ，ｉｊ 分别为材料的弹性系数、压电常数与

介电常数， Ｄｉ 表示电位移分量，Ｅ ｊ 为电场强度，Φ为电势，Ｐ ｊ 为热释电常数，ｔ和 τ０ 表示时间和松弛时间，βｉ 和

Ｃｅ 分别为恒定应变下的体积膨胀系数和比热，Ｋ ｊ 为材料常数，Ｔ 和 Ｔ０ 分别为温度变化和参考温度，其中环境

温度 Ｔ０ ＝ ２９６ Ｋ，ρ 为密度，α 为分数阶次，Γ 是 Ｇａｍｍａ 函数，

　 　 ｇ（ ｒ） ＝
１，　 　 ａ ≤ ｒ ≤ ｂ，
０，　 　 ｏｔｈｅｒｓ ．{ （４）

在式（３）中，边界条件通过矩形窗函数引入至本构关系，进而在式（８）中引入至控制方程，免去了单独加

载边界条件的过程，并且可使最终的特征值问题为线性特征值问题．
绝热边界条件和电学闭路条件后文再叙．为便于求解，进行无量纲化：
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Ｃ ｉｊ ＝
Ｃ ｉｊ

Ｃ
－

１１

， ρ ＝ ρ
ρ－
， ｘｉ ＝

ｖｘ
ｋｘ

ｘｉ， ｕｉ ＝
ｖ３ｘρ

－

ｋｘβ
－

１Ｔ０

ｕｉ， τ０ ＝
ｖ２ｘ
ｋｘ

ｔ０，

Ｔ ＝ Ｔ
Ｔ０

， βｉ ＝
βｉ

β
－

１

，η ＝
（β

－

１） ２Ｔ０

ρ－ ２Ｃ
－

ｅｖ２ｘ
， Φ ＝

ｖｘｅ
－
３３

ｋｘβ
－

１Ｔ０

Φ， Ｐ ｉ ＝
Ｐ ｉＣ

－

１１

β
－

１ｅ
－
３３

，

ｉｊ ＝
ｉｊＣ

－

１１

（ｅ－ ３３） ２， ｅ ｉｊ ＝
ｅｉｊ
ｅ－ ３３

， Ｋ ｉ ＝
Ｋ ｉ

Ｋ
－

１

， Ｃｅ ＝
Ｃｅ

Ｃ
－

ｅ

，

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï

（５）

其中， ｖｘ ＝ Ｃ１１ ／ ρ 为纵波波速， ｋｘ ＝ Ｋ１ ／ （ρＣｅ） 为 ｘ方向上的热扩散系数，Ｃ
－

１１， ρ－， β
－

１， Ｃ
－

ｅ， ｅ－ ３３， Ｋ
－

１ 分别是指定

某一材料参数，本文为 ＰＺＴ⁃５Ａ 的相关材料参数．
空心圆柱中轴向导波为 ｚ 方向传播的自由谐波，则可以假设位移、温度和电势表达式设为

　 　 { ｕｒ，ｕθ，ｕｚ，Ｔ，Φ } ＝ {Ｕ（ ｒ），Ｖ（ ｒ），Ｗ（ ｒ），Ｘ（ ｒ），Ｙ（ ｒ） } ｅｘｐ（ｉｋｚ ＋ ｉＮθ － ｉωｔ）， （６）
其中， Ｕ，Ｖ，Ｗ 分别为 ｒ，θ，ｚ 方向的位移幅值，Ｘ 为温度幅值， Ｙ 为电势幅值；ｋ 是波数，ｋ ＝ Ｒｅ（ｋ） ＋ ｉ·Ｉｍ（ｋ），
ｋ 的实部表示波的传播，虚部表示衰减；ω 为无量纲角频率．

类似于文献［２１］，功能梯度材料的属性可做如下多项式拟合：

　 　

Ｃ ｉｊ（ ｒ） ＝ Ｃ（ｍ）
ｉｊ

２ｒ － （ｂ ＋ ａ）
ｂ － ａ

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｍ

， ρｉ（ ｒ） ＝ ρ（ｍ）
ｉ

２ｒ － （ｂ ＋ ａ）
ｂ － ａ

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｍ

，

ｅ ｉｊ（ ｒ） ＝ ｅ（ｍ）
ｉｊ

２ｒ － （ｂ ＋ ａ）
ｂ － ａ

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｍ

， Ｃｅ（ ｒ） ＝ Ｃ（ｍ）
ｅ

２ｒ － （ｂ ＋ ａ）
ｂ － ａ

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｍ

，

ｉｊ（ ｒ） ＝ （ｍ）
ｉｊ

２ｒ － （ｂ ＋ ａ）
ｂ － ａ

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｍ

， Ｋ ｉ（ ｒ） ＝ Ｋ（ｍ）
ｉ

２ｒ － （ｂ ＋ ａ）
ｂ － ａ

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｍ

，

βｉ（ ｒ） ＝ β（ｍ）
ｉ

２ｒ － （ｂ ＋ ａ）
ｂ － ａ

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｍ

， Ｐ ｉ（ ｒ） ＝ Ｐ（ｍ）
ｉ

２ｒ － （ｂ ＋ ａ）
ｂ － ａ

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｍ

，

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï

　 　 ｍ ＝ ０，１，２，…，Ｌ ． （７）

式（７）中， Ｌ 表明材料参数的梯度表达式进行了 Ｌ 阶次的多项式近似．将式（２）—（７）代入式（１），简化推

导过程，并略去上标“ ”，可得

　 　 ２ｍ
ｂ － ａ

２ｒ － （ｂ ＋ ａ）
ｂ － ａ

é

ë
êê

ù

û
úú

ｍ－１

［Ｃ（ｍ）
１１ ｒ２Ｕ′ ＋ Ｃ（ｍ）

１２ （ｉＮｒＶ ＋ ｒＵ） ＋ Ｃ（ｍ）
１３ ｉｋｒ２Ｗ － β（ｍ）

１ ｒ２Ｘ ＋ ｅ（ｍ）
３１ ｉｋｒ２Ｙ］ｇ（ ｒ） ＋

　 　 　 　 ２ｒ － （ｂ ＋ ａ）
ｂ － ａ

é

ë
êê

ù

û
úú

ｍ

{Ｃ（ｍ）
１１ ｒ２Ｕ″ ＋ Ｃ（ｍ）

１２ （ｉＮｒＶ′ ＋ ｒＵ′ － ｉＮＶ － Ｕ） ＋

　 　 　 　 Ｃ（ｍ）
１３ ｉｋｒ２Ｗ′ － β（ｍ）

１ ｒ２Ｘ′ ＋ ｅ（ｍ）
３１ ｉｋｒ２Ｙ′ ＋ ｅ（ｍ）

１５ ｉｋｒ２Ｙ′ ＋
　 　 　 　 Ｃ（ｍ）

６６ （ － Ｎ２Ｕ ＋ ｉＮｒＶ′ － ｉＮＶ） ＋ Ｃ（ｍ）
５５ （ － ｋ２ｒ２Ｕ ＋ ｉｋｒ２Ｗ′） ＋ Ｃ（ｍ）

１１ ｒＵ′ ＋ Ｃ（ｍ）
１２ （ｉＮＶ ＋ Ｕ） ＋

　 　 　 　 Ｃ（ｍ）
１３ ｉｋｒＷ － β（ｍ）

１ ｒＸ ＋ ｅ（ｍ）
３１ ｉｋｒＹ － （Ｃ（ｍ）

１２ ｒＵ′ ＋ Ｃ（ｍ）
２２ （ｉＮＶ ＋ Ｕ） ＋

　 　 　 　 Ｃ（ｍ）
２３ ｉｋｒＷ － β（ｍ）

２ ｒＸ ＋ ｅ（ｍ）
３２ ｉｋｒＹ） ＋ （Ｃ（ｍ）

１１ ｒ２Ｕ′ ＋ Ｃ（ｍ）
１２ （ｉＮｒＶ ＋ ｒＵ） ＋

　 　 　 　 Ｃ（ｍ）
１３ ｉｋｒ２Ｗ － β（ｍ）

１ ｒ２Ｘ ＋ ｅ（ｍ）
３１ ｉｋｒ２Ｙ） ∂ｇ（ ｒ）

∂ｒ
＋ ρ（ｍ）ω２ｒ２Ｕ } ＝ ０， （８ａ）

　 　 ２ｍ
ｂ － ａ

２ｒ － （ｂ ＋ ａ）
ｂ － ａ

é

ë
êê

ù

û
úú

ｍ－１

Ｃ（ｍ）
６６ （ｉＮｒＵ ＋ ｒ２Ｖ′ － ｒＶ）ｇ（ ｒ） ＋

　 　 　 　 ２ｒ － （ｂ ＋ ａ）
ｂ － ａ

é

ë
êê

ù

û
úú

ｍ

Ｃ（ｍ）
６６ （ｉＮｒＵ ＋ ｒ２Ｖ′ － ｒＶ） ∂π（ ｒ）

∂ｒ
＋ ρ（ｍ）ω２ｒ２Ｖé

ë
êê

ù

û
úú ＋

　 　 　 　 ２ｒ － （ｂ ＋ ａ）
ｂ － ａ

é

ë
êê

ù

û
úú

ｍ

{Ｃ（ｍ）
６６ （ｉＮｒＵ′ ＋ ｒ２Ｖ″ － ｒＶ′ － ｉＮＵ ＋ Ｖ） ＋ Ｃ（ｍ）

１２ ｉＮｒＵ′ ＋

　 　 　 　 Ｃ（ｍ）
２２ （ － Ｎ２Ｖ ＋ ｉＮＵ） － Ｃ（ｍ）

２３ ｋＮｒＷ － β（ｍ）
２ ｉＮｒＸ － ｅ（ｍ）

３２ ｋＮｒＹ ＋
　 　 　 　 Ｃ（ｍ）

４４ （ － ｋ２ｒ２Ｖ － ｋＮｒＷ） － ｅ（ｍ）
２４ ｋＮｒＹ ＋ ２Ｃ（ｍ）

６６ （ｉＮＵ ＋ ｒＶ′ － Ｖ） } ｇ（ ｒ） ＝ ０， （８ｂ）

　 　 ２ｍ
ｂ － ａ

２ｒ － （ｂ ＋ ａ）
ｂ － ａ

é

ë
êê

ù

û
úú

ｍ－１

［Ｃ（ｍ）
５５ （ｉｋｒ２Ｕ ＋ ｒ２Ｗ′） ＋ ｅ（ｍ）

１５ ｒ２Ｙ′］π（ ｒ） ＋
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　 　 　 　 ２ｒ － （ｂ ＋ ａ）
ｂ － ａ

é

ë
êê

ù

û
úú

ｍ

［Ｃ（ｍ）
５５ （ｉｋｒ２Ｕ ＋ ｒ２Ｗ′） ＋ ｅ（ｍ）

１５ ｒ２Ｙ′］ ∂ｇ（ ｒ）
∂ｒ

＋

　 　 　 　 ２ｒ － （ｂ ＋ ａ）
ｂ － ａ

é

ë
êê

ù

û
úú

ｍ

{Ｃ（ｍ）
５５ （ｉｋｒ２Ｕ′ ＋ ｒ２Ｗ″） ＋ ｅ（ｍ）

１５ ｒ２Ｙ″ ＋ Ｃ（ｍ）
４４ （ － ｋＮｒＶ － Ｎ２Ｗ） －

　 　 　 　 ｅ（ｍ）
２４ Ｎ２Ｙ ＋ Ｃ（ｍ）

１３ ｉｋｒ２Ｕ′ ＋ ρ（ｍ）ω２ｒ２Ｗ ＋ Ｃ（ｍ）
２３ （ － ｋＮｒＶ ＋ ｉｋｒＵ） － Ｃ（ｍ）

３３ ｋ２ｒ２Ｗ －
　 　 　 　 β（ｍ）

３ ｉｋｒ２Ｘ － ｅ（ｍ）
３３ ｋ２ｒ２Ｙ ＋ Ｃ（ｍ）

５５ （ｉｋｒＵ ＋ ｒＷ′） ＋ ｅ（ｍ）
１５ ｒＹ′ } ＝ ０， （８ｃ）

　 　 ２ｒ － （ｂ ＋ ａ）
ｂ － ａ

é

ë
êê

ù

û
úú

ｍ

{Ｋ（ｍ）
１ ｒ２Ｘ″ ＋ Ｋ（ｍ）

２ （ － Ｎ２Ｘ ＋ ｒＸ′） － Ｋ（ｍ）
３ ｋ２ ｒ２Ｘ ＋ ｃηβ（ｍ）

１ ｉωｒ２Ｕ′ ＋

　 　 　 　 ｃη［（ － β（ｍ）
２ ωＮｒＶ ＋ β（ｍ）

２ ｉωｒＵ） － β（ｍ）
３ ｋωｒ２Ｗ ＋ Ｐ（ｍ）

３ ｋωｒ２Ｙ］ } ＝

　 　 　 　 － ２ｒ － （ｂ ＋ ａ）
ｂ － ａ

é

ë
êê

ù

û
úú

ｍ＋ｎ

ｃρ（ｍ）Ｃ（ｎ）
ｅ ｉωｒ２Ｘ， （８ｄ）

　 　 ２ｍ
ｂ － ａ

２ｒ － （ｂ ＋ ａ）
ｂ － ａ

é

ë
êê

ù

û
úú

ｍ－１

［ｅ（ｍ）
１５ （ｉｋｒ２Ｕ ＋ ｒ２Ｗ′） － （ｍ）

１１ ｒ２Ｙ′ ＋ Ｐ（ｍ）
１ ｒ２Ｘ］ｇ（ ｒ） ＝

　 　 　 　 － ２ｒ － （ｂ ＋ ａ）
ｂ － ａ

é

ë
êê

ù

û
úú

ｍ

{ ［ｅ（ｍ）
１５ （ｉｋｒ２Ｕ′ ＋ ｒ２Ｗ″） － （ｍ）

１１ ｒ２Ｙ″ ＋

　 　 　 　 Ｐ（ｍ）
１ ｒ２Ｘ′ ＋ ｅ（ｍ）

２４ （ － ｋＮｒＶ － Ｎ２Ｗ） ＋ （ｍ）
２２ Ｎ２Ｙ ＋

　 　 　 　 Ｐ（ｍ）
２ ｉＮｒＸ ＋ ｅ（ｍ）

３１ ｉｋｒ２Ｕ′ ＋ ｅ（ｍ）
３２ （ － ｋＮｒＶ ＋ ｉｋｒＵ） － ｅ（ｍ）

３３ ｋ２ｒ２Ｗ ＋ （ｍ）
３３ ｋ２ｒ２Ｙ ＋

　 　 　 　 Ｐ（ｍ）
３ ｉｋｒ２Ｘ ＋ ｅ（ｍ）

１５ （ｉｋｒＵ ＋ ｒＷ′） － （ｍ）
１１ ｒＹ′ ＋ Ｐ（ｍ）

１ ｒ２Ｘ］ ＋

　 　 　 　 ［ｅ（ｍ）
１５ （ｉｋｒ２Ｕ ＋ ｒ２Ｗ′） － （ｍ）

１１ ｒ２Ｙ′ ＋ Ｐ（ｍ）
１ ｒ２Ｘ］ ∂ｇ（ ｒ）

∂ｒ } ． （８ｅ）

上述等式中 ｃ ＝ １ ＋ （ － ｉωτ０） α ／ Γ（α ＋ １）， （）′和（）″分别表示对 ｒ 的一阶和二阶导数，为求解方程组

（８），获得热电弹性类 Ｌａｍｂ 波的特性，可进一步将位移、温度、电势等物理场振幅变量进行 Ｌｅｇｅｎｄｒｅ 多项式

展开

　 　 {Ｕ，Ｖ，Ｗ，Ｘ，Ｙ } ＝ ∑
¥

ｍ ＝ ０
{ ｐ（１）

ｍ ，ｐ（２）
ｍ ，ｐ（３）

ｍ ，ｐ（４）
ｍ ，ｐ（５）

ｍ }Ｑｍ（ ｒ）， （９）

其中

　 　 Ｑｍ（ ｒ） ＝ ２ｍ ＋ １
ｂ － ａ

Ｐｍ
２ｒ － （ｂ ＋ ａ）

ｂ － ａ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ， （１０）

ｐ ｊ
ｍ 是 Ｌｅｇｅｎｄｒｅ 多项式及其展开系数．随着展开阶 ｍ 的增加，多项式的高阶多项式项对总体结果的影响降低，

因此，对式（９） 的求和可以停止在某个值 Ｍ ．
绝热边界需用引入一个新的 Ｌｅｇｅｎｄｒｅ 多项式级数来表示：

　 　 Ｚ（ ｒ） ＝ π（ ｒ）∑
Ｍ

ｍ ＝ ０
ｐ（６）
ｍ Ｑｍ（ ｒ） ． （１１）

式（９）中温度表达式 Ｘ（ ｒ） 对 ｒ 求导后结果等于式（１１）中的温度梯度表达式，即

　 　 ∑
Ｍ

ｍ ＝ ０
ｐ（４）
ｍ

ｄ
ｄｒ

Ｑｍ（ ｒ） ＝ π（ ｒ）∑
Ｍ

ｍ ＝ ０
ｐ（６）
ｍ Ｑｍ（ ｒ） ． （１２）

然后该式两边同乘以 Ｑｎ（ ｒ），ｎ ＝ ０，１，…，Ｍ，并进行积分，可得 ｐ（４） 和 ｐ（６） 的关系为

　 　 Ｈｐ（４） ＝ Ｇｐ（６）⇒ ｐ（６） ＝ Ｈｐ（４）， （１３）
式中， Ｇ 为单位矩阵．通过温度及其梯度的表达式及其关系，即可利用扩展 Ｌｅｇｅｎｄｒｅ 多项式法求解绝热边界

条件下的热弹性导波传播问题．
类似地，式（８）两边同乘以 Ｑｎ（ ｒ），ｎ ＝ ０，１，…，Ｍ， 并进行积分，可将耦合方程转为以下的矩阵形式：
　 　 ｋ２Ａｐ ＋ ｋＢｐ ＋ Ｃｐ ＝ ０， （１４）

其中
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　 　 Ａ ＝

Ａｎ，ｍ
１１ ０ ０ ０ ０

０ Ａｎ，ｍ
２２ ０ ０ ０

０ ０ Ａｎ，ｍ
３３ ０ Ａｎ，ｍ

３５

０ ０ ０ Ａｎ，ｍ
４４ ０

０ ０ Ａｎ，ｍ
５３ ０ Ａｎ，ｍ

５５

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

， Ｂ ＝

０ ０ Ｂｎ，ｍ
１３ ０ Ｂｎ，ｍ

１５

０ ０ Ｂｎ，ｍ
２３ ０ Ｂｎ，ｍ

２５

Ｂｎ，ｍ
３１ Ｂｎ，ｍ

３２ ０ Ｂｎ，ｍ
３４ ０

０ ０ Ｂｎ，ｍ
４３ ０ Ｂｎ，ｍ

４５

Ｂｎ，ｍ
５１ Ｂｎ，ｍ

５２ ０ Ｂｎ，ｍ
５４ ０

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

，

　 　 Ｃ ＝

Ｃｎ，ｍ
１１ Ｃｎ，ｍ

１２ ０ Ｃｎ，ｍ
１４ ０

Ｃｎ，ｍ
２１ Ｃｎ，ｍ

２２ ０ Ｃｎ，ｍ
２４ ０

０ ０ Ｃｎ，ｍ
３３ ０ Ｃｎ，ｍ

３５

Ｃｎ，ｍ
４１ Ｃｎ，ｍ

４２ ０ Ｃｎ，ｍ
４４ ０

０ ０ Ｃｎ，ｍ
５３ Ｃｎ，ｍ

５４ Ｃｎ，ｍ
５５

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

，

　 　 ｐ ＝ ［ｐ（１）， ｐ（２）， ｐ（３）， ｐ（４）， ｐ（５）］ Ｔ，
矩阵 Ａｉｊ，Ｂｉｊ，Ｃｉｊ 的维数分别为（Ｍ ＋ １） × （Ｍ ＋ １） ．为了降低求解难度，引入一个新的波数相关向量：

　 　 ｑ ＝ ｋｐ， （１５）
则可转化为如下特征方程：

　 　
０ Ｉ

－ Ａ －１Ｃ － Ａ －１Ｂ
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

ｐ
ｑ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
＝ ｋ

ｐ
ｑ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
， （１６）

Ｉ 是单位矩阵，通过式（１５），可以快速求解热弹波传播的频散和衰减关系以及物理场分布．
１．２　 电短路基本方程与求解

电短路边界条件限制电势在边界处为零，式（８ｅ）可以进行以下更改：
　 　 Φ（ ｒ，θ，ｚ，ｔ） ＝ （ ｒ － ａ）（ ｒ － ｂ）ｅｘｐ（ｉｋｚ ＋ ｉＮθ － ｉωｔ）Ｙ（ ｒ） ． （１７）
另外，式（８ｅ）中 Ｄｒ 需要删除矩形窗函数．用式（１７）替换式（８ｅ）中相应的表达式，其余等式关系保持不

变，可得

　 　 ２ｍ
ｂ － ａ

２ｒ － （ｂ ＋ ａ）
ｂ － ａ

é

ë
êê

ù

û
úú

ｍ－１

［ｅ（ｍ）
１５ （ｉｋｒ２Ｕ ＋ ｒ２Ｗ′） － （ｍ）

１１ ｒ２［（ ｒ － ａ）（ ｒ － ｂ）Ｙ］ ′ ＋ Ｐ（ｍ）
１ ｒ２Ｘ］ ＋

　 　 　 　 ２ｒ － （ｂ ＋ ａ）
ｂ － ａ

é

ë
êê

ù

û
úú

ｍ

{ ｅ（ｍ）
１５ （ｉｋｒ２Ｕ′ ＋ ｒ２Ｗ″） － （ｍ）

１１ ｒ２［（ ｒ － ａ）（ ｒ － ｂ）Ｙ］ ″ ＋

　 　 　 　 Ｐ（ｍ）
１ ｒ２Ｘ′ ＋ ｅ（ｍ）

２４ （ － ｋＮｒＶ － Ｎ２Ｗ） ＋ （ｍ）
２２ Ｎ２［（ ｒ － ａ）（ ｒ － ｂ）Ｙ］ ＋ Ｐ（ｍ）

２ ｉＮｒＸ ＋

　 　 　 　 ｅ（ｍ）
３１ ｉｋｒ２Ｕ′ ＋ ｅ（ｍ）

３２ （ － ｋＮｒＶ ＋ ｉｋｒＵ） － ｅ（ｍ）
３３ ｋ２ｒ２Ｗ ＋ （ｍ）

３３ ｋ２ｒ２［（ ｒ － ａ）（ ｒ － ｂ）Ｙ］ ＋

　 　 　 　 Ｐ（ｍ）
３ ｉｋｒ２Ｘ ＋ ｅ（ｍ）

１５ （ｉｋｒＵ ＋ ｒＷ′） － （ｍ）
１１ ｒ［（ ｒ － ａ）（ ｒ － ｂ）Ｙ］ ′ ＋ Ｐ（ｍ）

１ ｒＸ } ＝ ０． （１８）

上述公式的主要变化在于电势 Ｙ（ ｒ）， 后续过程与电学开路相同，可得到电短路边界条件的波数复数解．

２　 数值验证和收敛性判断

２．１　 数值验证

为了验证 ＬＰＳＡ 的有效性，图 １ 对比了本文结果和已有结果．图 １（ａ）为相速度，图 １（ｂ）为虚部．另外，如
前文所述，由于缺乏可用的比较对象，本文进行如下 ２ 个退化比较研究：图 １（ａ）计算了 ＰＺＴ⁃４ 圆柱体中的纵

波传播，并与文献［２２］中的结果进行对比，周向阶数为 １，材料参数如表 １ 所示； 图 １（ｂ）采用本文方法和

ＧＭＭ［２３］计算了 ｃｏｂａｌｔ ／ ｓｔｅｅｌ 功能梯度空心圆柱中热弹波的衰减曲线， 分数阶次 α ＝ ０．５， 材料参数如表 ２ 所

示．两项对比表明：本文计算结果与已知文献结果均一致，表明了本文所提出的 ＬＰＳＡ 的有效性．

０３３１ 应　 用　 数　 学　 和　 力　 学　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ２０２３ 年　 第 ４４ 卷



图 １　 结果比较

Ｆｉｇ． １　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｐｒｅｓｅｎｔ ｒｅｓｕｌｔｓ ｗｉｔｈ ｒｅｆｅｒｅｎｃｅｓ

表 １　 材料参数（ＰＺＴ⁃４） ［２２］

Ｔａｂｌｅ １　 Ｍａｔｅｒｉａｌ ｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓ（ＰＺＴ⁃４） ［２２］

ｐｒｏｐｅｒｔｙ Ｃ１１ ／ （Ｎ·ｍ－２） Ｃ１２ ／ （Ｎ·ｍ－２） Ｃ１３ ／ （Ｎ·ｍ－２） Ｃ２２ ／ （Ｎ·ｍ－２） Ｃ２３ ／ （Ｎ·ｍ－２） Ｃ３３ ／ （Ｎ·ｍ－２）

ＰＺＴ⁃４ １．３９×１０１１ ７．７８×１０１０ ７．４３×１０１０ １．３９×１０１１ ７．４３×１０１０ １．１５×１０１１

ｐｒｏｐｅｒｔｙ Ｃ４４ ／ （Ｎ·ｍ－２） Ｃ５５ ／ （Ｎ·ｍ－２） Ｃ６６ ／ （Ｎ·ｍ－２） ｅ１５ ／ （Ｃ·ｍ－２） ｅ２４ ／ （Ｃ·ｍ－２） ｅ３１ ／ （Ｃ·ｍ－２）

ＰＺＴ⁃４ ２．５６×１０１０ ２．５６×１０１０ ３．０６×１０１０ １２．７ １２．７ －５．２

ｐｒｏｐｅｒｔｙ ｅ３２ ／ （Ｃ·ｍ－２） ｅ３３ ／ （Ｃ·ｍ－２） ε１１ ／ （Ｃ２·Ｎ－１·ｍ－２） ε２２ ／ （Ｃ２·Ｎ－１·ｍ－２） ε３３ ／ （Ｃ２·Ｎ－１·ｍ－２） ρ ／ （ｋｇ·ｍ－３）

ＰＺＴ⁃４ －５．２ １５．１ ６．４６×１０－９ ６．４６×１０－９ ５．６２×１０－９ ７．５×１０３

表 ２　 Ｃｏｂａｌｔ ／ ｓｔｅｅｌ 的材料参数［２３］

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｍａｔｅｒｉａｌ ｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓ ｏｆ ｃｏｂａｌｔ ／ ｓｔｅｅｌ［２３］

ｍａｔｅｒｉａｌ Ｃ１１ ／ （Ｎ·ｍ－２） Ｃ１２ ／ （Ｎ·ｍ－２） Ｃ１３ ／ （Ｎ·ｍ－２） Ｃ３３ ／ （Ｎ·ｍ－２） Ｃ４４ ／ （Ｎ·ｍ－２） Ｃ６６ ／ （Ｎ·ｍ－２）

ｓｔｅｅｌ ２．６９２ ３×１０１１ １．１５３ ８×１０１１ １．１５３ ８×１０１１ ２．６９２ ３×１０１１ ７．６９２×１０１０ ７．６９２×１０１０

ｃｏｂａｌｔ ３．０７１×１０１１ １．６５×１０１１ １．０２７×１０１１ ３．５８１×１０１１ ７．５５×１０１０ ７．１０５×１０１０

ｍａｔｅｒｉａｌ ρ ／ （ｋｇ·ｍ－３） Ｃｅ ／ （ Ｊ·ｋｇ－１·Ｋ－１） β １ ／ （Ｎ·Ｋ－１·ｍ－２） β ３ ／ （Ｎ·Ｋ－１·ｍ－２） Ｋ１ ／ （Ｗ·ｍ－１·Ｋ－１） Ｋ３ ／ （Ｗ·ｍ－１·Ｋ－１）

ｓｔｅｅｌ ７．８５×１０３ ４７７ ６．０×１０６ ６．０×１０６ ５２ ５２

ｃｏｂａｌｔ ８．８３６×１０３ ４２７ ７．０４×１０６ ６．９×１０６ ６９ ６９

表 ３　 材料参数［２４］

Ｔａｂｌｅ ３　 Ｍａｔｅｒｉａｌ ｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓ［２４］

ｐｒｏｐｅｒｔｙ ＣｄＳｅ ＰＺＴ⁃５Ａ ｐｒｏｐｅｒｔｙ ＣｄＳｅ ＰＺＴ⁃５Ａ

Ｃ１１ ／ （Ｎ·ｍ－２） ７．４１×１０１０ １．３９×１０１１ ε１１ ／ （Ｃ２·Ｎ－１·ｍ－２） ８．２６×１０－１１ ６．００×１０－９

Ｃ１２ ／ （Ｎ·ｍ－２） ４．５２×１０１０ ７．７８×１０１０ ε２２ ／ （Ｃ２·Ｎ－１·ｍ－２） ８．２６×１０－１１ ６．００×１０－９

Ｃ２２ ／ （Ｎ·ｍ－２） ７．４１×１０１０ １．３９×１０１１ ε３３ ／ （Ｃ２·Ｎ－１·ｍ－２） ９．０３×１０－１１ ５．４７×１０－９

Ｃ１３ ／ （Ｎ·ｍ－２） ３．９３×１０１０ ７．５４×１０１０ Ｋ１ ／ （Ｗ·ｍ－１·Ｋ－１） ９ １．５

Ｃ２３ ／ （Ｎ·ｍ－２） ３．９３×１０１０ ７．５４×１０１０ Ｋ２ ／ （Ｗ·ｍ－１·Ｋ－１） ９ １．５

Ｃ３３ ／ （Ｎ·ｍ－２） ８．３６×１０１０ １．１３×１０１１ Ｋ３ ／ （Ｗ·ｍ－１·Ｋ－１） ９ １．５

Ｃ４４ ／ （Ｎ·ｍ－２） １．３２×１０１０ ２．５６×１０１０ β １ ／ （Ｎ·Ｋ－１·ｍ－２） ６．２１×１０５ １．５２×１０６

Ｃ５５ ／ （Ｎ·ｍ－２） １．３２×１０１０ ２．５６×１０１０ β ２ ／ （Ｎ·Ｋ－１·ｍ－２） ６．２１×１０５ １．５２×１０６

Ｃ６６ ／ （Ｎ·ｍ－２） １．４４５×１０１０ ３．０６×１０１０ β ３ ／ （Ｎ·Ｋ－１·ｍ－２） ５．５１×１０５ １．５３×１０６

ｅ３１ ／ （Ｃ·ｍ－２） －０．１６ －６．９８ Ｐ１ ／ （Ｃ·Ｋ－１·ｍ－２） ０ ０

ｅ３２ ／ （Ｃ·ｍ－２） －０．１６ －６．９８ Ｐ２ ／ （Ｃ·Ｋ－１·ｍ－２） ０ ０

ｅ３３ ／ （Ｃ·ｍ－２） ０．３４７ １３．８ Ｐ３ ／ （Ｃ·Ｋ－１·ｍ－２） －２．９４×１０－６ －４．５２×１０－４

ｅ１５ ／ （Ｃ·ｍ－２） －０．１３８ １３．４ Ｃｅ ／ （ Ｊ·ｋｇ－１·Ｋ－１） ２６０ ４２０

ｅ２４ ／ （Ｃ·ｍ－２） －０．１３８ １３．４ ρ ／ （ｋｇ·ｍ－３） ５．５０４×１０３ ７．７５×１０３

１３３１第 １１ 期　 　 　 　 　 　 　 　 禹建功，等： 功能梯度压电空心圆柱中分数阶热弹导波的频散和衰减特性



２．２　 收敛性判断

本小节及后文继续分析讨论了方法的收敛性，以及压电效应对准弹性波和热波的影响．ＦＧＰＭ 材料由

ＰＺＴ⁃５Ａ 和 ＣｄＳｅ 组成，材料参数［２４］见表 ３．功能梯度材料参数可以表示为 Ｐ（ ｒ）＝ Ｖ１Ｐ１（ ｒ） ＋ Ｖ２Ｐ２（ ｒ），Ｖｉ，Ｐ ｉ（ ｒ）

分别表示上表面和下表面的体积分数和相应的性质，∑Ｖｉ ＝ １．

图 ２ 和 ３ 为周向阶数 Ｎ ＝ ３ 时的非轴对称弯曲模态实部与虚部收敛图及其局部放大图．图 ２（ａ）为准弹

性波频散曲线，图 ３（ａ）为准弹性波衰减曲线，右图均为局部放大图．可以明显看出，当 Ｍ ＝ ６ 和 ７ 时，图 ２（ａ）
中的前四阶色散曲线已经完全一致，随着 Ｍ 的增加，后续更多的模态曲线也越来越一致，图 ２（ｂ）局部放大

图对比显示得更加明显，在 Ｍ ＝ ８ 时，实部已经完全收敛．在图 ３ 所示的衰减曲线上也可以发现相同的情况，
这表明前四阶模态在 Ｍ ＝ ６ 时就已经是基本收敛的，由此可以判断，图中所示模态无论是频散曲线还是衰减

曲线在 Ｍ ＝ ８ 时便已经完全收敛．该算例表明 ＬＳＰＡ 具有良好的收敛性，且是逐阶收敛的．在后文分析过程中

采用 Ｍ ＝ １０．

图 ２　 色散曲线的实部收敛分析 （Ｎ ＝ ３）

Ｆｉｇ． ２　 Ｔｈｅ ｒｅａｌ ｐａｒｔ ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ｔｈｅ ｄｉｓｐｅｒｓｉｏｎ ｃｕｒｖｅ （Ｎ ＝ ３）

图 ３　 色散曲线的虚部收敛分析 （Ｎ ＝ ３）

Ｆｉｇ． ３　 Ｔｈｅ ｉｍａｇｉｎａｒｙ ｐａｒｔ ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ｔｈｅ ｄｉｓｐｅｒｓｉｏｎ ｃｕｒｖｅ （Ｎ ＝ ３）

注　 为了解释图中的颜色，读者可以参考本文的电子网页版本，后同．

３　 结 果 分 析

３．１　 压电效应对波的传播和衰减的影响

研究应力波在空心圆柱壳中的传播时，应分别研究 ３ 种不同的传播模态，即纵向模态 Ｌ（０， ｍ）、扭转模

态 Ｔ（０，ｍ） 和弯曲模态 Ｆ（Ｎ， ｍ），考虑到所有沿 ｚ 轴方向传播的波模态，其中纵向模态和扭转模态是轴对称
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模态，而弯曲模态 Ｆ（Ｎ， ｍ） 是非轴对称模态．周向阶次 Ｎ ＝ ０，１，２，３，…，模数 ｍ ＝ １，２，３，…，其中，当 Ｎ ＝ ０
时，表示解耦的轴对称模态；当 Ｎ ≥ １ 时，表示非轴对称弯曲模态．为充分研究压电效应对空心圆柱中纵向导

波的影响，在这里分别取两个不同的 Ｎ 值进行研究，Ｎ ＝ ０ 时的轴对称模态和 Ｎ ＝ ３ 时的非轴对称弯曲模态．
　 　 图 ４—６ 所示为周向阶数 Ｎ ＝ ０ 时，轴对称模态的热波与准弹性波模态的相速度与衰减曲线．图 ４（ａ）为
相速度曲线，图 ４（ｂ）为衰减曲线；图 ５（ａ）为纵向模态，图 ５（ｂ）为扭转模态；图 ６（ａ）为衰减图，图 ６（ｂ）为局

部放大图．由图 ４ 可以看出，在轴对称模态下，热波的相速度与衰减受到压电效应的影响均比较微小．但对于

准弹性波来说，则截然不同，图 ５（ａ）中纵向模态受到压电效应影响较大，压电效应增强了各纵向模态的相速

度，且电开路的相速度要大于电短路的情况，而且模态越高，则影响越明显，而图 ５（ｂ）中扭转模态则表现完

全不同，其相速度几乎不受压电效应影响．对于衰减来说，从图 ６ 中的衰减曲线中可以看到，仅第一阶的纵向

模态衰减受到了压电效应的抑制，其余模态衰减都显著增大，并且电开路受到的影响要比电短路状态大．

图 ４　 轴对称模态中第一热波的色散曲线 （Ｎ ＝ ０）

Ｆｉｇ． ４　 Ｄｉｓｐｅｒｓｉｏｎ ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ａｘｉｓｙｍｍｅｔｒｉｃ ｍｏｄｅ ｔｈｅｒｍａｌ ｗａｖｅ （Ｎ ＝ ０）

图 ５　 轴对称模态中准弹性波的相速度曲线 （Ｎ ＝ ０）

Ｆｉｇ． ５　 Ｐｈａｓｅ ｖｅｌｏｃｉｔｙ ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｑｕａｓｉ⁃ｅｌａｓｔｉｃ ｗａｖｅ ｉｎ ｔｈｅ ａｘｉｓｙｍｍｅｔｒｉｃ ｍｏｄｅ （Ｎ ＝ ０）

周向阶数 Ｎ ＝ ３ 时，非对称模态的准弹性波模态相速度与衰减曲线如图 ７、８ 所示．图 ８（ａ）为衰减图，图 ８
（ｂ）为局部放大图．由于压电效应对热波影响微弱，在此不再考虑．从图 ８ 可以看出，纵向弯曲模态在 Ω ＝ １．５
时发生模态突变，使得相速度与衰减都发生突变，这与文献［２３］情况一致，压电效应使得突变频率发生略微

前移．其原因在于非轴对称模态中 （Ｎ ≠ ０）， 弯曲扭转模态和弯曲纵向模态的接近，导致能量耗散的突然变
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化．模态衰减突变时，衰减的极速下降表明在该频率波的能量耗散较小，有利于进行无损检测．对比几幅图可

以发现，与轴对称模态不同的是，在非轴对称模态中，热波的相速度与衰减在电开路情况下与无压电情况相

差不大，但在电短路情况下，热波的相速度与衰减都有明显减小．准弹性波模态的相速度和衰减总体上也受

压电影响而增大，此现象随模态升高，愈发明显，另外压电效应对衰减的影响主要集中在截止频率和突变频

率附近．压电效应的分析结果表明，电弹耦合对不同模态传播和衰减的影响强弱不同，这些分析对于声波器

件的设计具有指导意义．

图 ６　 轴对称模态中准弹性波的衰减曲线 （Ｎ ＝ ０）

Ｆｉｇ． ６　 Ａｔｔｅｎｕａｔｉｏｎ ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｑｕａｓｉ⁃ｅｌａｓｔｉｃ ｗａｖｅ ｉｎ ｔｈｅ ａｘｉｓｙｍｍｅｔｒｉｃ ｍｏｄｅ （Ｎ ＝ ０）

图 ７　 非轴对称模态中准弹性波的相速度曲线 （Ｎ ＝ ３）

Ｆｉｇ． ７　 Ｐｈａｓｅ ｖｅｌｏｃｉｔｙ ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｑｕａｓｉ⁃ｅｌａｓｔｉｃ ｗａｖｅ ｉｎ ｔｈｅ ｎｏｎ⁃ａｘｉｓｙｍｍｅｔｒｉｃ ｍｏｄｅ （Ｎ ＝ ３）

３．２　 分数阶的影响

不同分数阶 α 对线性梯度空心圆柱中纵向导波频散和衰减曲线的影响如图 ９—１１ 所示，此处选取周向

阶数 Ｎ ＝ ３．图 ９（ａ）为相速度曲线，图 ９（ｂ）为衰减曲线；图 １１（ａ）为衰减图，图 １１（ｂ）为局部放大图．从图 ９ 中

可以看出，热波模态的相速度和衰减受到分数阶影响较大，热波相速度存在模态交叉的频率点，在频率点前

后 α 对相速度的影响相反，但是热波衰减则是随着 α 的增大而逐渐减小．图 １０、１１ 显示，准弹性波模态衰减

随着 α 增大而减小，但其相速度不会受到分数阶变化的影响．时间分数阶表征扩散行为的历史记忆性，因此

调整分数阶次可以更加匹配实际的传播行为．
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图 ８　 非轴对称模态中准弹性波的衰减曲线 （Ｎ ＝ ３）

Ｆｉｇ． ８　 Ａｔｔｅｎｕａｔｉｏｎ ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｑｕａｓｉ⁃ｅｌａｓｔｉｃ ｗａｖｅ ｉｎ ｔｈｅ ｎｏｎ⁃ａｘｉｓｙｍｍｅｔｒｉｃ ｍｏｄｅ （Ｎ ＝ ３）

图 ９　 不同 α 下第一热波的色散曲线

Ｆｉｇ． ９　 Ｄｉｓｐｅｒｓｉｏｎ ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ ｔｈｅ １ｓｔ ｔｈｅｒｍａｌ ｗａｖｅ ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ α ｖａｌｕｅｓ

图 １０　 不同 α 下准弹性波的相速度曲线

Ｆｉｇ． １０　 Ｐｈａｓｅ ｖｅｌｏｃｉｔｙ ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｑｕａｓｉ⁃ｅｌａｓｔｉｃ ｗａｖｅ ｉｎ ｔｈｅ ＦＧＰＭ ｈｏｌｌｏｗ ｃｙｌｉｎｄｅｒ ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ α ｖａｌｕｅｓ
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图 １１　 不同 α 下准弹性波的衰减曲线

Ｆｉｇ． １１　 Ａｔｔｅｎｕａｔｉｏｎ ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｑｕａｓｉ⁃ｅｌａｓｔｉｃ ｗａｖｅ ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ α ｖａｌｕｅｓ

３．３　 径厚比的影响

图 １２—１４ 给出了不同半径厚度比 μ 下的纵向弯曲模态内第一热波与准弹性波的频散和衰减情况，在这

里，周向阶数 Ｎ ＝ ３．图 １２（ａ）为相速度曲线，图 １２（ｂ）为衰减曲线；图 １４（ａ）为衰减图，图 １４（ｂ）为局部放大

图．随着 μ 的增大，热波相速度与衰减均降低，同时准弹性波的相速度减小，衰减增大．在截止频率和突变频

率处表现尤为明显，同样有在高频下逐渐收敛的趋势．这表明径厚比对热波和弹波模态的相速度与衰减具有

显著影响，可为圆柱壳的超声无损检测提供理论依据．

图 １２　 不同 μ 下第一热波的色散曲线

Ｆｉｇ． １２　 Ｄｉｓｐｅｒｓｉｏｎ ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ ｔｈｅ １ｓｔ ｔｈｅｒｍａｌ ｗａｖｅ ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ μ ｖａｌｕｅｓ

３．４　 梯度的影响

梯度阶次 Ｌ 代表两种材料组合而成的 ＦＧＰＭ 参数因配比修改后发生改变，引起的空心圆柱内轴向热弹

性导波频散衰减变化情况，如图 １５—１７ 所示．图 １５（ａ）为相速度曲线，图 １５（ｂ）为衰减曲线；图 １７（ａ）为衰减

图，图 １７（ｂ）为局部放大图．由图 １５ 可以明显看出，梯度阶次改变对第一热波的影响相当之大，在梯度阶次

呈线性变化由 Ｌ ＝ １ 变为 Ｌ ＝ ２ 时，第一热波模态的相速度明显变小，而衰减变化则完全相反，并且随频率增

大，Ｌ 对衰减的影响越来越大．而从图 １６、１７ 可观察得出，准弹性波相速度随 Ｌ 变大而增大，而衰减曲线则发

生较大改变，但是总体也呈现出增大趋势，并且梯度阶次使波的模态突变频率与截止频率延后，在高阶模态

上表现尤为突出．梯度的研究结果表明，通过梯度函数的设计，可以满足不同波速、衰减和截止频率的声波器
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件设计要求．

图 １３　 不同 μ 下准弹性波的相速度曲线

Ｆｉｇ． １３　 Ｐｈａｓｅ ｖｅｌｏｃｉｔｙ ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｑｕａｓｉ⁃ｅｌａｓｔｉｃ ｗａｖｅ ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ μ ｖａｌｕｅｓ

图 １４　 不同 μ 下准弹性波的衰减曲线

Ｆｉｇ． １４　 Ａｔｔｅｎｕａｔｉｏｎ ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｑｕａｓｉ⁃ｅｌａｓｔｉｃ ｗａｖｅ ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ μ ｖａｌｕｅｓ

图 １５　 不同梯度下第一热波的色散曲线

Ｆｉｇ． １５　 Ｄｉｓｐｅｒｓｉｏｎ ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ ｔｈｅ １ｓｔ ｔｈｅｒｍａｌ ｗａｖｅ ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｇｒａｄｉｅｎｔｓ
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图 １６　 不同梯度下准弹性波的相速度曲线

Ｆｉｇ． １６　 Ｐｈａｓｅ ｖｅｌｏｃｉｔｙ ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｑｕａｓｉ⁃ｅｌａｓｔｉｃ ｗａｖｅ ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｇｒａｄｉｅｎｔｓ

图 １７　 不同梯度下准弹性波的衰减曲线

Ｆｉｇ． １７　 Ａｔｔｅｎｕａｔｉｏｎ ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｑｕａｓｉ⁃ｅｌａｓｔｉｃ ｗａｖｅ ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｇｒａｄｉｅｎｔｓ

４　 结　 　 论

１） 压电效应抑制第一阶纵向模态的衰减，但增强了其余模态衰减；并且电开路边界受到的影响要比电

短路状态大．
２） 压电效应对衰减的影响主要集中在截止频率和突变频率附近；同时，压电效应使得突变频率发生前移．
３） 分数阶对热波模态相速度和衰减的影响较大；同时，热波相速度存在模态交叉，在交叉频率附近 α 对

相速度的影响相反，但是热波衰减则是随着 α 增大而逐渐减小．
４） 热波相速度与衰减随着径厚比增大而减小；而随着径厚比减小，准弹性波的相速度增大，衰减减小．
５） 随着梯度阶次增大，第一热波模态的相速度减少，而其衰减变化则完全相反；同时，准弹性波相速度

和衰减增大．并且梯度阶次使波的模态突变频率与截止频率延后，在高阶模态上表现尤为突出．
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（ＬＩＵ Ｘｕ， ＹＡＯ Ｌｉｎｑｕａｎ． Ｖｉｂｒａｔｉｏｎ ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ｒｏｔａｔｉｎｇ ｆｕｎｃｔｉｏｎａｌｌｙ ｇｒａｄｉｅｎｔ ｎａｎｏ ａｎｎｕｌａｒ ｐｌａｔｅｓ ｉｎ ｔｈｅｒｍａｌ ｅｎ⁃

ｖｉｒｏｎｍｅｎｔ［Ｊ］ ． Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ａｎｄ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ， ２０２０， ４１（１１）： １２２４⁃１２３６．（ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［７］　 ＡＢＤ⁃ＡＬＬＡ Ａ， ＡＢＯ⁃ＤＡＨＡＢ Ｓ， ＡＨＭＥＤ Ｓ， ｅｔ ａｌ． Ｒａｙｌｅｉｇｈ ｓｕｒｆａｃｅ ｗａｖｅ ｐｒｏｐａｇａｔｉｏｎ ｉｎ ａｎ ｏｒｔｈｏｔｒｏｐｉｃ ｒｏｔａｔｉｎｇ

ｍａｇｎｅｔｏ⁃ｔｈｅｒｍｏｅｌａｓｔｉｃ ｍｅｄｉｕｍ ｓｕｂｊｅｃｔｅｄ ｔｏ ｇｒａｖｉｔｙ ａｎｄ ｉｎｉｔｉａｌ ｓｔｒｅｓｓ［ Ｊ］ ． Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ ｏｆ Ａｄｖａｎｃｅｄ Ｍａｔｅｒｉａｌｓ

ａｎｄ Ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓ， ２０２０， ２７（１６）： １４００⁃１４１１．

［８］　 ＳＨＡＲＭＡ Ｊ Ｎ， ＰＡＬ Ｍ． Ｐｒｏｐａｇａｔｉｏｎ ｏｆ Ｌａｍｂ ｗａｖｅｓ ｉｎ ａ ｔｒａｎｓｖｅｒｓｅｌｙ ｉｓｏｔｒｏｐｉｃ ｐｉｅｚｏｔｈｅｒｍｏｅｌａｓｔｉｃ ｐｌａｔｅ［ Ｊ］ ．

Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｓｏｕｎｄ ＆ Ｖｉｂｒａｔｉｏｎ， ２００４， ２７０（４ ／ ５）： ５８７⁃６１０．

［９］　 王现辉， 李方琳， 刘宇建， 等． 板中热弹波传播： 一种改进的勒让德多项式方法［Ｊ］ ． 力学学报， ２０２０， ５２（５）：

１２７７⁃１２８５．（ＷＡＮＧ Ｘｉａｎｈｕｉ， ＬＩ Ｆａｎｇｌｉｎ， ＬＩＵ Ｙｕｊｉａｎ， ｅｔ ａｌ． Ｔｈｅｒｍｏｅｌａｓｔｉｃ ｗａｖｅ ｐｒｏｐａｇａｔｉｏｎ ｉｎ ｐｌａｔｅｓ： ａｎ ｉｍ⁃

ｐｒｏｖｅｄ Ｌｅｇｅｎｄｒｅ ｐｏｌｙｎｏｍｉａｌ ａｐｐｒｏａｃｈ［Ｊ］ ． Ｃｈｉｎｅｓｅ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌ ａｎｄ Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ， ２０２０， ５２

（５）： １２７７⁃１２８５．（ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［１０］　 ＰＥＮＧ Ｗ， ＣＨＥＮ Ｌ， ＨＥ Ｔ． Ｎｏｎｌｏｃａｌ ｔｈｅｒｍｏｅｌａｓｔｉｃ ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ａ ｆｕｎｃｔｉｏｎａｌｌｙ ｇｒａｄｅｄ ｍａｔｅｒｉａｌ ｍｉｃｒｏｂｅａｍ［ Ｊ］ ．

Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ａｎｄ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ， ２０２１， ４２（６）： ８５５⁃８７０．

［１１］　 ＨＥＹＤＡＲＰＯＵＲ Ｙ， ＭＡＬＥＫＺＡＤＥＨ Ｐ， ＤＩＭＩＴＲＩ Ｒ， ｅｔ ａｌ． Ｔｈｅｒｍｏｅｌａｓｔｉｃ ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ｆｕｎｃｔｉｏｎａｌｌｙ ｇｒａｄｅｄ ｃｙｌｉｎｄｒｉ⁃

ｃａｌ ｐａｎｅｌｓ ｗｉｔｈ ｐｉｅｚｏｅｌｅｃｔｒｉｃ ｌａｙｅｒｓ［Ｊ］ ． Ａｐｐｌｉｅｄ Ｓｃｉｅｎｃｅｓ， ２０２０， １０（４）： １３９７．

［１２］　 ＫＨＯＳＨＧＯＦＴＡＲ Ｍ， ＡＲＡＮＩ Ａ Ｇ， ＡＲＥＦＩ Ｍ． Ｔｈｅｒｍｏｅｌａｓｔｉｃ ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ａ ｔｈｉｃｋ ｗａｌｌｅｄ ｃｙｌｉｎｄｅｒ ｍａｄｅ ｏｆ ｆｕｎｃ⁃

ｔｉｏｎａｌｌｙ ｇｒａｄｅｄ ｐｉｅｚｏｅｌｅｃｔｒｉｃ ｍａｔｅｒｉａｌ［Ｊ］ ． Ｓｍａｒｔ Ｍａｔｅｒｉａｌｓ ａｎｄ Ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓ， ２００９， １８（１１）： １１５００７．

［１３］　 ＤＡＩ Ｈ Ｌ， ＪＩＡＮＧ Ｈ Ｊ． Ａｎａｌｙｔｉｃａｌ ｓｔｕｄｙ ｆｏｒ ｅｌｅｃｔｒｏｍａｇｎｅｔｏｔｈｅｒｍｏｅｌａｓｔｉｃ ｂｅｈａｖｉｏｒ ｏｆ ａ ｆｕｎｃｔｉｏｎａｌｌｙ ｇｒａｄｅｄ ｐｉｅ⁃

ｚｏｅｌｅｃｔｒｉｃ ｓｏｌｉｄ ｃｙｌｉｎｄｅｒ［Ｊ］ ． Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ ｏｆ Ａｄｖａｎｃｅｄ Ｍａｔｅｒｉａｌｓ ａｎｄ Ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓ， ２０１３， ２０（１０）： ８１１⁃８１８．

［１４］　 ＯＯＴＡＯ Ｙ， ＡＫＡＩ Ｔ， ＴＡＮＩＧＡＷＡ Ｙ． Ｔｒａｎｓｉｅｎｔ ｐｉｅｚｏｔｈｅｒｍｏｅｌａｓｔｉｃ ａｎａｌｙｓｉｓ ｆｏｒ ａ ｆｕｎｃｔｉｏｎａｌｌｙ ｇｒａｄｅｄ ｔｈｅｒｍｏｐｉ⁃

ｅｚｏｅｌｅｃｔｒｉｃ ｈｏｌｌｏｗ ｃｙｌｉｎｄｅｒ［Ｊ］ ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｔｈｅｒｍａｌ Ｓｔｒｅｓｓｅｓ， ２００８， ３１（１０）： ９３５⁃９５５．

［１５］ 　 ＡＲＥＦＩ Ｍ， ＲＡＨＩＭＩ Ｇ． Ｇｅｎｅｒａｌ ｆｏｒｍｕｌａｔｉｏｎ ｆｏｒ ｔｈｅ ｔｈｅｒｍｏｅｌａｓｔｉｃ ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ａｎ ａｒｂｉｔｒａｒｙ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ ｍａｄｅ ｏｆ

ｆｕｎｃｔｉｏｎａｌｌｙ ｇｒａｄｅｄ ｐｉｅｚｏｅｌｅｃｔｒｉｃ ｍａｔｅｒｉａｌｓ， ｂａｓｅｄ ｏｎ ｔｈｅ ｅｎｅｒｇｙ ｍｅｔｈｏｄ［Ｊ］ ． Ｍｅｃｈａｎｉｃａｌ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ， ２０１１，

６２： ２２１⁃２３５．

［１６］ 　 ＥＬ⁃ＮＡＧＧＡＲ Ａ， ＫＩＳＨＫＡ Ｚ， ＡＢＤ⁃ＡＬＬＡ Ａ，ｅｔ ａｌ． Ｏｎ ｔｈｅ ｉｎｉｔｉａｌ ｓｔｒｅｓｓ， ｍａｇｎｅｔｉｃ ｆｉｅｌｄ， ｖｏｉｄｓ ａｎｄ ｒｏｔａｔｉｏｎ

ｅｆｆｅｃｔｓ ｏｎ ｐｌａｎｅ ｗａｖｅｓ ｉｎ ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ ｔｈｅｒｍｏｅｌａｓｔｉｃｉｔｙ［Ｊ］ ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ ａｎｄ Ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌ Ｎａｎｏ⁃

ｓｃｉｅｎｃｅ， ２０１３， １０（６）： １４０８⁃１４１７．

［１７］　 ＺＨＵ Ｊ， ＣＨＥＮ Ｗ， ＹＥ Ｇ，ｅｔ ａｌ． Ｗａｖｅｓ ｉｎ ｆｌｕｉｄ⁃ｆｉｌｌｅｄ ｆｕｎｃｔｉｏｎａｌｌｙ ｇｒａｄｅｄ ｐｉｅｚｏｅｌｅｃｔｒｉｃ ｈｏｌｌｏｗ ｃｙｌｉｎｄｅｒｓ： ａ ｒｅ⁃

ｓｔｕｄｙ ｂａｓｅｄ ｏｎ ｔｈｅ ｒｅｖｅｒｂｅｒａｔｉｏｎ⁃ｒａｙ ｍａｔｒｉｘ ｆｏｒｍｕｌａｔｉｏｎ［Ｊ］ ． Ｗａｖｅ Ｍｏｔｉｏｎ， ２０１３， ５０（３）： ４１５⁃４２７．

９３３１第 １１ 期　 　 　 　 　 　 　 　 禹建功，等： 功能梯度压电空心圆柱中分数阶热弹导波的频散和衰减特性



［１８］　 ＬＩＵ Ｃ， ＹＵ Ｊ， ＸＵ Ｗ， ｅｔ ａｌ． Ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌ ｓｔｕｄｙ ｏｆ ｅｌａｓｔｉｃ ｗａｖｅ ｐｒｏｐａｇａｔｉｏｎ ｔｈｒｏｕｇｈ ａ ｆｕｎｃｔｉｏｎａｌｌｙ ｇｒａｄｅｄ ｍｉｃｒｏ⁃

ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｄ ｐｌａｔｅ ｂａｓｅ ｏｎ ｔｈｅ ｍｏｄｉｆｉｅｄ ｃｏｕｐｌｅ⁃ｓｔｒｅｓｓ ｔｈｅｏｒｙ［Ｊ］ ． Ｍｅｃｃａｎｉｃａ， ２０２０， ５５： １１５３⁃１１６７．

［１９］　 ＯＴＨＭＡＮＩ Ｃ， ＺＨＡＮＧ Ｈ， ＬÜ Ｃ，ｅｔ ａｌ． Ｏｒｔｈｏｇｏｎａｌ ｐｏｌｙｎｏｍｉａｌ ｍｅｔｈｏｄｓ ｆｏｒ ｍｏｄｅｌｉｎｇ ｅｌａｓｔｏｄｙｎａｍｉｃ ｗａｖｅ ｐｒｏｐ⁃

ａｇａｔｉｏｎ ｉｎ ｅｌａｓｔｉｃ， ｐｉｅｚｏｅｌｅｃｔｒｉｃ ａｎｄ ｍａｇｎｅｔｏ⁃ｅｌｅｃｔｒｏ⁃ｅｌａｓｔｉｃ ｃｏｍｐｏｓｉｔｅｓ： ａ ｒｅｖｉｅｗ［Ｊ］ ． Ｃｏｍｐｏｓｉｔｅ Ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓ，

２０２２， ２８６： １１５２４５．

［２０］　 ＺＨＥＮＧ Ｍ， ＭＡ Ｈ， ＬＹＵ Ｙ， ｅｔ ａｌ． Ｄｅｒｉｖａｔｉｏｎ ｏｆ ｃｉｒｃｕｍｆｅｒｅｎｔｉａｌ ｇｕｉｄｅｄ ｗａｖｅｓ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ ｆｏｒ ａ ｍｕｌｔｉｌａｙｅｒｅｄ ｌａｍｉ⁃

ｎａｔｅ ｃｏｍｐｏｓｉｔｅ ｈｏｌｌｏｗ ｃｙｌｉｎｄｅｒ ｂｙ ｓｔａｔｅ⁃ｖｅｃｔｏｒ ａｎｄ Ｌｅｇｅｎｄｒｅ ｐｏｌｙｎｏｍｉａｌ ｈｙｂｒｉｄ ｆｏｒｍａｌｉｓｍ ［ Ｊ］ ． Ｃｏｍｐｏｓｉｔｅ

Ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓ， ２０２１， ２５５： １１２９５０．

［２１］　 ＣＡＯ Ｘ， ＪＩＮ Ｆ， ＪＥＯＮ Ｉ． Ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ ｏｆ ｐｒｏｐａｇａｔｉｏｎ ｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓ ｏｆ Ｌａｍｂ ｗａｖｅｓ ｉｎ ａ ｆｕｎｃｔｉｏｎａｌｌｙ ｇｒａｄｅｄ ｍａｔｅｒｉａｌ

（ＦＧＭ） ｐｌａｔｅ ｂｙ ｐｏｗｅｒ ｓｅｒｉｅｓ ｔｅｃｈｎｉｑｕｅ［Ｊ］ ． ＮＤＴ ＆ Ｅ Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ， ２０１１， ４４（１）： ８４⁃９２．

［２２］　 ＳＨＡＴＡＬＯＶ Ｍ Ｙ， ＥＶＥＲＹ Ａ Ｇ， ＹＥＮＷＯＮＧ⁃ＦＡＩ Ａ Ｓ． Ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ｎｏｎ⁃ａｘｉｓｙｍｍｅｔｒｉｃ ｗａｖｅ ｐｒｏｐａｇａｔｉｏｎ ｉｎ ａ ｈｏｍ⁃

ｏｇｅｎｅｏｕｓ ｐｉｅｚｏｅｌｅｃｔｒｉｃ ｓｏｌｉｄ ｃｉｒｃｕｌａｒ ｃｙｌｉｎｄｅｒ ｏｆ ｔｒａｎｓｖｅｒｓｅｌｙ ｉｓｏｔｒｏｐｉｃ ｍａｔｅｒｉａｌ［Ｊ］ ． Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ

Ｓｏｌｉｄｓ ＆ Ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓ， ２０１０， ４６（３ ／ ４）：８３７⁃８５０．

［２３］　 ＷＡＮＧ Ｘ Ｈ， ＬＩ Ｆ Ｌ， ＺＨＡＮＧ Ｂ， ｅｔ ａｌ． Ｗａｖｅ ｐｒｏｐａｇａｔｉｏｎ ｉｎ ｔｈｅｒｍｏｅｌａｓｔｉｃ ｉｎｈｏｍｏｇｅｎｅｏｕｓ ｈｏｌｌｏｗ ｃｙｌｉｎｄｅｒｓ ｂｙ

ａｎａｌｙｔｉｃａｌ ｉｎｔｅｇｒａｔｉｏｎ ｏｒｔｈｏｇｏｎａｌ ｐｏｌｙｎｏｍｉａｌ ａｐｐｒｏａｃｈ［Ｊ］ ． Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ Ｍｏｄｅｌｌｉｎｇ， ２０２１， ９９： ５７⁃８０．

［２４］　 ＧＵＨＡ Ｓ， ＳＩＮＧＨ Ａ Ｋ． Ｐｌａｎｅ ｗａｖｅ ｒｅｆｌｅｃｔｉｏｎ ／ ｔｒａｎｓｍｉｓｓｉｏｎ ｉｎ ｉｍｐｅｒｆｅｃｔｌｙ ｂｏｎｄｅｄ ｉｎｉｔｉａｌｌｙ ｓｔｒｅｓｓｅｄ ｒｏｔａｔｉｎｇ ｐｉ⁃

ｅｚｏｔｈｅｒｍｏｅｌａｓｔｉｃ ｆｉｂｅｒ⁃ｒｅｉｎｆｏｒｃｅｄ ｃｏｍｐｏｓｉｔｅ ｈａｌｆ⁃ｓｐａｃｅｓ［Ｊ］ ． Ｅｕｒｏｐｅａｎ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ Ａ： Ｓｏｌｉｄｓ， ２０２１，

８８： １０４２４２．

０４３１ 应　 用　 数　 学　 和　 力　 学　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ２０２３ 年　 第 ４４ 卷


