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摘要：　 基于完整 Ｇｕｒｔｉｎ⁃Ｍｕｒｄｏｃｈ（Ｇ⁃Ｍ）低阶表面能模型，进一步探讨了纳米尺度下表面效应的影响．建立了合理考

虑构型变化的应力边界条件，实现了研究尺度从宏观到微观的转变．利用复变函数理论和保角映射技术，构建了用

于纳米尺度下的热⁃电⁃力理论框架模型，得到了热电基体中纳米孔周围热场、温度场以及应力场的半解析解．数值

结果表明，相对于完整 Ｇ⁃Ｍ 模型，简化 Ｇ⁃Ｍ 模型（忽略孔洞构型变化的影响）往往会高估表面效应和远场热电载荷

对热应力分布的影响．此外，表面效应的存在将在一定程度上缓解纳米孔周围的热应力集中．
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０　 引　 　 言

热电材料因其固有的热电转换特性，在温差制冷、温差发电和传感器等领域具有十分重要的应用价值．
近年来，无论是在学术研究领域，还是在工业应用领域，对高性能热电材料的探索都引起了人们的极大关

注［１⁃２］ ．研究发现，纳米结构具有开发高性能热电材料的重要潜力，通过引入一些新的散射机制，可以断开热

电传输间的联系．同时，纳米结构的存在能够有效地增强材料中电热输运性能的协同调控，提高热电材料的

热电优值（ＺＴ），是获得高性能热电材料的重要手段［３⁃５］ ．在纳米复合热电材料中，纳米第二相的存在可以引

起额外的声子散射从而降低晶格热导率．而纳米相（孔洞或夹杂）和基体相形成的界面结构也可降低对电子

的散射作用，从而显著优化材料的热电性能［６］ ．
近年来，通过纳米结构工程开发纳米复合热电材料已成为提高材料热电性能的重要途径．其中一种有效

的方法就是在材料基体中引入纳米孔洞或夹杂，诱导额外的声子散射并降低材料的晶格导热性．Ｗａｎｇ 等［７］

成功地在材料基体中引入了纳米孔洞，从而在材料内部产生了强烈的声子散射，显著降低了材料的晶格导热

性．Ｘｕ 等［８］进一步证明了纳米多孔热电材料的潜力，他们利用孔洞诱导了界面上的强声子散射，在 ４８８ Ｋ 时

获得了晶格热导率低至 ０．１３ Ｗ·ｍ－１·Ｋ－１的纳米多孔热电材料．与块状热电材料相比，纳米多孔热电材料具有

更高的 ＺＴ 值，可以减少近三分之一的材料消耗，降低了整体生产成本，进一步提高了材料的便携性．此外，
Ｔａｒｋｈａｎｙａｎ 和 Ｎｉａｒｃｈｏｓ［９］发现，当孔隙率达到 ３５％时，孔径约为 １．６５ ｎｍ 的多孔热电材料的晶格导热系数降

低约为块状热电材料的 １ ／ ３０．
基于此，研究具有纳米结构的高性能热电材料的制备、结构和性能就显得尤为重要和迫切，尤其是纳米

复合材料的结构与力学性能之间的关系一直是研究的热点［１０］ ．然而，纳米结构造成的不连续性将导致热应

力在不均匀周围的分布发生突变，从而影响纳米复合热电材料的力学性能［１１⁃１２］ ．因此，基于纳米尺度上纳米

不均匀性对提高热电材料转换效率的重要作用，研究纳米尺度上热电连续介质模型的可靠性，计算和分析热

电材料中热应力集中的大小和位置，不仅对控制材料性能，而且对提高热电材料的效率也具有重要的意义．
但与宏观问题不同的是，在微观尺度下，由于表面及表面附近原子所具有的能量通常与基体原子所具有

的能量不同，导致固体中产生多余的自由能，即表面自由能，而表面效应与表面自由能的变化息息相关．为了

准确表征这些效应，Ｇｕｒｔｉｎ 和 Ｍｕｒｄｏｃｈ［１３］提出了表面效应理论，为研究纳米复合材料提供了理论框架，充分

考虑了表面效应中的表面弹性和表面张力．Ｄａｉ 等［１４］研究了弹性平面问题中的应力集中，具体分析了孔洞形

状和界面表面张力的影响．Ｗａｎｇ 等［１５］研究了两个具有表面张力的纳米椭圆孔之间的相互作用，发现当两个

孔间的距离足够小时，孔间的强相互作用会改变应力的分布．冯国益等［１６］ 研究了纳米尺度下孔边均布径向

多裂纹的Ⅲ型断裂性能，讨论了裂纹数量、裂纹 ／孔径比和缺陷表面性能对应力强度因子的影响．Ｗａｎｇ 等［１７］

研究了任意形状的纳米夹杂周围由表面张力引起的应力，发现夹杂物和基体两侧的最大法向应力均出现在

拐角处．Ｗａｎｇ 等［１８］考虑了表面张力引起的纳米纤维截面形状变化，发现无论截面大小如何，截面边界处的

位移与表面张力呈线性关系．黄汝超等［１９］基于三种构型的表面 ／界面能理论，研究了热弹性纳米复合材料的

有效性能，讨论了残余界面应力对纳米尺度夹杂填充的热弹性复合材料有效热膨胀系数的影响．此外，Ｓｏｎｇ
等［２０］分析了热电材料中表面弹性和电流密度对圆形纳米孔周围热应力的影响．

但目前对纳米复合材料的研究主要集中在简化的 Ｇ⁃Ｍ 模型上，该模型利用变形前的几何构型来计算表

面效应引起的热应力．与一般弹性材料不同，热电材料中纳米孔的几何形状易受到外部热电载荷的影响，忽
略变形对材料法向量和界面平均曲率的影响将引起较大误差，从而影响预测结果的准确性［２１⁃２２］ ．因此，本研

究基于完整的 Ｇ⁃Ｍ 低阶表面能模型，建立了一个积分应力边界条件来描述平面变形下界面表面效应引起的

应力跳跃．重点研究了纳米尺度下热电材料表面弹性和表面张力对纳米孔周围热应力集中的影响．

１　 基 本 方 程

设热电基体内包含有一个具有表面效应的纳米孔洞，如图 １ 所示．在基体无限远处受到均匀电流密度

（Ｊｘ，Ｊｙ） 与能流密度 （Ｊｕｘ，Ｊｕｙ） 的共同作用．孔洞与基体的边界用 Ｌ表示，在此边界上，考虑了表面弹性 γ与残

余表面张力 τｓ 的作用，并无额外的电荷与热流输入．
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图 １　 包含纳米孔的无限大热电基体

Ｆｉｇ． １　 Ｔｈｅ ｉｎｆｉｎｉｔｅ ｔｈｅｒｍｏｅｌｅｃｔｒｉｃ ｍａｔｒｉｘ ｗｉｔｈ ａ ｎａｎｏｈｏｌｅ

１．１　 热电场基本方程

假设基体为均匀且各向同性的热电材料，热电材料内的电流密度 Ｊ、热流密度 Ｊｑ 和能流密度 Ｊｕ 可以表

示为［１１，２３］

　 　 Ｊ ＝ － δÑϕ － δεÑＴ ＝ － δÑ（ϕ ＋ εＴ）， （１）
　 　 Ｊｑ ＝ － ＴεδÑϕ － （Ｔε ２δ ＋ κ）ÑＴ ＝ εＴＪ － κÑＴ， （２）
　 　 Ｊｕ ＝ Ｊｑ ＋ ϕＪ ＝ （ϕ ＋ εＴ）Ｊ － κÑＴ， （３）

其中， δ，ε，κ，ϕ 和 Ｔ 分别为基体材料的电导率、Ｓｅｅｂｅｃｋ 系数、导热系数、电势和温度．
当处于稳态时，基体内部与热电传输相关的电荷与能量均保持守恒，可表示为

　 　 Ñ·Ｊ ＝ ０， （４）
　 　 Ñ·Ｊｕ ＝ ０． （５）
根据材料内部的电荷守恒条件，将式（１）代入式（４）中，可得到

　 　 Ñ２（ϕ ＋ εＴ） ＝ ０， （６）
式中 Ñ２ 表示二阶 Ｌａｐｌａｃｅ 算子．

利用复变函数理论，对式（６）进行求解，得到其通解为

　 　 ϕ ＋ εＴ ＝ Ｒｅ［ ｆ ′（ ｚ）］， （７）
其中， ｆ（ ｚ） 为任意解析的复势函数．

同样地，根据能流密度守恒条件，将能流密度方程（３）代入能量守恒方程（５）中，可以得到

　 　 κÑ２Ｔ ＋ δ
２

Ñ２［（ϕ ＋ εＴ） ２］ ＝ ０． （８）

再将电荷守恒条件（６）与（７）代入，式（８）可以表示为

　 　 Ñ２Ｔ ＝ － δ
２κ

Ñ２［（ϕ ＋ εＴ） ２］ ＝ － δ
κ

ｆ ″（ ｚ） ｆ ″（ ｚ） ． （９）

通过求解，可得到式（９）的通解为

　 　 Ｔ ＝ － δ
４κ

ｆ ′（ ｚ） ｆ ′（ ｚ） ＋ Ｒｅ［ｇ′（ ｚ）］， （１０）

其中， ｇ（ ｚ） 为任意解析的复势函数，Ｒｅ（·）表示复势函数中的实部， ｆ ′（ ｚ） 为函数 ｆ ′（ ｚ） 的共轭函数．最后利

用式（７）和（１０），可得到热电场中的电势分布为

　 　 ϕ ＝ Ｒｅ［ ｆ ′（ ｚ）］ ＋ δε
４κ

ｆ ′（ ｚ） ｆ ′（ ｚ） － εＲｅ［ｇ′（ ｚ）］ ． （１１）

将温度分布（１０）与电势分布（１１）代入式（１）—（３）中，即可得到材料内部相对应的电流密度、能量通量

和热流密度：
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　 　 Ｊｘ － ｉＪｙ ＝ － δｆ ″（ ｚ）， （１２）

　 　 Ｊｕｘ － ｉＪｕｙ ＝ －
δ
２

ｆ ″（ ｚ） ｆ ′（ ｚ） － κｇ″（ ｚ）， （１３）

　 　 Ｊｑｘ － Ｊｑｙ ＝ － κｇ″（ ｚ） ＋ δ
２

ｆ ″（ ｚ） ｆ ′（ ｚ） ＋ εδ ２

４κ
ｆ ″（ ｚ） ｆ ′（ ｚ） ｆ ′（ ｚ） － εδｆ ″（ ｚ）Ｒｅ［ｇ′（ ｚ）］ ． （１４）

利用式（１２）—（１４），积分后可得到孔洞边界上的合电流密度、合能流密度和合热流密度表达式：

　 　 ∫Ｊｎ（ ｓ）ｄｓ ＝ － Ｉｍ［δｆ ′（ ｚ）］， （１５）

　 　 ∫Ｊｕｎ（ ｓ）ｄｓ ＝ － Ｉｍ δ
４

ｆ ′２（ ｚ） ＋ κｇ′（ ｚ）é

ë
êê

ù

û
úú ， （１６）

　 　 ∫Ｊｑｎ（ ｓ）ｄｓ ＝ － Ｉｍ δ
４

ｆ ′２（ ｚ） ＋ κｇ′（ ｚ）é

ë
êê

ù

û
úú － ∫ϕＪｎ（ ｓ）ｄｓ， （１７）

式中，下标 ｎ 表示沿法线方向的分量，Ｉｍ（·）表示复势函数中的虚部．式（１５）—（１７）为积分形式的电流场与

温度场的边界条件．
１．２　 热弹场基本方程

根据材料内的平衡方程、变形协调方程和应力⁃应变关系，可以得到用 Ａｉｒｙ 应力函数 Ｕ 表示的热应力控

制方程［２４］：
　 　 Ñ４Ｕ ＋ ＥλÑ２Ｔ ＝ ０． （１８）

将温度分布（１０）代入式（１８）中可得到

　 　 Ñ４Ｕ ＝ Ｅλδ
κ

ｆ ″（ ｚ） ｆ ″（ ｚ） ． （１９）

当为平面应力状态时， κ ＝ Ｅλ； 当为平面应变状态时， κ ＝ Ｅλ ／ （１ － ν） ．利用叠加原理和复变函数方法，对式

（１９）进行求解，可得到相对应的应力和位移分量：

　 　 σ ｙ ＋ σ ｘ ＝
μλ ｖδ
２κ

ｆ ′（ ｚ） ｆ ′（ ｚ） ＋ ２［φ′（ ｚ） ＋ φ′（ ｚ）］， （２０）

　 　 σ ｙ － σ ｘ ＋ ２ｉτ ｘｙ ＝
μλ ｖδ
２κ

ｆ ″（ ｚ） ｆ（ ｚ） ＋ ２［ ｚ－φ″（ ｚ） ＋ ψ′（ ｚ）］， （２１）

　 　 ２μ（ｕｘ ＋ ｉｕｙ） ＝ βφ（ ｚ） － ｚ φ′（ ｚ） － ψ（ ｚ） －
μλ ｖδ
４κ

ｆ ′（ ｚ） ｆ（ ｚ） ＋ ２μλｇ（ ｚ）， （２２）

其中

　 　 λ ＝
λ，　 　 　 　 　 ｐｌａｎｅ ｓｔｒｅｓｓ，
（１ ＋ ν）λ， ｐｌａｎｅ ｓｔｒａｉｎ，{ 　 λ ｖ ＝

（１ ＋ ν）λ，　 　 ｐｌａｎｅ ｓｔｒｅｓｓ，
（１ ＋ ν）λ

１ － ν
， ｐｌａｎｅ ｓｔｒａｉｎ，

ì

î

í
ïï

ïï

　 　 β ＝
３ － ν
１ ＋ ν

，　 　 　 ｐｌａｎｅ ｓｔｒｅｓｓ，

３ － ４ν， ｐｌａｎｅ ｓｔｒａｉｎ，

ì

î

í
ïï

ïï

式中， φ（ ｚ） 和 ψ（ ｚ） 为与热弹场相关的复势函数，函数 ｆ（ ｚ） 和 ｇ（ ｚ） 已在上小节的热电场中定义．
另外，对路径 ｓ 进行积分，可以得到满足应力相容条件（１９）的合力函数 （Ｆｘ，Ｆｙ）：

　 　 ｉ∫（Ｆｘ ＋ ｉＦｙ）ｄｓ ＝ φ（ ｚ） ＋ ｚ φ′（ ｚ） ＋ ψ（ ｚ） ＋
μλ ｖδ
４κ

ｆ ′（ ｚ） ｆ（ ｚ）
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ． （２３）

１．３　 完整考虑表面效应的应力边界方程

当孔洞的尺寸大小由宏观尺度减小到微纳米尺度时，孔洞界面上的表面积与体积之比会显著增加，与宏

观尺度时的力学性能产生显著差异．此时，纳米孔洞附近的应力集中情况不仅仅由远端荷载所决定，与受孔

洞尺寸和形状影响的表面效应也息息相关．因此准确表征表面效应，并研究其对纳米孔洞周围热应力的影响
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有着十分重要的意义．完整的 Ｇ⁃Ｍ 低阶表面能模型提供了一种精确描述应力边界条件的方法，充分考虑了

微纳米尺度下的表面弹性 γ 与表面张力 τ ｓ ．
完整考虑表面效应影响的应力边界条件可表示为［２５］

　 　
σ ｎｎ ＝ γε ｔｔ

ｄα
ｄｓ

＋ τ ｓ
ｄα
ｄｓ

＋ ｄ２α
ｄｓ２

ｕｔ ＋
ｄα
ｄｓ

ｄｕｔ

ｄｓ
－

ｄ２ｕｎ

ｄｓ２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ，

σ ｎｔ ＝ － γ
ｄε ｔｔ

ｄｓ
＋ τ ｓ

ｄα
ｄｓ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

ｕｔ －
ｄα
ｄｓ

ｄｕｎ

ｄｓ
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ，

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

　 　 ｏｎ Ｌ， （２４）

式中， σ ｎｎ 和 σ ｎｔ 分别为边界 Ｌ 上沿法向方向和切向方向上的应力分量， ｕｎ 和 ｕｔ 分别为边界 Ｌ 上沿法向方向

和切向方向上的位移分量， ε ｔｔ 为边界 Ｌ 上沿切线方向的法向应变．
根据文献［２６］中给出的积分型应力边界条件

　 　 ｉ∫（Ｆｘ ＋ ｉＦｙ）ｄｓ ＝ ｅｉα τ ｓ － ｉｅ － ｉα γ ＋ τ ｓ

２
ｄ（ｕｘ ＋ ｉｕｙ）

ｄｓ
－ ｉｅｉα γ － τ ｓ

２
ｄ（ｕｘ － ｉｕｙ）

ｄｓ
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ， （２５）

将位移分量（２２）代入式（２５）中，即可得到基于完整 Ｇ⁃Ｍ 模型下的应力边界条件：

　 　 ｉ∫（Ｆｘ ＋ ｉＦｙ）ｄｓ ＝

　 　 　 　 τ ｓ·ｅｉα ＋ ｅｉα （γ ＋ τ ｓ）
４μ

（βφ′（ ｚ） － φ′（ ｚ） ＋ ｅ －２ｉα（ ｚ φ″（ ｚ） ＋ ψ′（ ｚ） ）） －é

ë
ê
ê

　 　 　 　
λ ｖδ（γ ＋ τ ｓ）

１６κ
［ － ｆ ″（ ｚ） ｆ（ ｚ）ｅ －２ｉα ＋ ｆ ′（ ｚ） ｆ ′（ ｚ）］ ＋

（γ － τ ｓ）λ
２

ｇ′（ ｚ） ＋

　 　 　 　
（γ － τ ｓ）

４μ
（β φ′（ ｚ） － φ′（ ｚ） ＋ ｅ２ｉα（ ｚ－φ″（ ｚ） ＋ ψ′（ ｚ））） －

　 　 　 　
λ ｖδ（γ － τ ｓ）

１６κ
［ － ｆ ″（ ｚ） ｆ（ ｚ）ｅ２ｉα ＋ ｆ ′（ ｚ） ｆ ′（ ｚ）］ ＋

（γ ＋ τ ｓ）λ
２

ｇ′（ ｚ）
ù

û
ú
ú ， （２６）

其中， τ ｓ 和 γ 分别为孔洞界面上的表面张力和表面弹性．分析边界条件（２６）发现，当忽略式中右侧的第 ２ 项

时，完整 Ｇ⁃Ｍ 模型可退化为简易 Ｇ⁃Ｍ 模型，也可称为简化表面张力模型，忽视了纳米孔变形对曲率和边界法

向分量的影响．当式（２６）中的所有表面弹性项都为零时，可退化为完整表面张力模型，此时，模型中考虑了孔

洞变形对曲率和边界法向分量的贡献，但忽略了表面弹性的影响．此外，当式（２６）中的所有表面张力项都为

零时，完整 Ｇ⁃Ｍ 模型可退化为表面弹性体模型，即仅考虑表面弹性的影响．

２　 分析与求解

为了充分利用级数展开法进行求解，本文引入了保角映射技术，将 ｚ 平面上的孔外无限区域与复势 ξ 平

面上单位圆外的无限区域联系起来：

　 　 ｚ ＝ ω（ξ） ＝ Ｒ ( ξ ＋ ∑
Ｍ

ｊ ＝ １
ｍ ｊξ

－ｊ )，　 　 ξ ≥ １， （２７）

其中， Ｍ 为正整数，常数 Ｒ 和 ｍ ｊ（ ｊ ＝ １，２，…，Ｍ） 用来确定孔洞的整体尺寸大小与形状．
２．１　 热电场

根据上一节给出的孔洞界面上的电流密度方程（１５），以及在此孔洞界面上无电荷与热流的输入，可以

看出复势函数 ｆ ′（ ｚ） 为一单值函数，且热电基体中的复势函数 ｆ（ ｚ） 可表示为

　 　 ｆ（ ｚ） ＝
ζ １

２
ｚ２ ＋ ζ １０ｚ ＋ Ａｌｎ ξ ＋ ∑

Ｎ

ｊ ＝ １
ａ ｊξ

－ｊ， （２８）

　 　 ｆ ′（ ｚ） ＝ ζ １ｚ ＋ ζ １０ ＋ (Ａξ －１ － ∑
Ｎ

ｊ ＝ １
ｊａ ｊξ

－ｊ－１ ) ／ ω′（ξ）， （２９）

式中， ζ １ 为由远端电流密度决定的复常数， ζ １０ 为描述基体内热电势变化的实常数， Ａ 和 ａ ｊ（ ｊ ＝ １，２，…，Ｎ －
１） 是待确定的未知复数．将式（２８）代入电流密度（１２）中，取极限 ｚ → ∞ 时，可得
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　 　 ζ １ ＝ －
Ｊ∞
ｘ － ｉＪ∞

ｙ

δ
． （３０）

将式（２９）代入式（７）中，取极限 ｚ → ∞ 时，可得

　 　 ζ １０ ＝ ϕ ＋ εＴ ． （３１）
根据积分形式的合电流密度（１５）可知，孔洞界面上的电绝缘边界条件可表示为

　 　 Ｉｍ［δｆ ′（ ｚ）］ ＝ ０． （３２）
再将式（２９）代入式（３２）中，界面上的电绝缘边界条件为

　 　 ζ １ω（ξ） ＋ ζ １０ ＋ １
ω′（ξ） (Ａξ －１ － ∑

Ｎ

ｊ ＝ １
ｊａ ｊξ

－ｊ－１ ) ＝ ζ １ ω（ξ） ＋ ζ １０ ＋ １

ω′（ξ）
(Ａ

－
ξ － ∑

Ｎ

ｊ ＝ １
ｊ ａ ｊξ ｊ ＋１ ) ． （３３）

利用级数展开法将方程（３３）中的项进行 Ｆｏｕｒｉｅｒ 展开，得到级数展开后的电场边界条件：

　 　 ζ １ω（σ） ＋ ζ １０ ＋ Ａξ －１∑
Ｎ＋２

ｊ ＝ －Ｎ
ｈ１ｊσ ｊ － ∑

Ｎ

ｊ ＝ １
ｊａ ｊσ

－ｊ－１ ∑
２Ｎ＋２

ｊ ＝ －Ｎ＋１
ｈ２ｊσ ｊ ＝

　 　 　 　 ζ １ ω（σ） ＋ ζ １０ ＋ Ａ
－
σ ∑

Ｎ

ｊ ＝ －Ｎ－２
ｈ３ｊσ ｊ － ∑

Ｎ

ｊ ＝ １
ｊ ａ ｊσ ｊ ＋１ ∑

Ｎ－１

ｊ ＝ －２Ｎ－２
ｈ４ｊσ ｊ ． （３４）

式（３４）中的截断函数 ｈ１ｊ，ｈ２ｊ，ｈ３ｊ 和 ｈ４ｊ 均可由 Ｆｏｕｒｉｅｒ 级数展开所得到

　 　

ｈ１ｊ ＝
１
２π ∫

２π

０

１
ω′（σ）

·σ －ｊｄθ，　 　 ｊ ＝ － Ｎ，…，Ｎ ＋ ２，

ｈ２ｊ ＝
１
２π ∫

２π

０

１
ω′（σ）

·σ －ｊｄθ，　 　 ｊ ＝ － Ｎ ＋ １，…，２Ｎ ＋ ２，

ｈ３ｊ ＝
１
２π ∫

２π

０

１

ω′（σ）
·σ －ｊｄθ，　 　 ｊ ＝ － Ｎ － ２，…，Ｎ，

ｈ４ｊ ＝
１
２π ∫

２π

０

１

ω′（σ）
·σ －ｊｄθ，　 　 ｊ ＝ － ２Ｎ － ２，…，Ｎ － １ ．

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ïï

（３５）

通过对比式（３４）两边的相同幂次项 σ ｊ（ ｊ ＝ － Ｎ － １，…， － １，１，…，Ｎ ＋ １）， 可以得到一组包含未知复系

数 Ａ 和 ａ ｊ（ ｊ ＝ １，２，…，Ｎ） 的线性方程组．再求解此方程组，即可得到 Ａ 和 ａ ｊ（ ｊ ＝ １，２，…，Ｎ） 的值，并确定复势

方程 ｆ（ ｚ） ．
同样地，复势函数 ｇ（ ｚ） 与其导数 ｇ′（ ｚ） 可写为以下形式：

　 　 ｇ（ ｚ） ＝
ζ ３

３
ｚ３ ＋

ζ ２

２
ｚ２ ＋ ζ ２０ｚ ＋ Ｃｌｎ ξ ＋ ∑

Ｎ

ｊ ＝ １
ｃｊξ

－ｊ， （３６）

　 　 ｇ′（ ｚ） ＝ ζ ３ｚ２ ＋ ζ ２ｚ ＋ ζ ２０ ＋ (Ｃξ －１ － ∑
Ｎ

ｊ ＝ １
ｊｃｊξ

－ｊ－１ ) ／ ω′（ξ）， （３７）

其中， ζ ２ 和 ζ ３ 为两个复常数，由远端能流密度矢量条件所确定， ζ ２０ 为表示基体内部表征温度场变化的实常

数．将式（２９）、（３７）代入合能流密度（１６）中，再取极限 ｚ → ∞， 可得到

　 　 ζ ２ ＝ －
Ｊ∞
ｕｘ － ｉＪ∞

ｕｙ

κ
－ δ
２κ

ζ １０ζ １， ζ ３ ＝ － δ
４κ

ζ ２
１， ζ ２０ ＝ Ｔ ＋ δ

４κ
（ζ １０） ２， （３８）

其余的复系数 Ｃ 和 ｃｊ（ ｊ ＝ １，２，…，Ｎ） 可由孔洞界面上的温度边界条件确定．根据合电流表达式（１５）和合热

流表达式（１７），孔洞界面上的的热绝缘边界条件可表示为

　 　 Ｉｍ δ
４

ｆ ′２（ ｚ） ＋ κｇ′（ ｚ）é

ë
êê

ù

û
úú ＝ ０， （３９）

其中，复势函数 ｆ ′（ ｚ） 已在上文中确定．
将式（３７）代入，温度场边界条件（３９）可改写为

　 　 δ
４
［ ｆ ′２（σ） － ｆ ′２（σ）］ ＋ κ ζ ３ω （σ） ２ ＋ ζ ２ω（σ） ＋ ζ ２０ ＋ １

ω′（σ） (Ｃσ －１ － ∑
Ｎ

ｊ ＝ １
ｊｃｊσ

－ｊ－１ )é

ë
êê

ù

û
úú ＝
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　 　 　 　 κ ζ ３ω （σ） ２ ＋ ζ ２ω（σ） ＋ ζ ２０ ＋ １

ω′（σ）
(Ｃ

－
σ － ∑

Ｎ

ｊ ＝ １
ｊ ｃｊσ ｊ ＋１ )é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
． （４０）

与上文电场边界条件的求解方法相同，将式（４０）中的项进行 Ｆｏｕｒｉｅｒ 展开，通过求解包含未知复系数 Ｃ
和 ｃｊ（ ｊ ＝ １，２，…，Ｎ） 的线性方程组，得到未知的复系数 Ｃ 和 ｃｊ（ ｊ ＝ １，２，…，Ｎ）， 即可确定材料内部的温度场．
２．２　 热弹场

根据孔洞界面上应力连续的边界条件，利用式（２３）和（２６）可以得到热弹场上的边界条件：

　 　 φ（ ｚ） ＋ ｚ φ′（ ｚ） ＋ ψ（ ｚ） ＋
μλ ｖδ
４κ

ｆ ′（ ｚ） ｆ ′（ ｚ） ＝

　 　 　 　 τ ｓｅｉα ＋ ｅｉα （γ ＋ τ ｓ）
４μ

（βφ′（ ｚ） － φ′（ ｚ） ＋ ｅ －２ｉα（ ｚ φ″（ ｚ） ＋ ψ′（ ｚ））） －é

ë
ê
ê

　 　 　 　
λ ｖδ（γ ＋ τ ｓ）

１６κ
－ ｆ ″（ ｚ） ｆ（ ｚ）ｅ －２ｉα ＋ ｆ ′（ ｚ） ｆ ′（ ｚ）[ ] ＋

（γ ＋ τ ｓ）λ
２

ｇ′（ ｚ） ＋

　 　 　 　
（γ － τ ｓ）

４μ
（β φ′（ ｚ） － φ′（ ｚ） ＋ ｅ２ｉα（ ｚ－φ″（ ｚ） ＋ ψ′（ ｚ））） －

　 　 　 　
λ ｖδ（γ － τ ｓ）

１６κ
－ ｆ ″（ ｚ） ｆ（ ｚ）ｅ２ｉα ＋ ｆ ′（ ｚ） ｆ ′（ ｚ）[ ] ＋

（γ － τ ｓ）λ
２

ｇ′（ ｚ）
ù

û
ú
ú ， （４１）

其中复势函数 ｆ（ ｚ），ｆ ′（ ｚ） 和 ｆ ″（ ｚ） 等都已在上小节的热电场中求解确定．复势函数 φ（ ｚ） 和 ψ（ ｚ） 可以用截

断级数表示为

　 　
φ（ ｚ） ＝ Ｐ（ ｚ）ｌｎ ξ ＋ ∑

Ｎ

ｊ ＝ １
ｐ ｊξ

－ｊ，

ψ（ ｚ） ＝ Ｑ（ ｚ）ｌｎ ξ ＋ Ｒ∑
Ｎ

ｊ ＝ １
ｑ ｊξ

－ｊ ／ ω′（ξ），

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

　 　 ｚ ∈ Ｌ， （４２）

式中 ｐ ｊ 和 ｑ ｊ 为待确定的复系数．值得注意的是，对于包含纳米非均匀相的无限大平面问题，复势函数 φ（ ｚ） 中

的线性项可完全忽略［２７］ ．并将式（４２）代入应力边界条件（４１）中，系数 Ｐ（ ｚ） 和 Ｑ（ ｚ） 即可得以确定：

　 　 Ｐ（ ｚ） ＝ Ｐ０ ＝ －
２μλ ｖＣ
β ＋ １

， Ｑ（ ｚ） ＝ Ｐ０ ＋
μλ ｖδＡ

－

４κ
ｆ ′（ ｚ） ． （４３）

将式（４３）代入式（４１）中，应力边界条件可进一步表示为

　 　 Ｐ（ ｚ）ｌｎ σ ＋ ∑
Ｎ

ｊ ＝ １
ｐ ｊσ

－ｊ ＋ ω（σ）

ω′（σ）
(Ｐ（ ｚ）σ ＋ ∑

Ｎ

ｊ ＝ １
ｐ ｊ（ － ｊ）σ ｊ ＋１ ) －

　 　 　 　 Ｑ（ ｚ）ｌｎ σ ＋ Ｒ

ω′（σ）
·∑

Ｎ

ｊ ＝ １
ｑ ｊσ ｊ ＋

μλ ｖδ
４κ

ｆ ′（ ｚ） ｆ（ ｚ） ＝

　 　 　 　 τ ｓ
ξω′（σ）
ω′（σ）

＋
（γ ＋ τ ｓ）

４μ
β １

ω′（σ） (Ｐ（ ｚ） ＋ ∑
Ｎ

ｊ ＝ １
ｐ ｊ（ － ｊ）σ －ｊ ) －é

ë
êê

　 　 　 　
ω′（σ）

ω′（σ） ·ω′（σ）
(σ ２ Ｐ（ ｚ） － ∑

Ｎ

ｊ ＝ １
ｐ ｊ（ － ｊ）σ ｊ ＋２ ) ù

û

ú
ú
＋

　 　 　 　
γ ＋ τ ｓ

４μ
－ ω′（σ） ·ω（σ）·ω″（σ）

ω′（σ）·ω′（σ） ３
(Ｐ（ ｚ） ＋ ∑

Ｎ

ｊ ＝ １
ｐ ｊ（ － ｊ）σ ｊ ) ＋é

ë

ê
ê

　 　 　 　 ω′（σ） ·ω（σ）

ω′（σ）·ω′（σ） ２
(∑

Ｎ

ｊ ＝ １
ｐ ｊ ｊ（ ｊ ＋ １）σ ｊ ＋１ － Ｐ（ ｚ）σ ) ＋

　 　 　 　
ω′（σ）

ω′（σ）·ω′（σ）
Ｑ（ ｚ） ＋ Ｒ

ω′（σ）
∑
Ｎ

ｊ ＝ １
ｑ ｊ（ － ｊ）σ ｊ － Ｒ·ω″（σ）

ω′（σ） ２
∑
Ｎ

ｊ ＝ １
ｑ ｊσ ｊ －１æ

è
çç

ö

ø
÷÷

ù

û

ú
ú
－
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λ ｖδ（γ ＋ τ ｓ）

１６κ
－ ｆ ″（ ｚ） ｆ（ ｚ） ω′（σ）

σω′（σ）
＋ ｆ ′（ ｚ） ｆ ′（ ｚ） σω′（σ）

ω′（σ）
é

ë
êê

ù

û
úú ＋

　 　 　 　
（γ ＋ τ ｓ）λ

２
σω′（σ）
ω′（σ）

ｇ′（ ｚ） ＋

　 　 　 　
γ － τ ｓ

４μ
β·ω′（σ）

ω′（σ） ·ω′（σ）
(Ｐ（ ｚ）·σ ２ ＋ ∑

Ｎ

ｊ ＝ １
ｐ ｊ（ － ｊ）σ ｊ ＋２ ) －é

ë

ê
ê

　 　 　 　 １
ω′（σ） (Ｐ（ ｚ） ＋ ∑

Ｎ

ｊ ＝ １
ｐ ｊ（ － ｊ）σ －ｊ ) ù

û
úú ＋

　 　 　 　
γ － τ ｓ

４μ
－ ω（σ）·ω″（σ）

ω′（σ） ３ (Ｐ（ ｚ）σ ２ ＋ ∑
Ｎ

ｊ ＝ １
ｐ ｊ（ － ｊ）σ －ｊ＋２ ) ＋é

ë
ê
ê

　 　 　 　 ω′（σ）·ω（σ）
ω′（σ） ３ (∑

Ｎ

ｊ ＝ １
ｐ ｊ ｊ（ ｊ ＋ １）σ －ｊ＋１ － Ｐ（ ｚ）σ ) ＋

　 　 　 　
１

ω′（σ） ３ (Ｑ（ ｚ）ω′ （σ） ２σ ２ ＋ Ｒω′（σ）∑
Ｎ

ｊ ＝ １
ｑ ｊ（ － ｊ）σ ｊ ＋２ － Ｒω″（σ）∑

Ｎ

ｊ ＝ １
ｑ ｊσ

－ｊ＋３ ) ù

û
ú
ú －

　 　 　 　
λ ｖδ（γ － τ ｓ）

１６κ
－ ｆ ″（ ｚ） ｆ（ ｚ） σ ３ω′ （σ） ３

ω′（σ） ３
＋ ｆ ′（ ｚ） ｆ ′（ ｚ） σω′（σ）

ω′（σ）
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ＋

　 　 　 　
（γ － τ ｓ）λ

２
σω′（σ）
ω′（σ）

ｇ′（ ｚ） ． （４４）

同样地，如上文中对热电场边界方程的求解一样，将式（４４）中的项进行 Ｆｏｕｒｉｅｒ 级数展开，可求解出所有

未知的复系数，从而确定复势函数 φ（ ｚ） 和 ψ（ ｚ）， 最后得到热电材料的应力场．
根据应力变换公式，可以得到材料在极坐标下的应力分量：

　 　
σ ｎｎ ＋ σ ｔｔ ＝ σ ｙｙ ＋ σ ｘｘ，

σ ｔｔ － σ ｎｎ ＋ ２ｉτ ｎｔ ＝ ｅ２ｉα（σ ｙｙ － σ ｘｘ ＋ ２ｉτ ｘｙ），
{ （４５）

式中， σ ｎｎ，σ ｔｔ 和 τ ｎｔ 分别为法向应力、环向应力和剪应力， α 为外法向方向与边界间的夹角．

３　 数 值 算 例

下面的算例中，本文选用室温热电材料 Ｂｉ２Ｔｅ３与中温热电材料 ＰｂＴｅ 为基体材料（相应材料性能见表

１）， 材料上温度分布均匀，分别为 Ｔ ＝ ４００ Ｋ，Ｔ ＝ ８００ Ｋ， 并假设远场电流密度与能流密度为 Ｊｘ ＝ ２ × １０５

Ａ ／ ｍ２ 和 Ｊｕｘ ＝ ５ × １０３ Ｗ ／ ｍ２ ［２８⁃２９］ ．
表 １　 Ｂｉ２Ｔｅ３和 ＰｂＴｅ 的材料性能

Ｔａｂｌｅ １　 Ｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓ ｏｆ ｔｈｅ Ｂｉ２Ｔｅ３ ｍａｔｅｒｉａｌ ａｎｄ ｔｈｅ ＰｂＴｅ ｍａｔｅｒｉａｌ

δ ／ （Ｓ ／ ｍ） Ｅ ／ ＧＰａ ε ／ （Ｖ ／ Ｋ） κ ／ （Ｗ ／ （ｍ·Ｋ）） λ ／ Ｋ －１ ν
Ｂｉ２Ｔｅ３ １．１×１０５ ４７ ２×１０－４ １．６ ２．７×１０－５ ０．４

ＰｂＴｅ １×１０４ ５８ ３×１０－４ １．５ ２×１０－５ ０．２９

　 　 已知纳米孔洞界面上的表面效应包含表面弹性与表面张力两部分，为了详细研究表面弹性与表面张力

分布对孔洞上环向热应力的具体影响，我们计算了在不同表面弹性与表面张力作用下，处于 ｘ 轴端点处的环

向应力值，具体数值如表 ２ 所示．
通过对表 ２ 的分析可知，纳米孔界面处的表面弹性恒定时，即使表面张力的微小改变也会导致纳米孔周

围热应力的显著变化．另一方面，在保持表面张力不变的情况下，增加表面弹性对环向热应力没有较大影响．
因此，在二维纳米圆孔问题中，表面张力对热应力的影响相对于表面弹性更为显著．因此，在后面的算例中我

们将着重研究纳米孔界面上的表面张力对孔周环向热应力的影响．
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表 ２　 不同表面弹性与表面张力共同作用下的环向应力值 （单位： ＭＰａ）

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｈｏｏｐ ｓｔｒｅｓｓｅｓ ｕｎｄｅｒ ｔｈｅ ｃｏｍｂｉｎｅｄ ａｃｔｉｏｎｓ ｏｆ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｓｕｒｆａｃｅ ｅｌａｓｔｉｃｉｔｉｅｓ ａｎｄ ｓｕｒｆａｃｅ ｔｅｎｓｉｏｎｓ （ｕｎｉｔ： ＭＰａ）

ｓｕｒｆａｃｅ ｅｌａｓｔｉｃｉｔｙ γ ／ （Ｎ ／ ｍ）
δ ｔｔ ／ ＭＰａ

τ ｓ ＝ ０．２ Ｎ ／ ｍ τ ｓ ＝ ０．６ Ｎ ／ ｍ τ ｓ ＝ １．０ Ｎ ／ ｍ

０ １３８．５８７ ０ １３６．５８７ ０ １３４．５８７ ０

０．２ １３８．５７３ ３ １３６．５７３ ３ １３４．５７３ ４

０．６ １３８．５４５ ８ １３６．５４６ ０ １３４．５４６ １

１．０ １３８．５１８ ３ １３６．５１８ ６ １３４．５１８ ９

３．１　 纳米圆孔问题

图 ２ 中， σ∗
ｔｔ 代表无表面效应作用下的环向热应力值，并将此结果与文献［１１］进行对比．可以看出，本文

结果与文献中的结果十分吻合，这也证明了文中所构建的热⁃电⁃力耦合边界模型的准确性与计算结果的精

确性．

图 ２　 微观尺度下，本文工作与前人工作的比较

Ｆｉｇ． ２　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｔｈｉｓ ｗｏｒｋ ｗｉｔｈ ｐｒｅｖｉｏｕｓ ｗｏｒｋ ａｔ ｍｉｃｒｏｓｃａｌｅ

图 ３ 中给出了不同表面张力作用下，纳米圆孔周围完整考虑表面效应的环向热应力 σ ｔｔ 随纳米孔径 Ｒ变

化的趋势．可以看出，是否考虑表面张力所得的预测结果间存在着明显差异，且这个差异随着孔径尺寸的减

小或表面张力的增大而愈发显著，两者间最大误差可高达几十兆帕．因此，当研究尺度由宏观转为微观时，忽
略孔洞界面上的表面张力将导致环向应力结果的显著误差．此外，我们还对比了基于简易 Ｇ⁃Ｍ 模型与完整

Ｇ⁃Ｍ 模型下的热应力分布．分析发现，当纳米孔洞为圆形时，两模型结果一致．这与文献［３０］中的结论一致，
即当不均匀相为圆形时，完整 Ｇ⁃Ｍ 模型与简化 Ｇ⁃Ｍ 模型得到的环向应力相同．因此对于纳米圆孔问题，可以

优先选择简易 Ｇ⁃Ｍ 模型，节省计算时间．
为了进一步分析由表面张力引起的热应力变化，我们对计算结果进行了一定处理．图 ４ 中， σ ｔｔ 代表考虑

表面效应作用下的环向应力， σ∗
ｔｔ 代表不考虑表面效应的环向应力，因此 σ ｔｔ － σ∗

ｔｔ 代表了仅由表面效应引起

的环向热应力变化．由图 ４ 可知，由表面效应引起的环向热应力会随着表面张力的增加而线性减小，且圆孔

孔径越小，这一线性变化越明显．
３．２　 纳米椭圆孔问题

为了分析表面效应与热电材料参数对孔周环向热应力的影响，图 ５ 中给出了在 Ｂｉ２Ｔｅ３基体和 ＰｂＴｅ 基体

中，纳米孔周围的环向热应力分布．可以看出，对于 Ｂｉ２Ｔｅ３基体和 ＰｂＴｅ 基体，表面张力的增加将产生一定的

压应力，使得孔洞周围的环向热应力减小，从而一定程度上缓解了孔周上的应力集中．值得注意的是，在长径

比 （ａ ／ ｂ） 越大的椭圆孔中，此现象愈发明显．
已知图 ５ 中的环向热应力由两部分组成：① 由表面效应引起的残余应力，② 远端载荷作用产生的环向

热应力．为了进一步研究各部分应力的具体影响，我们在图 ６ 中给出了基于不同模型得到的孔周残余应力．
其中， σ Ｓ 代表基于简化表面张力模型的孔周残余应力， σＣ 代表基于完整表面张力模型的孔周残余应力， σ ０
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代表基于完整 Ｇ⁃Ｍ 模型的孔周残余应力．

图 ３　 表面张力对圆孔周围环向热应力的影响 图 ４　 环向热应力随表面张力的线性变化

Ｆｉｇ． ３　 Ｅｆｆｅｃｔｓ ｏｆ ｓｕｒｆａｃｅ ｔｅｎｓｉｏｎｓ ｏｎ ｈｏｏｐ ｔｈｅｒｍａｌ Ｆｉｇ． ４　 Ｌｉｎｅａｒ ｖａｒｉａｔｉｏｎｓ ｏｆ ｈｏｏｐ ｔｈｅｒｍａｌ ｓｔｒｅｓｓｅｓ

ｓｔｒｅｓｓｅｓ ａｒｏｕｎｄ ｔｈｅ ｃｉｒｃｕｌａｒ ｈｏｌｅ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｓｕｒｆａｃｅ ｔｅｎｓｉｏｎ

（ａ） Ｂｉ２Ｔｅ３基体中纳米孔周围的环向热应力 （ｂ） ＰｂＴｅ 基体中纳米孔周围的环向热应力

（ａ） Ｔｈｅ ｈｏｏｐ ｔｈｅｒｍａｌ ｓｔｒｅｓｓｅｓ ａｒｏｕｎｄ ｔｈｅ ｎａｎｏｈｏｌｅ （ｂ） Ｔｈｅ ｈｏｏｐ ｔｈｅｒｍａｌ ｓｔｒｅｓｓｅｓ ａｒｏｕｎｄ ｔｈｅ ｎａｎｏｈｏｌｅ

ｉｎ ｔｈｅ Ｂｉ２Ｔｅ３ ｍａｔｒｉｘ ｉｎ ｔｈｅ ＰｂＴｅ ｍａｔｒｉｘ

图 ５　 纳米孔周围的环向热应力

Ｆｉｇ． ５　 Ｈｏｏｐ ｔｈｅｒｍａｌ ｓｔｒｅｓｓｅｓ ａｒｏｕｎｄ ｔｈｅ ｎａｎｏｈｏｌｅ

（ａ） 基于简化表面张力模型的孔周残余环向应力 （ｂ） 基于完整表面张力模型的孔周残余应力

（ａ） Ｔｈｅ ｒｅｓｉｄｕａｌ ｈｏｏｐ ｓｔｒｅｓｓｅｓ ａｒｏｕｎｄ ｔｈｅ ｎａｎｏｈｏｌｅ ｄｅｒｉｖｅｄ （ｂ） Ｔｈｅ ｒｅｓｉｄｕａｌ ｈｏｏｐ ｓｔｒｅｓｓｅｓ ａｒｏｕｎｄ ｔｈｅ ｎａｎｏｈｏｌｅ ｄｅｒｉｖｅｄ

ｆｒｏｍ ｔｈｅ ｓｉｍｐｌｉｆｉｅｄ ｓｕｒｆａｃｅ ｔｅｎｓｉｏｎ ｍｏｄｅｌ ｆｒｏｍ ｔｈｅ ｃｏｍｐｌｅｔｅ ｓｕｒｆａｃｅ ｔｅｎｓｉｏｎ ｍｏｄｅｌ
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（ｃ） Ｂｉ２Ｔｅ３基体中基于完整 Ｇｕｔｉｎ⁃Ｍｕｒｄｏｃｈ 模型的孔周残余应力 （ｄ） ＰｂＴｅ 基体中基于完整 Ｇｕｔｉｎ⁃Ｍｕｒｄｏｃｈ 模型的孔周残余应力

（ｃ） Ｔｈｅ ｒｅｓｉｄｕａｌ ｈｏｏｐ ｓｔｒｅｓｓｅｓ ａｒｏｕｎｄ ｔｈｅ ｎａｎｏｈｏｌｅ （ｄ） Ｔｈｅ ｒｅｓｉｄｕａｌ ｈｏｏｐ ｓｔｒｅｓｓｅｓ ａｒｏｕｎｄ ｔｈｅ ｎａｎｏｈｏｌｅ

ｉｎ ｔｈｅ Ｂｉ２Ｔｅ３ ｍａｔｒｉｘ ｄｅｒｉｖｅｄ ｆｒｏｍ ｔｈｅ ｃｏｍｐｌｅｔｅ ｉｎ ｔｈｅ ＰｂＴｅ ｍａｔｒｉｘ ｄｅｒｉｖｅｄ ｆｒｏｍ ｔｈｅ ｃｏｍｐｌｅｔｅ

Ｇｕｔｉｎ⁃Ｍｕｒｄｏｃｈ ｍｏｄｅｌ Ｇｕｔｉｎ⁃Ｍｕｒｄｏｃｈ ｍｏｄｅｌ

图 ６　 孔周残余应力分布

Ｆｉｇ． ６　 Ｔｈｅ ｒｅｓｉｄｕａｌ ｈｏｏｐ ｓｔｒｅｓｓ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｓ ａｒｏｕｎｄ ｔｈｅ ｎａｎｏｈｏｌｅ

分析图 ６ 可知，无论是简化 Ｇ⁃Ｍ 表面张力模型、完整 Ｇ⁃Ｍ 表面张力模型还是完整 Ｇ⁃Ｍ 模型，表面张力

的引入与变化对残余应力都有显著影响，且此影响主要集中在曲率梯度变化较大的长轴端点附近．此外，表
面张力的增加，将在长轴端点附近产生一个较大的压应力，从而影响孔周的残余应力分布．

（ａ） 表面张力对环向热应力的影响 （ｂ） 表面张力对由热电外载引起的环向热应力的影响

（ａ） Ｔｈｅ ｉｎｆｌｕｅｎｃｅ ｏｆ ｔｈｅ ｓｕｒｆａｃｅ ｔｅｎｓｉｏｎ （ｂ） Ｔｈｅ ｉｎｆｌｕｅｎｃｅ ｏｆ ｔｈｅ ｓｕｒｆａｃｅ ｔｅｎｓｉｏｎ ｏｎ ｔｈｅ ｈｏｏｐ ｔｈｅｒｍａｌ

ｏｎ ｔｈｅ ｈｏｏｐ ｔｈｅｒｍａｌ ｓｔｒｅｓｓ ｓｔｒｅｓｓ ｉｎｄｕｃｅｄ ｂｙ ｔｈｅｒｍｏｅｌｅｃｔｒｉｃ ｅｘｔｅｒｎａｌ ｌｏａｄｉｎｇ

图 ７　 表面张力的引入对环向热应力和由热电外载引起的环向热应力的影响

Ｆｉｇ． ７　 Ｔｈｅ ｉｎｆｌｕｅｎｃｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｓｕｒｆａｃｅ ｔｅｎｓｉｏｎ ｏｎ ｔｈｅ ｈｏｏｐ ｔｈｅｒｍａｌ ｓｔｒｅｓｓ ａｎｄ

ｔｈｅ ｈｏｏｐ ｔｈｅｒｍａｌ ｓｔｒｅｓｓ ｉｎｄｕｃｅｄ ｂｙ ｔｈｅｒｍｏｅｌｅｃｔｒｉｃ ｅｘｔｅｒｎａｌ ｌｏａｄｉｎｇ

为了进一步对比完整 Ｇ⁃Ｍ 模型与简化 Ｇ⁃Ｍ 模型对预测孔周环向热应力和远端热电载荷引起的环向热

应力间的区别，图 ７ 中给出了基于两模型得到的孔周环向热应力与由热电外载引起的环向热应力分布．其中

σ ｔｔ，σ∗
ｔｔ ，σ ｔｔ － σ∗

ｔｔ 含义与图 ４ 相同， σ Ｔ 代表考虑表面效应作用时由热电外载引起的环向应力值，可由环向热

应力减去残余应力得到， σ∗
Ｔ 代表不考虑表面效应作用时由热电外载引起的环向应力值，因此 σ Ｔ － σ∗

Ｔ 代表

表面张力对由热电外载诱导的这部分环向热应力的影响．
如图 ７ 所示，与纳米圆孔问题不同，对于非圆形纳米孔问题，完整的 Ｇ⁃Ｍ 模型和简化的 Ｇ⁃Ｍ 模型的预测

环向热应力的结果间存在着显著差异，特别是在长轴端点附近．同时，随着长径比的增加，这些差异变得更加

明显．因此，使用简化的 Ｇ⁃Ｍ 模型可能会高估孔周的环向应力，从而对纳米孔周围的应力分布预测产生较大
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误差，特别是长轴端点处．此外，图 ７（ｂ）表明，基于简化 Ｇ⁃Ｍ 模型与完整 Ｇ⁃Ｍ 模型，在对由远端热电载荷引

起的热应力进行预测时，应力结果间存在一定的差异，但与在总环向热应力中观察到的总应力差异相比，此
差异相对较小．

（ａ） Ｂｉ２Ｔｅ３基体中表面效应对由热电外载引起的 （ｂ） ＰｂＴｅ 基体中表面效应对由热电外载引起的

环向热应力的影响 环向热应力的影响

（ａ） Ｔｈｅ ｓｕｒｆａｃｅ ｅｆｆｅｃｔｓ ｉｎ ｔｈｅ Ｂｉ２Ｔｅ３ ｍａｔｒｉｘ （ｂ） Ｔｈｅ ｓｕｒｆａｃｅ ｅｆｆｅｃｔｓ ｉｎ ｔｈｅ ＰｂＴｅ ｍａｔｒｉｘ

ｏｎ ｔｈｅ ｈｏｏｐ ｔｈｅｒｍａｌ ｓｔｒｅｓｓ ｉｎｄｕｃｅｄ ｂｙ ｏｎ ｔｈｅ ｈｏｏｐ ｔｈｅｒｍａｌ ｓｔｒｅｓｓ ｉｎｄｕｃｅｄ ｂｙ

ｔｈｅｒｍｏｅｌｅｃｔｒｉｃ ｅｘｔｅｒｎａｌ ｌｏａｄｉｎｇ ｔｈｅｒｍｏｅｌｅｃｔｒｉｃ ｅｘｔｅｒｎａｌ ｌｏａｄｉｎｇ

图 ８　 表面效应对由热电外载引起的环向热应力的影响

Ｆｉｇ． ８　 Ｔｈｅ ｓｕｒｆａｃｅ ｅｆｆｅｃｔｓ ｏｎ ｔｈｅ ｈｏｏｐ ｔｈｅｒｍａｌ ｓｔｒｅｓｓ ｉｎｄｕｃｅｄ ｂｙ ｔｈｅｒｍｏｅｌｅｃｔｒｉｃ ｅｘｔｅｒｎａｌ ｌｏａｄｉｎｇ

为深入研究表面效应对由远端热电载荷引起的热应力的影响，图 ８ 中给出了在不同表面张力情况下，
Ｂｉ２Ｔｅ３和 ＰｂＴｅ 两种热电基体中由热电外载引起的环向热应力分布．可以看出，对于纳米圆孔问题，表面效应

的影响主要集中在残余应力中，而对于热电外载引起的环向应力并无影响．但对于纳米非圆孔洞问题，即使

在小变形情况下，表面效应的存在仍然会影响远端载荷引起的应力分布，并且随着表面张力的增大，这种影

响变得更加显著．但相对于表面张力对残余应力的影响，此影响较小．
基于这些发现，简化的 Ｇ⁃Ｍ 模型可以替代完整的 Ｇ⁃Ｍ 模型，用于计算纳米圆孔周围的环向热应力，然

而，对于长径比较大的椭圆孔，继续使用简化的 Ｇ⁃Ｍ 模型而非完整 Ｇ⁃Ｍ 模型来计算孔周的应力分布，可能会

导致较大的误差．

４　 结　 　 论

基于复变函数理论，本文研究了无限大热电基体中包含纳米孔洞的二维平面问题，利用完整 Ｇ⁃Ｍ 界面

模型精确表征了纳米孔洞界面上的表面弹性与表面张力，基于复变函数理论与保角映射方法，建立了纳米尺

度下完整考虑表面效应的热⁃电⁃力模型．最后，通过数值算例分析了表面弹性与表面张力对环向热应力的贡

献，研究了表面张力、孔径大小和材料参数等因素对热应力分布的影响．主要结论如下：
１） 在纳米尺度下，是否考虑表面效应的预测结果间存在着显著差异．因此，当研究尺度由宏观转为微观

时，忽略表面效应的影响将导致热应力结果产生较大误差，且针对纳米复合热电材料，表面张力的影响对热

应力分布的影响远大于表面弹性．
２） 当纳米孔为圆形时，简化 Ｇ⁃Ｍ 模型与完整 Ｇ⁃Ｍ 模型的预测结果一致．仅由表面张力引起的环向热应

力会随着表面张力值的增加而线性减小，并当纳米圆孔的孔径不断减小时，这种线性变化会愈发明显．
３） 在预测非圆形孔洞周围的热应力分布时，使用简化 Ｇ⁃Ｍ 模型和完整 Ｇ⁃Ｍ 模型的预测结果间会产生

较大差异，随着长径比的减小或表面张力的增加，这种差异会逐渐增加，且表面张力的引入可以在一定程度

上缓解孔周的热应力集中情况．因此对于纳米圆孔问题，可以优先使用简化 Ｇ⁃Ｍ 模型进行计算；而对于椭圆

孔问题，采用完整 Ｇ⁃Ｍ 模型可以得到更加精确的热应力分布情况．
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