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摘要：　 变弯度技术可以提升巡航多升力系数工况下的升阻性能，对于提高整段巡航的经济效益具有重要意义．构
造了光滑连续的流动分离函数约束翼型抖振性能，结合变弯度技术与人工神经网络代理模型搭建了某机翼截面翼

型的巡航多升力系数工况优化模型．应用深度确定性策略梯度（ＤＤＰＧ）方法优化此模型，实现了抖振约束下 ６．８％
的巡航平均升阻比提升，优于粒子群和改进灰狼算法对此模型的优化结果．以优化前后翼型分别生成锥形后掠翼，
验证了二维翼型变弯度优化对三维机翼的贡献．
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０　 引　 　 言

降低巡航阻力、提高巡航升阻比一直以来都是民用客机设计的重要指标［１］ ．传统翼型常以 ５０％燃油载荷

对应的升力系数为设计点进行设计［２⁃３］ ．但在其他燃油载荷下，翼型的升阻性能往往会下降明显．相比于继续

优化设计点获得更好的 ５０％燃油载荷附近的巡航性能，同步优化其他燃油载荷下的非设计点无疑更能提升

整段巡航的平均升阻性能，进而提升巡航的质量和经济性［１］ ．
变弯度技术是近年来发展较快的一种减阻方式．通过后缘襟翼的偏转实现翼型弯度的改变，在不同升力

系数工况下获得更低的巡航阻力［４］ ．如 Ｋａｕｌ 等［３］研究了 ５ 种不同的变弯度构型与基础翼型在－３°到 １０°迎角

范围下的升阻性能差异，其中 ４ 种构型都表现出了优于基础翼型的性能．郭同彪等［５］以设计点单点优化了两

种跨声速翼型，再结合变弯度技术改善了非设计点的升阻性能．而变弯度技术还可与基础翼型的优化耦合，
在基础翼型设计阶段纳入变弯度技术，通过基础翼型的外形优化和弯度搭配，同步提升了多升力系数工况的

升阻性能．Ｎｉｕ 等［４］以基础翼型不同弯度下的最大升阻比作为评价指标来优化翼型基础外形，设计出各工况

下通过弯度变化均可获得较大升阻比的变弯度翼型．
而在民用客机设计中，比经济性要求更严格的是安全性．超临界翼型设计的一个重要方面就是翼型的抖

振特性．随着飞行 Ｍａｃｈ 数和迎角的增长，翼型上表面会产生激波诱导分离区域，激波与分离区相互作用，导
致大范围的激波自持振荡，造成阻力激增与升力损失，甚至对翼面结构造成影响和破坏，严重时还会引发飞

机安全事故［６⁃７］ ．故在飞机设计阶段就必须纳入抖振特性的考虑，飞机巡航升阻性能的提升不能以抖振特性

的减弱为代价．民用客机巡航也要求留有 １．３ｇ 的抖振裕度，即在 １．３ｇ 过载下仍具备正常飞行能力，不出现上

述抖振现象［８］ ．
但精确抖振模拟的计算代价太大，直接代入优化流程会导致难以接受的计算成本［９］ ．故寻常优化设计中

常以气动参数曲线线性段偏移等方法［１０⁃１１］对抖振始发边界进行判断，但这也需计算出完整的气动参数随迎

角变化的曲线，成倍增加优化流程的计算量．故本文参考文献［８］，发展了一种描述翼型上表面流动分离的光

滑连续函数，基于抖振与流动分离的伴随关系，通过对分离函数的限制，实现了抖振性能的约束．
而抖振约束下的变弯度翼型多升力系数工况优化较为复杂，寻常基于梯度的优化算法难以适用．而随机

方法如粒子群（ＰＳＯ）、遗传等群智能算法在设计空间内“撒点式”的寻优虽然常能找到合适的设计结果，但
基于概率来选择进化方向又导致了计算代价大、收敛速度慢、可能陷入局部最优等缺点，在设计场景复杂、需
要反复迭代的变弯度翼型优化中，并不是合适的选择．深度强化学习是近年来兴起的热点，在图像处理［１２⁃１３］、
自动驾驶［１４⁃１５］等领域已经取得了较多研究成果，在翼型气动优化设计方面也有了一定的研究基础［１６⁃１７］ ．不同

于群智能算法“撒点式”逐渐收缩至最优值附近的方式，深度强化学习是一类基于策略学习的机器算法，它
通过与环境的不断交互积累经验，从经验中逐渐学会回报最高的策略．而深度确定性策略梯度（ＤＤＰＧ）方法

作为深度强化学习的经典算法，具有以神经网络精确近似值函数、以经验缓冲离散样本相关性、以目标网络

与现实网络相结合提升训练稳定性等特点，在高维连续动作任务中表现出了良好的性能，在气动设计领域得

到了一定程度的应用．如 Ｙａｎ 等［１８］以升阻力系数为目标提出了一种基于 ＤＤＰＧ 的导弹气动外形优化方法，
成功地设计出性能良好的导弹外形．Ｑｉｎ 等［１９］ 以总压损失系数、吸力面相对层流面积等构建 ＤＤＰＧ 回报函

数，实现了对压气机叶栅叶型的迭代修型，设计出降低 ３．５９％总压损失系数、提高 ２５．４％吸力面相对层流面

积的良好叶栅叶型．
本文将 ＤＤＰＧ 方法应用于抖振约束下的变弯度翼型设计．首先，基于 ＣＦＤ 数值计算样本库搭建了人工

神经网络（ＡＮＮ）代理模型，再结合变弯度技术构建变弯度翼型优化模型，添加几何外形约束和分离函数约

束，并以 ＤＤＰＧ 方法对此模型进行修型优化，利用模型给出的气动参数反馈，学习修型经验，完善修型策略，
实现了翼型优化设计．然后，与 ＰＳＯ 和改进灰狼（ＧＷＯ）两种群智能算法对此模型的优化结果进行比较，验证

了本文 ＤＤＰＧ 方法的良好性能．最后，以此变弯度模型和 ＤＤＰＧ 方法实现了某机翼截面翼型的变弯度优化，
并生成锥形后掠翼验证翼型变弯度优化对三维机翼的贡献．本文主要内容如下：第 １ 节介绍了设计流程中的
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多种方法，包括变弯度技术、分离函数方法、ＤＤＰＧ 方法；第 ２ 节介绍了具体设计过程，包括优化模型、优化过

程、结果分析；第 ３ 节对本文工作进行了总结．

１　 设 计 方 法

１．１　 框架总述

针对巡航阶段翼型调整后缘偏转角度来改变弯度进而改变巡航升阻比的特点，本文搭建了基于 ＤＤＰＧ
方法的变弯度翼型设计框架，实现了翼型几何外形设计和不同升力系数工况下的弯度选择，并与两种群智能

算法的设计结果进行比较．
本文选择类函数 ／形函数变换（ＣＳＴ）作为翼型几何外形参数化方法，通过 Ｌａｔｉｎ 超立方扰动生成设计空

间内的几何外形样本库，加上弯度和迎角形成代理模型的输入，通过 ＣＦＤ 计算得到对应性能参数作为输出，
训练 ＡＮＮ 得到（几何参数＋弯度＋迎角）⁃性能参数的代理模型，进而建立变弯度翼型优化模型，实现输入翼

型 ＣＳＴ 参数，输出不同弯度下的最大升阻比曲线和其平均值．再搭建 ＤＤＰＧ 算法框架与此模型交互，学习翼

型修型策略，并与群智能算法对此模型的优化结果进行比较，验证了 ＤＤＰＧ 方法的良好性能．
基于 ＤＤＰＧ 方法和群智能算法的变弯度翼型优化设计框架如图 １ 所示．框架由三个模块组成：群智能算

法种群池、变弯度翼型优化模型、ＤＤＰＧ 智能体．其中优化模型作为适应度函数对群智能算法种群池个体的

评价可以实现群智能算法的种群寻优；优化模型作为环境供智能体交互学习，可以实现 ＤＤＰＧ 方法修型策

略的完善．群智能算法以翼型 ＣＳＴ 参数作为个体，以优化模型计算个体适应度值，实现种群寻优与更新，循环

迭代得到适应度值最优的个体．ＤＤＰＧ 算法智能体接收 ＣＳＴ 参数作为状态，输出 ＣＳＴ 参数变化量作为动作，
通过环境的反馈学习修型策略，实现最优翼型设计．最后经 ＣＦＤ 验证，比较 ＤＤＰＧ 方法与群智能算法的设计

结果，验证 ＤＤＰＧ 方法在翼型气动设计领域的良好性能，同时得到最优翼型设计结果．

图 １　 变弯度翼型优化设计框架

Ｆｉｇ． １　 Ｔｈｅ ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ ｄｅｓｉｇｎ ｆｒａｍｅｗｏｒｋ ｆｏｒ ｖａｒｉａｂｌｅ ｃｕｒｖａｔｕｒｅ ａｉｒｆｏｉｌｓ

注　 为了解释图中的颜色，读者可以参考本文的电子网页版本，后同．

１．２　 变弯度技术

ＮＡＳＡ 于 ２０１０ 年提出后缘连续可变弯度襟翼（ＶＣＣＴＥＦ）概念［２０⁃２１］，文献［３，２０，２２］对二维多段式襟翼

截面不同偏转方式进行了详细数值研究，研究表明圆形变形的三段式襟翼在多升力系数点下具有优良的升

阻性能．圆形变形方式指三段襟翼依次偏转相同角度，如 ＶＣＣＴＥＦ２２２ 表示三段襟翼依次偏转 ２°，２°，２°．考虑

到未来材料的发展，后缘连续偏转的襟翼还被设定为襟翼各段间柔性材料连接，偏转无缝隙、凸起等．故设定

超临界翼型变弯度方式为：以弦长 ７０％～ ＜８０％，８０％～ ＜９０％，９０％以后为三段襟翼，每段襟翼绕该段前端厚

度中点旋转，旋转后的襟翼与翼型其余部分光滑连接，三段襟翼整体以圆形变形方式偏转．
若直接以三个变量分别控制三段襟翼的偏转角度，则一方面对应于优化中额外添加了三个变量，增加了
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优化难度；另一方面优化所需数据库的样本规模将依托于这三个变量的划分密度成百倍增长，如每个变量离

散为 ６ 个值，计算量就是 ６×６×６ 的倍数增长，是设计中难以接受的．而一个变量控制的圆形变形方式，则显著

降低了需求样本的数量，即在基础翼型计算量上仅仅扩大 ６ 倍，是可以接受的计算成本．此外，圆形变形方式

还能带来更好的升阻性能提升，并有效避免了文献［３，２０，２２］中存在的如 Ｓ 形等低效的变形方式．故本文以

圆形变形方式来实现变弯度的设计．
同一超临界翼型在不同后缘弯度下具有不同的升阻性能，如图 ２ 所示，通过在不同升力系数工况下改变

后缘襟翼偏转角度可以获得各工况下最大的巡航升阻比，进而获得巡航最大升阻比曲线，以此优化翼型基础

外形，实现设计点与非设计点性能的多重提升．

图 ２　 超临界翼型不同后缘偏转角度的升阻比曲线

Ｆｉｇ． ２　 Ｌｉｆｔ⁃ｄｒａｇ ｒａｔｉｏ ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ ｓｕｐｅｒｃｒｉｔｉｃａｌ ａｉｒｆｏｉｌｓ ｕｎｄｅｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｔｒａｉｌｉｎｇ ｅｄｇｅ ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎ ａｎｇｌｅｓ

１．３　 分离函数方法

在抖振边界附近，随着飞行 Ｍａｃｈ 数、迎角（或升力系数）的增大，机翼上表面流动分离区连续迅速增大，
升力损失增加［８］ ．而流动分离区增加到一定大小时，其造成的升力损失接近于 Ｍａｃｈ 数增加或迎角增加带来

的升力增长，升力系数曲线的增长就变得平缓了，抖振就伴随发生了．于是可用上表面流动分离区的大小作

为二维翼型抖振发生的判据，如下式所示：

　 　 Ｓｓｅｐ ＝ １
Ｌｒｅｆ
∫ １
１ ＋ ｅ２ｋｘ ｄＬ， （１）

　 　 ｘ ＝
Ｖ·Ｖ∞

Ｖ · Ｖ∞
， （２）

式中， Ｖ 为实际流动速度， Ｖ∞ 为自由来流速度， Ｌｒｅｆ 为上翼面参考面积（长度）， ｋ 为锐度常数， ｄＬ 为上翼面

流场近壁面基本单元．在本文设计中，分离区大小即分离函数值 Ｓｓｅｐ ＝ ０．０４ 时对应为抖振边界，与文献［８］一
致．下文将与 Δα ＝ ０．１ 方法［１０］比较，验证本文分离函数方法的可靠性．

Δα ＝ ０．１ 方法将翼型气动参数（常为升力系数）曲线线性段所在直线沿迎角 α 增大方向线性偏移 ０．１
后，与原曲线的交点作为抖振边界．如图 ３ 所示，为 ＲＡＥ２８２２ 翼型采用 Δα ＝ ０．１ 方法在不同 Ｍａｃｈ 数下对于

抖振边界的判定结果，为了不同 Ｍａｃｈ 数下升力系数曲线的可视化，将升力系数曲线按 Ｍａｃｈ 数不同在 α 方

向上进行了一定程度的偏移．图 ４ 为分离函数方法判定的结果，图 ５ 为两种方法判断的差距．Δα ＝ ０．１ 方法在

较大 Ｍａｃｈ 数时判定结果会偏小，与文献［８］中的情形是一致的．故本文发展的分离函数方法是可靠的．
１．４　 ＤＤＰＧ 方法

ＤＤＰＧ 是典型的深度强化学习方法［２３］，能够解决高维连续动作空间的策略学习问题．本文将其改善并应

用于变弯度翼型设计，算法框架如图 ６ 所示，算法流程如算法 １ 所示．
ＤＤＰＧ 智能体由两层 ａｃｔｏｒ⁃ｃｒｉｔｉｃ 网络构成，分别是 ａｃｔｏｒ （网络参数为 θ μ）、 ｃｒｉｔｉｃ （θＱ） 和 ｔａｒｇｅｔ⁃

ａｃｔｏｒ （θ μ′）、 ｔａｒｇｅｔ⁃ｃｒｉｔｉｃ （θＱ′）， ａｃｔｏｒ 类网格根据所处状态给出动作，ｃｒｉｔｉｃ 类网格根据状态⁃动作对给出价值

估计．算法收集 ａｃｔｏｒ 与环境互动的经验 （ ｓｔ，ａｔ，ｒｔ，ｓｔ ＋１） 存入经验池 Ｒ ．经验池达到一定规模后，从中随机选

取小批次 Ｍ 条经验数据，以 ｔａｒｇｅｔ⁃ａｃｔｏｒ 基于下一状态 ｓｔ ＋１ 预测下一动作 ａｔ ＋１， ｔａｒｇｅｔ⁃ｃｒｉｔｉｃ 预测对应价值估计
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Ｑ′， 结合当前回报 ｒ和远期价值衰减系数 γ 形成 ｃｒｉｔｉｃ 当前的价值期望 ｙｉ ＝ ｒｉ ＋ γＱ′，通过梯度下降算法最小

化 ｃｒｉｔｉｃ 当前价值估计 Ｑ 与期望 ｙｉ 的差距更新 ｃｒｉｔｉｃ 网络参数 θＱ， 如算法 １ 第 １４ 步所示．再通过梯度上升算

法最大化 ｃｒｉｔｉｃ 价值估计 Ｑ 更新 ａｃｔｏｒ 网络参数 θ μ， 实现 ａｃｔｏｒ 对于良好策略的学习，如算法 １ 第 １５ 步所示．
最后以 ａｃｔｏｒ、ｃｒｉｔｉｃ 网络参数对 ｔａｒｇｅｔ⁃ａｃｔｏｒ、ｔａｒｇｅｔ⁃ｃｒｉｔｉｃ 网络参数进行软更新，如算法 １ 第 １６ 步所示，实现所

有网络的训练．

图 ３　 Δα ＝ ０．１ 方法在不同 Ｍａｃｈ 数下的抖振边界判定

Ｆｉｇ． ３　 Ｂｕｆｆｅｔ ｏｎｓｅｔ ｄｅｔｅｒｍｉｎａｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ Δα ＝ ０．１ ｍｅｔｈｏｄ ｆｏｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ Ｍａｃｈ ｎｕｍｂｅｒｓ

图 ４　 分离函数方法在不同 Ｍａｃｈ 数下的抖振边界判定

Ｆｉｇ． ４　 Ｂｕｆｆｅｔ ｏｎｓｅｔ ｄｅｔｅｒｍｉｎａｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｓｅｐａｒａｔｉｏｎ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｍｅｔｈｏｄ ｆｏｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ Ｍａｃｈ ｎｕｍｂｅｒｓ

图 ５　 Δα ＝ ０．１ 方法和分离函数方法的对比

Ｆｉｇ． ５　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｂｅｔｗｅｅｎ ｔｈｅ Δα ＝ ０．１ ｍｅｔｈｏｄ ａｎｄ ｔｈｅ ｓｅｐａｒａｔｉｏｎ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｍｅｔｈｏｄ

ＤＤＰＧ 算法中经验池的使用使得每批次训练样本来自不同策略，打破了原有样本间的相关性，提高了训

练效率；同时离散的样本在训练中可重复使用，提高了数据利用率，减轻了对数据总量的要求．这也是后文
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ＤＤＰＧ 算法效率远高于群智能算法的重要依据之一．但算法的确定性策略会带来探索能力的匮乏，故在训练

阶段 ａｃｔｏｒ 给出确定动作后，额外添加正态分布噪声  ～ Ｎ（０，σ ２）， 并通过衰减系数 φ 实现前期较大的噪声

以及对应的广泛探索能力，和后期微小的噪声以及足够的收敛能力．

图 ６　 ＤＤＰＧ 算法框架

Ｆｉｇ． ６　 Ｔｈｅ ｆｒａｍｅｗｏｒｋ ｏｆ ＤＤＰＧ

算法 １　 ＤＤＰＧ 算法流程

１　 ｒａｎｄｏｍｌｙ ｉｎｉｔｉａｌｉｚｅ ｎｅｔｗｏｒｋ Ｑ（ ｓ，ａ ｜ θＱ） ａｎｄ μ（ ｓ ｜ θ μ）
２　 ｉｎｉｔｉａｌｉｚｅ ｔａｒｇｅｔ ｎｅｔｗｏｒｋ θＱ′ ← θＱ， θ μ′ ← θ μ

３　 ｉｎｉｔｉａｌｉｚｅ ｒｅｐｌａｙ ｂｕｆｆｅｒ Ｒ

４　 ｉｎｉｔｉａｌｉｚｅ ｎｏｉｓｅ ｐａｒａｍｅｔｅｒ σ，  ～ Ｎ（０，σ ２）
５　 ｆｏｒ ｅｐｉｓｏｄｅ ＝ １， ＥＰＩＳＯＤＥ ｄｏ
６　 ｎｏｉｓｅ ａｔｔｅｎｕａｔｉｏｎ： σ ＝ σ × φ
７　 ｒｅｃｅｉｖｅ ｉｎｉｔｉａｌ ｓｔａｔｅ ｓ１
８　 ｗｈｉｌｅ ｎｏｔ ｄｏｎｅ ｄｏ
９　 ｓｅｌｅｃｔ ａｃｔｉｏｎ ａｔ ＝ μ（ ｓｔ ｜ θ μ） ＋  ａｃｃｏｒｄｉｎｇ ｔｏ ｔｈｅ ｃｕｒｒｅｎｔ ｐｏｌｉｃｙ
１０　 ｅｘｅｃｕｔｅ ａｔ ａｎｄ ｏｂｓｅｒｖｅ ｒｅｗａｒｄ ｒｔ， ｎｅｘｔ ｓｔａｔｅ ｓｔ ＋１， ｔｅｒｍｉｎａｔｉｎｇ ｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎ
１１　 ｓｔｏｒｅ ｔｒａｎｓｉｔｉｏｎ （ ｓｔ，ａｔ，ｒｔ，ｓｔ ＋１） ｉｎ Ｒ

１２　 ｓａｍｐｌｅ ａ ｒａｎｄｏｍ ｍｉｎｉｂａｔｃｈ ｏｆ Ｍ ｔｒａｎｓｉｔｉｏｎｓ ｆｒｏｍ Ｒ

１３　 ｓｅｔ ｙｉ ＝ ｒｉ ＋ γＱ′（ ｓｉ ＋１，μ′（ ｓｉ ＋１ ｜ θ μ′） ｜ θＱ′）

１４　 ｕｐｄａｔｅ ｃｒｉｔｉｃ ｂｙ ｍｉｎｉｍｉｚｉｎｇ ｔｈｅ ｌｏｓｓ： Ｌ ＝ １
Ｍ ∑ ｉ

（ｙｉ － Ｑ（ ｓｉ，ａｉ ｜ θＱ）） ２

１５　 ｕｐｄａｔｅ ｔｈｅ ａｃｔｏｒ ｐｏｌｉｃｙ ｕｓｉｎｇ ｔｈｅ ｓａｍｐｌｅ ｐｏｌｉｃｙ ｇｒａｄｉｅｎｔ：

ÑθμＪ ≈ １
Ｍ ∑

ｉ
ÑａＱ（ ｓ，ａ ｜ θＱ） ｜ ｓ ＝ ｓｉ，ａ ＝ μ（ ｓｉ） Ñθμμ（ ｓ ｜ θ μ） ｜ ｓ ＝ ｓｉ

１６　 ｕｐｄａｔｅ ｔｈｅ ｔａｒｇｅｔ ｎｅｔｗｏｒｋｓ：
θＱ′ ← τθＱ ＋ （１ － τ）θＱ′

θ μ′ ← τθ μ ＋ （１ － τ）θ μ′

１７　 ｅｎｄ ｆｏｒ ．

２　 设 计 过 程

２．１　 优化模型

第 ４ 届阻力预测会议（ＤＰＷ） ［２４］给出跨音速运输机公共研究模型（ＣＲＭ），大量学者基于其机翼和翼型

结合变弯度技术开展了多项减阻研究［２０，２２］和抖振性能优化研究［８⁃９］ ．在 Ｋｅｎｗａｙ 等［８］ 基于机翼外形优化对抖
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振和流动分离的研究中，上表面流动分离首先发生于机翼中段，并随迎角增加呈现向翼尖扩展的趋势．故本

文选取机翼展向 ６０％截面为初始翼型，融合变弯度技术改善其基础外形，在抖振性能不减的前提下，增强其

巡航多升力系数点下的升阻性能．基于此，以 ＣＲＭ 机翼和 ＲＡＥ２８２２ 翼型验证三维、二维网格和计算方法的

正确性，以 ２．５Ｄ 和 ２．７５Ｄ 方法将机翼三维设计工况转变为翼型二维设计工况．再发散得到二维非设计工况，
来研究变弯度翼型的多升力系数工况优化．

ＣＲＭ 机翼设计工况为：巡航 Ｍａｃｈ 数 ０．８５、Ｒｅｙｎｏｌｄｓ 数 ５００ 万、升力系数 ０．５．三维网格收敛性验证如表 １
所示，网格数量与 ＤＰＷ 总结文献［２４⁃２５］相近．中等网格压力云图如图 ７ 所示，不同截面压力分布如图 ８ 所

示，参考值为文献［２６］的计算结果，文献［２７］也有类似结果．可以看出三维中等网格已基本收敛，可以用于

后续研究．
表 １　 ＣＲＭ 机翼网格收敛性验证

Ｔａｂｌｅ １　 Ｍｅｓｈ ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｓｔｕｄｙ ｆｏｒ ｔｈｅ ＣＲＭ ｗｉｎｇ

ｍｅｓｈ ｓｉｚｅ α ／ （ °） Ｍａ Ｃｌ Ｃｄ

ｃｏａｒｓｅ １ ０８９ ０４８ ２．４７ ０．８５ ０．５００ ０．０２２ １

ｍｅｄｉｕｍ ５ ０８３ ５８４ ２．４３ ０．８５ ０．５００ ０．０２１ ５

ｆｉｎｅ ２１ ０２８ ６２５ ２．４２ ０．８５ ０．５００ ０．０２１ ４

图 ７　 机翼表面压力云图

Ｆｉｇ． ７　 Ｗｉｎｇ ｓｕｒｆａｃｅ ｐｒｅｓｓｕｒｅ ｃｏｎｔｏｕｒｓ

图 ８　 不同网格精度下机翼截面压力分布

Ｆｉｇ． ８　 Ｗｉｎｇ ｓｅｃｔｉｏｎ ｐｒｅｓｓｕｒｅ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｓ ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｇｒｉｄ ｆｉｎｅｓｓｅｓ
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　 　 ＲＡＥ２８２２ 翼型验证工况为：Ｍａｃｈ 数 ０．７３，Ｒｅｙｎｏｌｄｓ 数 ６．５×１０６，迎角 ３．１９°（升力系数 ０．８０３），二维网格收

敛性验证如图 ９ 所示，其中参考值 ｒｅｆ 来自 ＡＧＡＲＤ 的 ｃａｓｅ ９［２８］ ．参考值的工况为： Ｍａ ＝ ０．７３，α ＝ ３．１９°，Ｃ ｌ ＝
０．８０３，Ｃｄ ＝ ０．０１６ ８．虚曲线是 Ｍａｃｈ 数修正为 ０．７３４［２９］，能更精确地对照 ｒｅｆ 的激波位置．可以看出二维中等网

格已基本收敛，可以用于后续研究．

图 ９　 ＲＡＥ２８２２ 翼型网格收敛性验证

Ｆｉｇ． ９　 Ｍｅｓｈ ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｓｔｕｄｙ ｆｏｒ ｔｈｅ ＲＡＥ２８２２ ａｉｒｆｏｉｌ

２．５Ｄ 和 ２．７５Ｄ 方法是三维与二维流动差异的弥补，使得二维设计仍对三维设计有足够的贡献．２．５Ｄ 方

法称为经典后掠理论或余弦规则［３０］，适用于翼型与无限翼展后掠翼之间的参数转换，如式（３）—（６）所示：
　 　 Ｃ′ｐ ＝ Ｃｐ ／ ｃｏｓ２Λ， （３）
　 　 Ｃ′ｌ ＝ Ｃ ｌ ／ ｃｏｓ２Λ， （４）
　 　 Ｃ′ｄ ＝ Ｃｄ ／ ｃｏｓ２Λ， （５）
　 　 Ｍ′∞ ＝ Ｍ∞·ｃｏｓ Λ， （６）

等式左边为二维参数，右边为三维参数， Λ 为 １ ／ ４ 弦线后掠角．
而实际机翼还需考虑根尖效应的影响，在设计时额外对二维升力进行 １．１～１．２ 倍放大［３１］，即
　 　 Ｃ′ｌ ＝ （１．１ ～ １．２）Ｃ ｌ ／ ｃｏｓ２Λ ． （７）
但跨声速机翼 ／翼型上表面激波的出现，导致 ２．５Ｄ 方法精度有了较大下降，基于激波位置附近 １ ／ ２ 弦线

后掠角的 ２．７５Ｄ 方法［３２⁃３３］ 就迅速发展而成，限于篇幅，不做介绍．而 Ｓｔｒｅｉｔ 等［３４］ 也以 １ ／ ２ 弦线后掠角改进了

２．５Ｄ 方法．本文分别以 ２．７５Ｄ 和改进 ２．５Ｄ 方法将三维工况 （Ｍａ 和 Ｃ ｌ） 转换为二维工况，计算截面翼型的压

力分布，再转换回三维压力分布，与机翼实际三维计算结果对比，如图 １０ 所示．可见改进后的 ２．５Ｄ 与 ３Ｄ 计

算结果基本一致，只是因为缺少激波后的机翼展向流动信息导致激波后压力分布有些差距．但 ２．７５Ｄ 方法不

仅激波后表现不佳，在前缘上表面、尾缘上下表面更是与 ３Ｄ 结果有着较大差距．故本文以改进 ２．５Ｄ 方法进

行后续设计，转换前后的设计工况如表 ２ 所示，机翼 １ ／ ２ 弦线后掠角取 ２９．８８°．
表 ２　 ２．５Ｄ 方法工况转换结果

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｃａｓｅ ｃｏｎｖｅｒｓｉｏｎ ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｔｈｅ ２．５Ｄ ｍｅｔｈｏｄ

Ｍａ Ｃｌ Ｒｅ

３Ｄ ０．８５ ０．５ ５×１０６

２Ｄ ０．７３７ ０．７９８ ５×１０６

　 　 基于巡航过程中燃油重量的不断变化，设定巡航为升力系数 ０．７ 至 ０．９，０．０１ 为间隔的均匀工况．如图 ２
所示，低于 ０．７ 时，各弯度下升阻比相近，变弯度设计意义不大；高于 ０．９ 时也对应于最大角度的变弯度．故设

定工况为 ０．７ 至 ０．９，也使得 ０．８ 为工况中心．文献［３５］介绍了具体根据巡航不同阶段重量变化的工况比例，
本文参考文献［２６］，以多工况同等重要做方法研究．即设定优化目标为多工况下的平均最大升阻比最大，对
应为图 ２ 中不同弯度下的最大升阻比曲线的平均值最大．而若以此曲线按不同权值加权平均，也可实现不同

重量工况的重要程度分级．但对本文方法研究无影响，仅是设计结果侧重于不同重量工况阶段，故不深入考
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虑．翼型的后缘襟翼角度离散为［０°，１°，２°，３°，４°，５°］，更大范围的角度变化在 ０．７ 至 ０．９ 的工况内无明显升

阻性能提升，更密的襟翼角度分布也是使得最大升阻比曲线更加光滑，无突出性能提升．

图 １０　 ２．５Ｄ、２．７５Ｄ 和 ３Ｄ 计算的压力分布对比

Ｆｉｇ． １０　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｐｒｅｓｓｕｒｅ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｓ ｆｏｒ ２．５Ｄ， ２．７５Ｄ ａｎｄ ３Ｄ ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎｓ

综上，本文变弯度翼型优化模型如图 １１ 所示，翼型外形以 ６ 阶 ＣＳＴ 描述，结合不同弯度后，以 ＡＮＮ 实现

几何到气动的快速计算，再以不同弯度下的最大升阻比曲线的平均值作为此翼型的优化目标．其中 ＡＮＮ 各

层节点数目为［１６，３２，６４，１２８，１２８，６４，３２，３］，输入为 １４ 个 ＣＳＴ 参数加上弯度和迎角，输出为升力系数、阻
力系数和分离函数值．样本数据为 １ ０００ 个翼型×６ 个弯度×２０ 个迎角，不同弯度对应迎角范围不同，数据

６０％用于训练，４０％用于验证．ＡＮＮ 训练收敛曲线如图 １２ 所示，横轴为训练迭代次数 Ｉｔ，纵轴为均方误差损

失函数的值Ｌｌｏｓｓ ．ＡＮＮ 的仿真线性回归分析如图 １３ 所示，横轴为真实值 ｙ， 纵轴为 ＡＮＮ 的预测值 ｙ ．ＡＮＮ 用

作翼型气动计算代理模型有着成熟的经验，如王沐晨等［３６］、张珺等［３７］基于神经网络均实现了从几何参数到

气动参数的精确映射，并基于此映射模型实现了翼型几何外形的快速优化设计．

图 １１　 优化模型

Ｆｉｇ． １１　 Ｔｈｅ ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ ｍｏｄｅｌ

在优化模型中，额外添加翼型厚度约束，为前缘半径、最大厚度、尾缘厚度不小于初始的 ９０％（不小于初

始值为对照组）；添加分离函数约束，为升力系数 １．０７５ 以前分离函数值不大于 ０．０４．分离函数值随升力系数

增长而增长，１．０７５ 前分离函数值不大于 ０．０４ 也就保证了分离函数值达到 ０．０４ 时升力系数不小于 １．０７５，即
抖振边界不小于 １．０７５．如图 １４ 所示，１．０７５ 为初始翼型抖振边界，约为设计升力系数 ０．７９８ 的 １．３５ 倍，图 １４
为初始翼型不同弯度下两种方法得到的抖振边界．优化模型结合变弯度技术和分离函数方法，实现输入 １４
个 ＣＳＴ 参数，输出平均最大升阻比和多重约束信息．
２．２　 优化过程

基于上述优化模型，本文以翼型 １４ 维 ＣＳＴ 参数作为状态，１４ 维参数变化量作为动作，设立 ＤＤＰＧ 方法，
从翼型初始外形出发，学习回报最高的修型路线．其中回报函数如式（８）所示， ｒ 为奖励函数值， ｘ 为 ＣＳＴ 参
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数， ｆ（ｘ） 为目标项， ｇ（ｘ） 为约束项； ｆ（ｘ） 具体如式（９）所示， ｇ（ｘ） 在不同约束不满足时取不同的常数值：
　 　 ｒ ＝ ｆ（ｘ） － ｇ（ｘ）， （８）
　 　 ｆ（ｘ） ＝ ｃ１ × ｅｃ２×（Ｃｌ（ｘ） ／ Ｃｄ（ｘ）） － ｃ３， （９）

式中 Ｃ ｌ（ｘ） 与 Ｃｄ（ｘ） 为 ＣＳＴ 参数对应翼型的升阻力系数， ｃ１，ｃ２，ｃ３ 为常数，在本文中取值为 ０．００５，０．１５，１００，
使得目标项 ｆ（ｘ） 在达到较优值附近时回报函数具有更大的梯度，进而使得较优值附近的微小进步也能够被

智能体所学习．

图 １２　 训练集和验证集的损失函数收敛曲线

Ｆｉｇ． １２　 Ｌｏｓｓ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｃｕｒｖｅｓ ｆｏｒ ｔｈｅ ｔｒａｉｎｉｎｇ ｓｅｔ ａｎｄ ｔｈｅ ｖｅｒｉｆｉｃａｔｉｏｎ ｓｅｔ

图 １３　 整体数据集预测的 Ｃｌ， Ｃｄ， Ｓｓｅｐ 的线性回归图

Ｆｉｇ． １３　 Ｌｉｎｅａｒ ｒｅｇｒｅｓｓｉｏｎ ｐｌｏｔｓ ｏｆ Ｃｌ， Ｃｄ ａｎｄ Ｓｓｅｐ ｐｒｅｄｉｃｔｅｄ ｂｙ ｔｈｅ ｏｖｅｒａｌｌ ｄａｔａ ｓｅｔ

图 １４　 初始翼型不同弯度下的抖振边界

Ｆｉｇ． １４　 Ｂｕｆｆｅｔ ｏｎｓｅｔｓ ｏｆ ｉｎｉｔｉａｌ ａｉｒｆｏｉｌ ｓｈａｐｅｓ ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｃａｍｂｅｒｓ

以此 ＤＤＰＧ 算法进行寻优，收敛曲线如图 １５ 所示，横轴为训练代数，纵轴为奖励函数值．其中红色曲线

为 ５ 步修型，ａｃｔｏｒ 动作上限为状态空间大小的 １ ／ ５，即 ａｃｔｏｒ 通过 ５ 步可至状态空间内的任意状态，ａｃｔｏｒ 在达

到给定升阻比以上或是累计 ５ 步后停止修型．蓝色曲线为 １ 步修型，ａｃｔｏｒ 动作上限为状态空间大小，即 １ 步

可至状态空间内的任意状态．
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图 １５　 ＤＤＰＧ 收敛曲线

Ｆｉｇ． １５　 Ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ ＤＤＰＧ

为验证 ＤＤＰＧ 方法设计结果的合理性，用优劣两种群智能算法对本文模型的优化结果作对比，算法为

ＰＳＯ［３８］和改进 ＧＷＯ［３９］ ．两种算法流程相似，如图 １６ 所示，其中适应度为优化目标的相反数（转为 ｍｉｎ 问

题），不满足约束的个体适应度受到额外惩罚．两种算法收敛曲线如图 １７ 所示，种群大小均为 ６０，改进 ＧＷＯ
具有更强的寻优能力，其头狼的额外混沌搜索能显著增强寻优效率和增加跳出局部最优的能力．

图 １６　 群智能算法流程

Ｆｉｇ． １６　 Ｔｈｅ ｆｌｏｗ ｃｈａｒｔ ｏｆ ｔｈｅ ｓｗａｒｍ ｉｎｔｅｌｌｉｇｅｎｃｅ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ

图 １７　 群智能算法收敛曲线

Ｆｉｇ． １７　 Ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｓｗａｒｍ ｉｎｔｅｌｌｉｇｅｎｃｅ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ
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２．３　 结果分析

初始翼型和 ＰＳＯ、ＧＷＯ、ＤＤＰＧ⁃５、ＤＤＰＧ⁃１ 的优化翼型结果如表 ３ 所示，ｂａｓｅ ０ 表示不可变弯度的初始翼

型，ｂａｓｅ 表示可变弯度初始翼型．第一行为基于优化模型得到的平均最大升阻比，第二行为算法运行时间．第
三、四行为各翼型 ＣＦＤ 计算验证，分别是平均最大升阻比和抖振边界．

其中各翼型基于优化模型和 ＣＦＤ 计算得到的升阻比相近，误差在 ０．５％以内，说明本文基于 ＡＮＮ 的优

化模型的精度是可以接受的．ＧＷＯ、ＤＤＰＧ⁃５、ＤＤＰＧ⁃１ 优化升阻比相近，且相比于 ＰＳＯ 有更大的优化效果，说
明了本文 ＤＤＰＧ 算法对变弯度翼型优化模型有着较强的优化效果，与较优的群智能算法有相当的优化能

力，这是 ａｃｔｏｒ⁃ｃｒｉｔｉｃ 网络架构和衰减噪声的作用．ａｃｔｏｒ⁃ｃｒｉｔｉｃ 的结构使得 ＤＤＰＧ 算法能够更容易和更稳定地

学会修型策略，衰减的噪声则在保证后期收敛能力的同时增强了前期的探索能力，保证了 ＤＤＰＧ 算法较强

的寻优能力．而分离函数在升力系数 １．０７５ 前不大于 ０．０４ 的约束也使得各优化翼型均有不小于 １．０７５ 的抖振

边界，淘汰掉了以降低抖振性能为代价减阻的一批翼型．最后在算法效率方面，虽通过 ＡＮＮ 替代了 ＣＦＤ 计算

过程，但每个翼型以不同弯度和迎角对 ＡＮＮ 的多次调用仍是算法运行的主要时间消耗，如何从更少的样本

中学会优化方式是算法效率的关键．ＤＤＰＧ 算法一边根据当前策略填充经验池，一边从经验池中抽取历史经

验学习，可实现对于历史经验的重复使用，使其在样本利用率方面具有显见的优势，也就具有了优于群智能

算法的强大寻优效率．而 １ 步修型的 ＤＤＰＧ⁃１ 在相同算法代数下仅生成和使用 ５ 步修型 １ ／ ５ 的经验数据，也
就具有近 ５ 倍的算法效率，且优化能力也不差于其他几种，故 ＤＤＰＧ⁃１ 无疑是本文优化能力强且效率最高的

算法，其优化结果相比于初始不可变弯翼型也取得了 ６．８％的升阻比提升．
表 ３　 优化结果比较

Ｔａｂｌｅ ３　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ ｒｅｓｕｌｔｓ

ｂａｓｅ ０ ｂａｓｅ ＰＳＯ ＧＷＯ ＤＤＰＧ⁃５ ＤＤＰＧ⁃１
Ｃｌ ／ Ｃｄ － ６２．３７ ６４．６７ ６５．００ ６５．１２ ６５．０４

ｔ ／ ｓ － － ８６１．４８ ８２４．８６ ２３５．２４ ４８．３３
Ｃｌ ／ Ｃｄ （ＣＦＤ） ６１．１５ ６２．８０ ６４．５２ ６５．２８ ６５．１８ ６５．２９

ｂｕｆｆｅｔ ｏｎｓｅｔ １．０７５ １．０７５ １．１０３ １．０８５ １．１２１ １．０７６

　 　 初始翼型和不同优化翼型的升阻比曲线如图 １８ 所示，曲线的拐点是弯度发生变化，从升力系数 ０．７ 至

０．９ 每条曲线的襟翼角度均从 ０°逐渐增加至 ５°．图 １８ 中每条曲线均等价于图 ２ 中的紫色曲线，是不同弯度下

升阻比曲线的最大值．随升力系数增长，升阻比与迎角均增长，在达到拐点时，弯度与迎角发生突变．之后升

阻比与迎角均随升力系数继续增长，形成整条最大值曲线．而弯度若能连续变化，这些曲线的拐点也会更加

细密，拐点处也就不会呈现严重的不连续现象，或者说曲线本身就会更加光滑连续．但曲线所处范围不会在

图 １８ 的基础上发生太大变化，即平均最大升阻比的值不会有太大变化．而弯度连续变化会使得数据库需求

样本量成倍增加，故综合考虑下，本文以离散弯度变化来简化设计．

图 １８　 不同方法优化的升阻比最大曲线

Ｆｉｇ． １８　 Ｌｉｆｔ ｔｏ ｄｒａｇ ｒａｔｉｏ ｍａｘｉｍｕｍ ｃｕｒｖｅｓ ｏｐｔｉｍｉｚｅｄ ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｍｅｔｈｏｄｓ

图 １８ 中彩色实曲线是本文厚度约束不低于初始 ９０％的优化结果，彩色虚曲线是不低于初始 １００％的结
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果，黑色实曲线是可变弯度初始翼型，黑色虚曲线是不可变弯初始翼型．初始翼型从通用飞机标准模型 ＣＲＭ
机翼上截取，性能本就良好，加入变弯度后在大升力系数工况下更得到明显改善，故彩色虚曲线的群智能算

法和 ＤＤＰＧ 方法在优化翼型基础外形后均只能取得较小性能改善．而适当放松厚度约束后，才能取得如彩色

实曲线所示的较大的升阻性能优化．实际翼型设计中，略微放宽厚度约束，也是提升升阻性能的重要手段，但
也伴随着机翼容积减少等负面影响，需多方面综合考虑．

实曲线对应翼型基础几何外形如图 １９ 所示，可见不同优化结果均是翼型前半段下表面收缩，后半段整

体下沉，尾缘变化更加平缓．这些变化使得翼型初始弯度更小，且最大弯度位置前移．一方面使得低升力工况

下阻力更小；另一方面通过尾缘变弯获得大升力的同时，最大弯度位置不会过于后移，也对应具有更小的阻

力．如此，优化后翼型在不同升力系数工况下均具有比初始不可变弯翼型更优的升阻性能，在整段巡航中具

有更高的效率．

图 １９　 不同方法优化的几何外形

Ｆｉｇ． １９　 Ｇｅｏｍｅｔｒｉｃ ｐｒｏｆｉｌｅｓ ｏｐｔｉｍｉｚｅｄ ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｍｅｔｈｏｄｓ

图 ２０　 锥形后掠翼

Ｆｉｇ． ２０　 Ｔｈｅ ｃｏｎｉｃａｌ ｓｗｅｐｔ ｗｉｎｇ

（ａ） 初始 （ｂ） ＤＤＰＧ⁃１ 优化后

（ａ） Ｉｎｉｔｉａｌ ｃｕｒｖｅｓ （ｂ） Ｃｕｒｖｅｓ ａｆｔｅｒ ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ ｂｙ ＤＤＰＧ⁃１
图 ２１　 机翼升阻比曲线

Ｆｉｇ． ２１　 Ｌｉｆｔ⁃ｄｒａｇ ｒａｔｉｏ ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｗｉｎｇ
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基于仅优化一个截面翼型的基础，分别以初始翼型和 ＤＤＰＧ⁃１ 优化翼型作截面，参考 ＣＲＭ 机翼外翼段，
以弦长 １、展弦比 ６．６、后掠角 ３５°、稍根比 ０．３７６ 作锥形后掠翼．根据改进 ２．５Ｄ 方法对应三维工况为 Ｍａｃｈ 数

０．９，升力系数 ０．４４６，这里外翼段后掠角不等同于 ＣＲＭ 机翼后掠角，故三维工况有些变化．锥形后掠翼几何

外形如图 ２０ 所示，升阻比曲线如图 ２１ 所示．可见变弯度提高了多工况下的升阻比，且 ＤＤＰＧ⁃１ 优化也提高

了后掠翼的升阻性能，说明变弯度以及二维翼型优化对三维机翼优化有着实际的贡献．

３　 总　 　 结

１） 本文基于 ＶＣＣＴＥＦ 思想设计了一种变弯度翼型优化模型，通过翼型基础几何外形优化和弯度改变实

现巡航多升力系数工况升阻性能提高，进而提升整段巡航性能．
２） 本文基于抖振与流动分离的伴随关系，发展了二维翼型分离函数方法，通过对上表面流动分离的约

束，限制抖振边界不低于初始翼型，避免升阻性能优化带来抖振性能衰减的负面影响．文中也通过对比传统

抖振边界判断 Δα ＝ ０．１ 方法验证了本文分离函数方法的有效性．
３） 本文将 ＤＤＰＧ 方法应用于上述变弯度翼型模型在巡航阶段的多升力系数工况优化，通过对算法的设

置，实现 ＤＤＰＧ 智能体对多弯度多约束复杂模型的快速高效寻优．并通过与群智能算法优化结果的对比，验
证了 ＤＤＰＧ 方法的可行性与高效性．

４） 本文以上述优化模型与方法实现了 ＣＲＭ 机翼截面翼型的变弯度设计与优化，实现了巡航阶段 ６．８％
的升阻比提升，并通过 ２．５Ｄ 方法验证了二维变弯度翼型设计对三维机翼设计的贡献．
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４３（１）： ７７⁃８３． （ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［３７］　 张珺， 李立州， 原梅妮． 径向基函数参数化翼型的气动力降阶模型优化［ Ｊ］ ． 应用数学和力学， ２０１９， ４０（３）：
２５０⁃２５８．（ＺＨＡＮＧ Ｊｕｎ， ＬＩ Ｌｉｚｈｏｕ， ＹＵＡＮ Ｍｅｉｎｉ． Ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ ｏｆ ＲＢＦ ｐａｒａｍｅｔｅｒｉｚｅｄ ａｉｒｆｏｉｌｓ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ａｅｒｏｄｙ⁃
ｎａｍｉｃ ＲＯＭ［Ｊ］ ． Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ａｎｄ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ， ２０１９， ４０（３）： ２５０⁃２５８． （ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［３８］　 ＫＥＮＮＥＤＹ Ｊ， ＥＢＥＲＨＡＲＴ Ｒ． Ｐａｒｔｉｃｌｅ ｓｗａｒｍ ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ［Ｃ］ ／ ／ Ｉｃｎｎ９５⁃Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ Ｃｏｎｆｅｒｅｎｃｅ ｏｎ Ｎｅｕｒａｌ
Ｎｅｔｗｏｒｋｓ． Ｐｅｒｔｈ， ＷＡ， Ａｕｓｔｒａｌｉａ： ＩＥＥＥ， １９９５．

［３９］　 张贾奎， 崔利杰， 郭庆， 等． 基于 Ｔｅｎｔ 混沌序列的灰狼优化算法［Ｊ］ ． 微电子学与计算机， ２０１８， ３５（６）： １１⁃１６．
（ＺＨＡＮＧ Ｊｉａｋｕｉ， ＣＵＩ Ｌｉｊｉｅ， ＧＵＯ Ｑｉｎｇ， ｅｔ ａｌ． Ｇｒｅｙ ｗｏｌｆ ｏｐｔｉｍｉｚｅｒ ｂａｓｅｄ ｏｎ Ｔｅｎｔ ｃｈａｏｔｉｃ ｓｅｑｕｅｎｃｅ［Ｊ］ ． Ｍｉｃｒｏｅ⁃
ｌｅｃｔｒｏｎｉｃｓ ａｎｄ Ｃｏｍｐｕｔｅｒ， ２０１８， ３５（６）： １１⁃１６．（ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

０６ 应　 用　 数　 学　 和　 力　 学　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ２０２４ 年　 第 ４５ 卷


