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摘要：　 纳米压痕实验是研究材料的力学性能和表面形貌的重要手段，当接触区尺寸减小时，压头与试件接触表面

间的黏附作用将无法忽视，因此，考虑黏附作用对压头作用下的接触问题具有重要的价值．功能梯度压电材料（ＦＧ⁃
ＰＭ）兼具梯度材料和压电材料的优点，用作涂层可有效地抑制接触损伤和破坏．该文将针对梯度压电材料在导电压

头作用下的黏附接触问题开展研究，假设功能梯度压电涂层的材料参数按照指数形式变化，基于 Ｍａｕｇｉｓ 黏附模型，
利用 Ｆｏｕｒｉｅｒ 积分变换获得了功能梯度压电涂层在导电压头作用下的二维无摩擦黏附接触问题的控制奇异积分方

程，并采用 Ｅｒｄｏｇａｎ⁃Ｇｕｐｔａ 的数值方法求解，获得了黏附应力、梯度参数和压头所带电荷对力⁃电耦合响应的影响．研
究结果为利用功能梯度压电材料涂层改善材料表面的接触行为提供了理论依据，同时可为压电结构及器件的设计

提供帮助．
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０　 引　 　 言

随着微机电系统和仿生器械的快速发展，对于结构和构件的黏附接触及损伤的研究已经引起了科学家

和工程师们的广泛关注．对于均匀弹性材料的黏附接触问题，学者们先后建立了 Ｂｒａｄｌｅｙ 刚体模型［１］、ＪＫＲ 模

型［２］、ＤＭＴ 模型［３］、Ｍａｕｇｉｓ⁃Ｄｕｇｄａｌｅ（Ｍ⁃Ｄ）模型［４］、双 Ｈｅｒｔｚ 模型［５］ ．近年来，学者们将这些经典模型发展到新

型复合材料中，并研究其黏附接触行为．Ｃｈｅｎ 等［６］研究了压电半空间球面刚性冲头的微尺度黏附接触问题，
结果表明，压电效应对压电材料的黏附接触行为有显著影响； Ｓｅｒｇｉｃｉ 等［７］ 研究了球形压头与弹性层状介质

之间的无摩擦黏附接触问题；Ｃｈｅｎ 等［８⁃９］建立了幂型梯度材料的黏附接触模型，给出了黏附接触界面临界拉

脱半径的解析解，研究结果表明，功能梯度材料的黏附接触拉脱力与材料的弹性模量无关， 但依赖于材料的

梯度变化、球体半径及黏附能；Ｊｉｎ 和 Ｇｕｏ 等［１０⁃１５］相继建立了幂型梯度材料的轴对称无摩擦 ＪＫＲ 黏附接触模

型和受表面粗糙度影响的黏附接触模型以及双 Ｈｅｒｔｚ 黏附接触模型，并将黏附接触模型扩展到了压电材料，
以上研究更详细的内容可参见文献［１４］．

有学者将功能梯度材料的设计理念引入到压电材料，从而为功能梯度压电材料（ＦＧＰＭ）的制备提供了

设计思路，已经取得的大量研究成果表明，将 ＦＧＰＭ 用作涂层能有效改善均匀压电材料接触表面的力学性

能和损伤，并实现可设计性．Ｚｈｕ 等［１６］研究了利用 ＦＧＰＭ 作为均匀压电材料表面的涂层，有效抑制了器件使

用过程中的破坏行为；Ｋｅ 等［１７⁃１８］研究了参数随指数变化的 ＦＧＰＭ 与刚性绝缘和导电压头的二维无摩擦接触

问题，研究结果表明，材料梯度指数和压头特性对功能梯度压电涂层的接触力学性能产生显著影响；Ｌｉｕ
等［１９⁃２１］对材料参数呈指数变化的功能梯度压电涂层在绝缘与导电压头作用下的轴对称无摩擦接触问题进

行了研究，发现导电压头作用下的最大接触应力值小于绝缘压头下的值，同时还研究了绝缘压头作用下的功

能梯度压电涂层部分滑移接触问题；Ｓｕ 等［２２⁃２３］深入研究了功能梯度压电涂层在导电压头作用下的部分滑移

接触问题；刘兴伟等［２４］研究了一维六方压电准晶中正 ｎ 边形孔边裂纹的反平面问题；马占洲等［２５］基于层合

板模型研究了梯度压电涂层 Ｒｅｉｓｓｎｅｒ⁃Ｓａｇｏｃｉ 问题；代文鑫等［２６］研究了导电压头作用下的多层 ＦＧＰＭ 涂层二

维接触问题，更详细的内容可参见文献［２３］及相关文献．
特别地，Ｂａｎｅｙ 等［２７］建立了平行弹性长圆柱体（均匀弹性材料）之间的 Ｍ⁃Ｄ 黏附接触模型，并给出了一

个参数 λ 来控制不同接触理论的适用范围；Ｌｉ 等［２８⁃３３］建立了功能梯度材料相关的 Ｍ⁃Ｄ 黏附接触模型，并比

较系统地研究了功能梯度涂层二维和轴对称黏附接触问题，同时还考虑了尺度效应，详细的研究内容可参见

文献［３４］．本文在功能梯度压电涂层二维接触问题基本解的基础上，利用 Ｍ⁃Ｄ 黏附理论，建立了刚性圆柱导

电压头与功能梯度压电涂层二维黏附接触模型，给出了刚性圆柱导电压头作用下，功能梯度压电涂层二维无

摩擦黏附接触问题的控制方程，并转化为 Ｃａｕｃｈｙ 奇异积分方程．标准化后，采用 Ｅｒｄｏｇａｎ⁃Ｇｕｐｔａ 的方法进行

了数值计算，并定量分析了黏附应力、梯度参数和压头所带电荷对拉脱力、接触应力、电荷分布、压痕及电势

等力电参数的影响．本文的研究丰富了 ＦＧＰＭ 黏附接触理论，对解决功能梯度压电涂层二维黏附接触问题具

有一定的理论指导意义．

１　 功能梯度压电涂层⁃基底结构二维问题的通解

考虑厚度为 ｈ 的功能梯度压电涂层与均匀压电基底半空间完美黏接， ｘ 轴位于涂层和基底之间的界面

处， ｚ 轴沿竖直方向向上，涂层上表面（ ｚ ＝ ｈ，ｘ ＝ ０）处受法向集中线载荷 Ｐ、切向集中线载荷Ｑ以及正集中线

电荷 Г 的共同作用，该问题的力学模型如图 １（ａ）所示，并假设沿厚度方向极化压电材料，功能梯度压电涂层
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的材料参数沿 ｚ 轴方向呈指数形式变化［１７⁃２０，２２⁃２３］，即
　 　 { ｃｌｋ（ ｚ），ｅｌｋ（ ｚ），εｌｌ（ ｚ） } ＝ （ｃｌｋ０，ｅｌｋ０，εｌｌ０）ｅβｚ，　 　 ０ ≤ ｚ ≤ ｈ， （１）

其中， ｃｌｋ０，ｅｌｋ０ 和 εｌｌ０ 分别代表功能梯度压电涂层与均匀压电基底半空间在 ｚ ＝ ０ 处的弹性常数、压电常数和

介电常数； β 代表涂层内材料参数的梯度指数， β ＝ ０ 代表涂层和基底是同种均匀压电材料．关于该问题通解

的具体推导过程可参见附录 Ａ，后文中方程推导和数值计算将会用到．

（ａ） 法向、切向集中线载荷 Ｐ、Ｑ 和正集中线电荷 Г 共同作用 （ｂ） 刚性导电压头作用

（ａ） Ｕｎｄｅｒ ｎｏｒｍａｌ ａｎｄ ｔａｎｇｅｎｔｉａｌ ｃｏｎｃｅｎｔｒａｔｅｄ ｌｉｎｅ ｌｏａｄ Ｐ， Ｑ ａｎｄ （ｂ） Ｕｎｄｅｒ ｔｈｅ ｒｉｇｉｄ ｃｏｎｄｕｃｔｉｎｇ ｉｎｄｅｎｔｅｒ
ｐｏｓｉｔｉｖｅ ｃｏｎｃｅｎｔｒａｔｅｄ ｌｉｎｅ ｃｈａｒｇｅ Г

图 １　 功能梯度压电涂层⁃压电半空间接触力学分析模型

Ｆｉｇ． １　 Ｆｕｎｃｔｉｏｎａｌｌｙ ｇｒａｄｅｄ ｐｉｅｚｏｅｌｅｃｔｒｉｃ ｃｏａｔｉｎｇ⁃ｐｉｅｚｏｅｌｅｃｔｒｉｃ ｈａｌｆ ｓｐａｃｅ ｃｏｎｔａｃｔ ｍｅｃｈａｎｉｃｓ ａｎａｌｙｓｉｓ ｍｏｄｅｌｓ

如图 １（ｂ）所示，假设压头是刚性的，其上作用有法向集中线载荷 Ｐ 和正集中线电荷 Γ， 并按要求将其

安置在 ＦＧＰＭ 涂层和均匀压电基底半空间上，在 ＦＧＰＭ 涂层表面将会形成接触区 ２ａ 和电势 φ１； 在接触区外

（ｘ ＞ ａ ）， 假设接触应力和电荷分布均为零，不计摩擦．此问题可用 ＦＧＰＭ 涂层和均匀压电基底半空间二

维无摩擦接触问题的基本解（附录 Ａ 中式（Ａ３６）—（Ａ３８））进行求解．
假设 ｐ（ｘ） 和 ｅ（ｘ）（ － ａ≤ ｘ≤ ａ） 分别为表面接触区内的法向接触压力和电荷分布，即 σｚｚ１（ｘ，ｈ） ＝ － ｐ（ｘ）

和 Ｄｚ１（ｘ，ｈ） ＝ － ｅ（ｘ）， 利用叠加原理，对附录 Ａ 中式（Ａ３６）—（Ａ３８）在接触区内积分，可以获得刚性导电压

头作用下接触表面的位移分量和电势表达式：

　 　 ｕｘ１（ｘ，ｈ） ＝ －
ｉｆ∞１１
２ ∫ａ

－ａ
ｐ（ ｔ）ｓｇｎ（ｘ － ｔ）ｄｔ － ｉ

π ∫
ａ

－ａ
ｐ（ ｔ） ∫∞

０
Ｆ１１ －

ｆ∞１１
ｓ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｓｉｎ［ ｓ（ｘ － ｔ）］ｄｓｄｔ －

　 　 　 　
ｉｆ∞１３
２ ∫ａ

－ａ
ｅ（ ｔ）ｓｇｎ（ｘ － ｔ）ｄｔ － ｉ

π ∫
ａ

－ａ
ｅ（ ｔ） ∫∞

０
Ｆ１３ －

ｆ∞１３
ｓ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｓｉｎ［ ｓ（ｘ － ｔ）］ｄｓｄｔ， （２）

　 　 ｕｚ１（ｘ，ｈ） ＝
ｆ∞２１
π ∫

ａ

－ａ
ｐ（ ｔ）ｌｎ ｘ － ｔ ｄｔ － １

π ∫
ａ

－ａ
ｐ（ ｔ） ∫∞

０
Ｆ２１ －

ｆ∞２１
ｓ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｃｏｓ［ ｓ（ｘ － ｔ）］ｄｓｄｔ ＋

　 　 　 　
ｆ∞２３
π ∫

ａ

－ａ
ｅ（ ｔ）ｌｎ ｘ － ｔ ｄｔ － １

π ∫
ａ

－ａ
ｅ（ ｔ） ∫∞

０
Ｆ２３ －

ｆ∞２３
ｓ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｃｏｓ［ ｓ（ｘ － ｔ）］ｄｓｄｔ， （３）

　 　 φ１（ｘ，ｈ） ＝
ｆ∞３１
π ∫

ａ

－ａ
ｐ（ ｔ）ｌｎ ｘ － ｔ ｄｔ － １

π ∫
ａ

－ａ
ｐ（ ｔ） ∫∞

０
Ｆ３１ －

ｆ∞３１
ｓ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｃｏｓ［ ｓ（ｘ － ｔ）］ｄｓｄｔ ＋

　 　 　 　
ｆ∞３３
π ∫

ａ

－ａ
ｅ（ ｔ）ｌｎ ｘ － ｔ ｄｔ － １

π ∫
ａ

－ａ
ｅ（ ｔ） ∫∞

０
Ｆ３３ －

ｆ∞３３
ｓ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｃｏｓ［ ｓ（ｘ － ｔ）］ｄｓｄｔ ． （４）

２　 刚性圆柱导电压头作用下无摩擦黏附接触问题的求解

２．１　 建立黏附接触模型

为了便于问题的求解，压头选用圆柱型，并假设 ＦＧＰＭ 涂层和均匀压电基底半空间在刚性圆柱导电压

头作用下的二维无摩擦黏附接触满足 Ｍ⁃Ｄ 黏附理论［２７⁃３４］，如图 ２ 所示的 ＦＧＰＭ 涂层在导电压头作用下的力

学模型．图 ２（ａ）为黏附接触模型，图 ２（ｂ）为涂层表面的应力分布．根据 Ｍ⁃Ｄ 黏附理论，其黏附功可表示为 ｗ
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＝ σ０ｈ０， 当两个接触物体表面间的距离小于 ｈ０ 时，其接触表面的黏附应力为 σ０， 于是接触表面的应力分布

可重新表示为

　 　 ｐ（ｘ） ＝
σ（ｘ） － σ０，　 　 ｘ ≤ ａ，
－ σ０， ａ ＜ ｘ ≤ ｃ，
０， ｘ ＞ ｃ ．

ì

î

í

ï
ï

ïï

（５）

（ａ） 黏附接触模型 （ｂ） 涂层表面的应力分布

（ａ） Ｔｈｅ ａｄｈｅｓｉｖｅ ｃｏｎｔａｃｔ ｍｏｄｅｌ （ｂ） Ｔｈｅ ｓｔｒｅｓｓ ｏｎ ｔｈｅ ｃｏａｔｉｎｇ ｓｕｒｆａｃｅ
图 ２　 ＦＧＰＭ 涂层在导电压头作用下的力学模型

Ｆｉｇ． ２　 Ｔｈｅ ｍｅｃｈａｎｉｃａｌ ｍｏｄｅｌ ｆｏｒ ｔｈｅ ＦＧＰＭ ｃｏａｔｉｎｇ ｕｎｄｅｒ ａ ｃｏｎｄｕｃｔｉｎｇ ｉｎｄｅｎｔｅｒ

对于圆柱压头，当接触区 ２ａ 远小于压头半径 Ｒ 时，圆柱压头的外形可近似为如下抛物线［１７⁃１８，２３，２６，２８⁃３０］：

　 　 ｕｚ１（ｘ，ｈ） ＝ δ０ － ｘ２

２Ｒ
，　 　 － ａ ≤ ｘ ≤ ａ， （６）

式中， δ０ 表示发生在接触区域中心的最大压痕深度， Ｒ 表示刚性圆柱压头的半径，

　 　
∂ｕｚ１（ｘ，ｈ）

∂ｘ
＝ － ｘ

Ｒ
． （７）

黏附接触在 ｘ ＝ ｃ 和 ｘ ＝ ａ 两点处的位移须满足如下条件［２８⁃３０］：
　 　 ｕｚ１（ｃ，ｈ） － ｕｚ１（ａ，ｈ） ＝ ｈ０ － （ｃ２ － ａ２） ／ （２Ｒ） ． （８）
涂层接触表面 ｘ ＝ ０ 处的压痕 δ０ 可表示为

　 　 δ０ ＝ ｕｚ１（０，ｈ） － ｕｚ１（１ ０００ａ，ｈ） ． （９）
涂层接触表面 ｘ ＝ ０ 处的电势 φ０ 可表示为

　 　 φ０ ＝ φ１（０，ｈ） － φ１（１ ０００ａ，ｈ） ． （１０）
２．２　 奇异积分方程的建立

考虑黏附时，式（２）—（４）重新表示为

　 　 ｕｘ１（ｘ，ｈ） ＝ －
ｉｆ∞１１
２ ∫ａ

－ａ
σ（ ｔ）ｓｇｎ（ｘ － ｔ）ｄｔ － ｉ

π ∫
ａ

－ａ
σ（ ｔ） Ｉ１（ｘ，ｔ）ｄｔ ＋

ｉｆ∞１１
２ ∫ｃ

－ｃ
σ０ｓｇｎ（ｘ － ｔ）ｄｔ ＋

　 　 　 　 ｉ
π ∫

ｃ

－ｃ
σ０Ｉ１（ｘ，ｔ）ｄｔ －

ｉｆ∞１３
２ ∫ａ

－ａ
ｅ（ ｔ）ｓｇｎ（ｘ － ｔ）ｄｔ － ｉ

π ∫
ａ

－ａ
ｅ（ ｔ） Ｉ２（ｘ，ｔ）ｄｔ， （１１）

　 　 ｕｚ１（ｘ，ｈ） ＝
ｆ∞２１
π ∫

ａ

－ａ
σ（ ｔ）ｌｎ ｘ － ｔ ｄｔ － １

π ∫
ａ

－ａ
σ（ ｔ） Ｉ３（ｘ，ｔ）ｄｔ －

ｆ∞２１
π ∫

ｃ

－ｃ
σ０ ｌｎ ｘ － ｔ ｄｔ ＋

　 　 　 　 １
π ∫

ｃ

－ｃ
σ０Ｉ３（ｘ，ｔ）ｄｔ ＋

ｆ∞２３
π ∫

ａ

－ａ
ｅ（ ｔ）ｌｎ ｘ － ｔ ｄｔ － １

π ∫
ａ

－ａ
ｅ（ ｔ） Ｉ４（ｘ，ｔ）ｄｔ， （１２）

　 　 φ１（ｘ，ｈ） ＝
ｆ∞３１
π ∫

ａ

－ａ
σ（ ｔ）ｌｎ ｘ － ｔ ｄｔ － １

π ∫
ａ

－ａ
σ（ ｔ） Ｉ５（ｘ，ｔ）ｄｔ －

ｆ∞３１
π ∫

ｃ

－ｃ
σ０ ｌｎ ｘ － ｔ ｄｔ ＋

０３２ 应　 用　 数　 学　 和　 力　 学　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ２０２４ 年　 第 ４５ 卷



　 　 　 　 １
π ∫

ｃ

－ｃ
σ０Ｉ５（ｘ，ｔ）ｄｔ ＋

ｆ∞３３
π ∫

ａ

－ａ
ｅ（ ｔ）ｌｎ ｘ － ｔ ｄｔ － １

π ∫
ａ

－ａ
ｅ（ ｔ） Ｉ６（ｘ，ｔ）ｄｔ， （１３）

其中

　 　 Ｉ１（ｘ，ｔ） ＝ ∫∞
０

Ｆ１１ －
ｆ∞１１
ｓ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｓｉｎ［ ｓ（ｘ － ｔ）］ｄｓ， Ｉ２（ｘ，ｔ） ＝ ∫∞

０
Ｆ１３ －

ｆ∞１３
ｓ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｓｉｎ［ ｓ（ｘ － ｔ）］ｄｓ，

　 　 Ｉ３（ｘ，ｔ） ＝ ∫∞
０

Ｆ２１ －
ｆ∞２１
ｓ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｃｏｓ［ ｓ（ｘ － ｔ）］ｄｓ， Ｉ４（ｘ，ｔ） ＝ ∫∞

０
Ｆ２３ －

ｆ∞２３
ｓ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｃｏｓ［ ｓ（ｘ － ｔ）］ｄｓ，

　 　 Ｉ５（ｘ，ｔ） ＝ ∫∞
０

Ｆ３１ －
ｆ∞３１
ｓ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｃｏｓ［ ｓ（ｘ － ｔ）］ｄｓ， Ｉ６（ｘ，ｔ） ＝ ∫∞

０
Ｆ３３ －

ｆ∞３３
ｓ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｃｏｓ［ ｓ（ｘ － ｔ）］ｄｓ ．

将式（１１）—（１３）对 ｘ 求导，可以得到如下无摩擦黏附接触问题的 Ｃａｕｃｈｙ 奇异积分方程：

　 　
∂ｕｘ１（ｘ，ｈ）

∂ｘ
＝ － ｉｆ∞１１σ（ｘ） － ｉ

π ∫
ａ

－ａ
σ（ ｔ）Ｑ１（ｘ，ｔ）ｄｔ － ｉｆ∞１３ｅ（ｘ） － ｉ

π ∫
ａ

－ａ
ｅ（ ｔ）Ｑ２（ｘ，ｔ）ｄｔ ＋

　 　 　 　
ｉｆ∞１１σ０

π
－

ｉσ０

π ∫∞
０
（ ｓＦ１１ － ｆ∞１１）

２
ｓ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｃｏｓ（ ｓｘ）ｓｉｎ（ ｓｃ）ｄｓ， （１４）

　 　
∂ｕｚ１（ｘ，ｈ）

∂ｘ
＝
ｆ∞２１
π ∫

ａ

－ａ

σ（ ｔ）
ｘ － ｔ

ｄｔ ＋ １
π ∫

ａ

－ａ
σ（ ｔ）Ｑ３（ｘ，ｔ）ｄｔ ＋

ｆ∞２３
π ∫

ａ

－ａ

ｅ（ ｔ）
ｘ － ｔ

ｄｔ ＋ １
π ∫

ａ

－ａ
ｅ（ ｔ）Ｑ４（ｘ，ｔ）ｄｔ －

　 　 　 　
ｆ∞２１σ０

π
ｌｎ ｘ － ｃ

ｘ ＋ ｃ
－
σ０

π ∫
∞

０
（ ｓＦ２１ － ｆ∞２１） － ２

ｓ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｓｉｎ（ ｓｘ）ｓｉｎ（ ｓｃ）ｄｓ， （１５）

　 　
∂φ１（ｘ，ｈ）

∂ｘ
＝
ｆ∞３１
π ∫

ａ

－ａ

σ（ ｔ）
ｘ － ｔ

ｄｔ ＋ １
π ∫

ａ

－ａ
σ（ ｔ）Ｑ５（ｘ，ｔ）ｄｔ ＋

ｆ∞３３
π ∫

ａ

－ａ

ｅ（ ｔ）
ｘ － ｔ

ｄｔ ＋ １
π ∫

ａ

－ａ
ｅ（ ｔ）Ｑ６（ｘ，ｔ）ｄｔ －

　 　 　 　
ｆ∞３１σ０

π
ｌｎ ｘ － ｃ

ｘ ＋ ｃ
－
σ０

π ∫
∞

０
（ ｓＦ３１ － ｆ∞３１） － ２

ｓ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｓｉｎ（ ｓｘ）ｓｉｎ（ ｓｃ）ｄｓ， （１６）

其中

　 　
Ｑ ｊ（ｘ，ｔ） ＝

∂［ Ｉ ｊ（ｘ，ｔ）］
∂ｘ

，　 　 　 ｊ ＝ １，２，

Ｑ ｊ（ｘ，ｔ） ＝ －
∂［ Ｉ ｊ（ｘ，ｔ）］

∂ｘ
，　 　 ｊ ＝ ３，４，５，６ ．

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

假设压头是一个绝缘体，那么法向电位移在接触表面为零，即 Ｄｚ１（ｘ，ｈ） ＝ ∂φ１（ｘ，ｈ） ／ ∂ｘ ＝ ０， 从而可得到

绝缘压头作用下，ＦＧＰＭ 涂层和均匀压电基底半空间无摩擦黏附接触问题的奇异积分方程

　 　
∂ｕｘ１（ｘ，ｈ）

∂ｘ
＝ － ｉｆ∞１１σ（ｘ） － ｉ

π ∫
ａ

－ａ
σ（ ｔ）Ｑ１（ｘ，ｔ）ｄｔ ＋

ｉｆ∞１１σ０

π
－

　 　 　 　
ｉσ０

π ∫∞
０
（ ｓＦ１１ － ｆ∞１１）

２
ｓ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｃｏｓ（ ｓｘ）ｓｉｎ（ ｓｃ）ｄｓ， （１７）

　 　
∂ｕｚ１（ｘ，ｈ）

∂ｘ
＝
ｆ∞２１
π ∫

ａ

－ａ

σ（ ｔ）
ｘ － ｔ

ｄｔ ＋ １
π ∫

ａ

－ａ
σ（ ｔ）Ｑ３（ｘ，ｔ）ｄｔ －

ｆ∞２１σ０

π
ｌｎ ｘ － ｃ

ｘ ＋ ｃ
－

　 　 　 　
σ０

π ∫
∞

０
（ ｓＦ２１ － ｆ∞２１） － ２

ｓ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｓｉｎ（ ｓｘ）ｓｉｎ（ ｓｃ）ｄｓ ． （１８）

若为均匀压电半空间无摩擦黏附接触问题，则奇异积分方程为

　 　
∂ｕｘ１（ｘ，ｈ）

∂ｘ
＝ － ｉｆ∞１１σ（ｘ） － ｉｆ∞１３ｅ（ｘ） ＋

ｉｆ∞１１σ０

π
， （１９）

　 　
∂ｕｚ１（ｘ，ｈ）

∂ｘ
＝
ｆ∞２１
π ∫

ａ

－ａ

σ（ ｔ）
ｘ － ｔ

ｄｔ ＋
ｆ∞２３
π ∫

ａ

－ａ

ｅ（ ｔ）
ｘ － ｔ

ｄｔ －
ｆ∞２１σ０

π
ｌｎ ｘ － ｃ

ｘ ＋ ｃ
， （２０）

　 　
∂φ１（ｘ，ｈ）

∂ｘ
＝
ｆ∞３１
π ∫

ａ

－ａ

σ（ ｔ）
ｘ － ｔ

ｄｔ ＋
ｆ∞３３
π ∫

ａ

－ａ

ｅ（ ｔ）
ｘ － ｔ

ｄｔ －
ｆ∞３１σ０

π
ｌｎ ｘ － ｃ

ｘ ＋ ｃ
． （２１）
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根据静力学平衡关系，考虑黏附时，涂层表面接触应力 ｐ（ｘ） ＝ σ（ｘ） － σ０， 电荷分布 ｅ（ｘ） 与法向集中力

Ｐ、总电荷 Γ 满足下列关系：

　 　 Ｐ ＝ ∫ａ
－ａ
σ（ ｔ）ｄｔ － ∫ｃ

－ｃ
σ０ｄｔ， （２２）

　 　 Γ ＝ ∫ａ
－ａ
ｅ（ ｔ）ｄｔ ． （２３）

ＦＧＰＭ 涂层表面接触应力 ｐ（ｘ） 在接触区边缘（ｘ ＝ ±ａ） 处是光滑的，在接触区内表面电势 φ１（ｘ，ｈ） 是一

个常数，则有 ∂φ１（ｘ，ｈ） ／ ∂ｘ ＝ ０．同时， 根据文献［１８］， 刚性圆柱导电压头的电荷 ｅ（ｘ） 可以分解为下面两个

部分：
　 　 ｅ（ｘ） ＝ ｅ１（ｘ） ＋ ｅ２（ｘ）， （２４）

其中， ｅ１（ｘ） 是由法向载荷 Ｐ引起的表面电荷分布，且在接触边缘（ｘ ＝ ±ａ） 光滑，ｅ２（ｘ） 是由电势 φ１（ｘ，ｈ） 引

起的表面电荷分布，其在接触区边缘具有－１ ／ ２ 奇异性，根据文献［１８］，结合式 （７）可得到

　 　
ｆ∞２１
π ∫

ａ

－ａ

σ（ ｔ）
ｘ － ｔ

ｄｔ ＋ １
π ∫

ａ

－ａ
σ（ ｔ）Ｑ３（ｘ，ｔ）ｄｔ ＋

ｆ∞２３
π ∫

ａ

－ａ

ｅ１（ ｔ）
ｘ － ｔ

ｄｔ ＋ １
π ∫

ａ

－ａ
ｅ１（ ｔ）Ｑ４（ｘ，ｔ）ｄｔ －

　 　 　 　
ｆ∞２１σ０

π
ｌｎ ｘ － ｃ

ｘ ＋ ｃ
－
σ０

π ∫
∞

０
（ ｓＦ２１ － ｆ∞２１） － ２

ｓ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｓｉｎ（ ｓｘ）ｓｉｎ（ ｓｃ）ｄｓ ＝ － ｘ

Ｒ
， （２５）

　 　
ｆ∞３１
π ∫

ａ

－ａ

σ（ ｔ）
ｘ － ｔ

ｄｔ ＋ １
π ∫

ａ

－ａ
σ（ ｔ）Ｑ５（ｘ，ｔ）ｄｔ ＋

ｆ∞３３
π ∫

ａ

－ａ

ｅ１（ ｔ）
ｘ － ｔ

ｄｔ ＋ １
π ∫

ａ

－ａ
ｅ１（ ｔ）Ｑ６（ｘ，ｔ）ｄｔ －

　 　 　 　
ｆ∞３１σ０

π
ｌｎ ｘ － ｃ

ｘ ＋ ｃ
－
σ０

π ∫
∞

０
（ ｓＦ３１ － ｆ∞３１） － ２

ｓ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｓｉｎ（ ｓｘ）ｓｉｎ（ ｓｃ）ｄｓ ＝ ０， （２６）

　 　 ∫ａ
－ａ
σ（ ｔ）ｄｔ － ２ｃσ０ ＝ Ｐ， （２７）

　 　 ∫ａ
－ａ
ｅ１（ ｔ）ｄｔ ＝ Γ１， （２８）

　 　
ｆ∞２３
π ∫

ａ

－ａ

ｅ２（ ｔ）
ｘ － ｔ

ｄｔ ＋ １
π ∫

ａ

－ａ
ｅ２（ ｔ）Ｑ４（ｘ，ｔ）ｄｔ ＝ ０， （２９）

　 　 ∫ａ
－ａ
ｅ２（ ｔ）ｄｔ ＝ Γ － Γ１ ＝ Γ２， （３０）

其中， Γ１ 是与法向荷载 Ｐ 关联的电荷， Γ２ 是与电势 φ１（ｘ，ｈ） 关联的电荷．
将式（１２）代入式（８），得到求解位移差的表达式：

　 　 ｕｚ１（ｃ，ｈ） － ｕｚ１ ａ，ｈ( ) ＝
ｆ∞２１
π ∫

ａ

－ａ
σ（ ｔ）ｌｎ ｃ － ｔ

ａ － ｔ
ｄｔ － １

π ∫
ａ

－ａ
σ（ ｔ）［ Ｉ３（ｃ，ｔ） － Ｉ３（ａ，ｔ）］ｄｔ －

　 　 　 　
ｆ∞２１σ０

π ∫ｃ
－ｃ
ｌｎ ｃ － ｔ

ａ － ｔ
ｄｔ ＋

σ０

π ∫
ｃ

－ｃ
［ Ｉ３（ｃ，ｔ） － Ｉ３（ａ，ｔ）］ｄｔ ＋

ｆ∞２３
π ∫

ａ

－ａ
ｅ（ ｔ）ｌｎ ｃ － ｔ

ａ － ｔ
ｄｔ －

　 　 　 　 １
π ∫

ａ

－ａ
ｅ（ ｔ）［ Ｉ４（ｃ，ｔ） － Ｉ４（ａ，ｔ）］ｄｔ ＝ ｈ０ － ｃ２ － ａ２

２Ｒ
． （３１）

２．３　 积分区间的变换

利用如下的变量代换［２８，３４］，将式（２５）—（３０）转化为如下形式：
　 　 ｘ ＝ ａζ， ｔ ＝ ａη， － １ ≤ ζ ≤ １， － １ ≤ η ≤ １， ｃ ＝ ｍａ，

　 　
ｆ∞２１
π ∫

１

－１

σ（η）
ζ － η

ｄη ＋ ａ
π ∫

１

－１
σ（η）Ｋ２１（ζ，η）ｄη ＋

ｆ∞２３
π ∫

１

－１

ｅ１（η）
ζ － η

ｄη ＋ ａ
π ∫

１

－１
ｅ１（η）Ｋ２３（ζ，η）ｄη ＝

　 　 　 　
ｆ∞２１σ０

π
ｌｎ ζ － ｍ

ζ ＋ ｍ
＋
σ０

π ∫
∞

０
（ ｓＦ２１ － ｆ∞２１） － ２

ｓ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｓｉｎ（ ｓａζ）ｓｉｎ（ ｓａｍ）ｄｓ － ａζ

Ｒ
， （３２）

　 　
ｆ∞３１
π ∫

１

－１

σ（η）
ζ － η

ｄη ＋ ａ
π ∫

１

－１
σ（η）Ｋ３１（ζ，η）ｄη ＋

ｆ∞３３
π ∫

１

－１

ｅ１（η）
ζ － η

ｄη ＋ ａ
π ∫

１

－１
ｅ１（η）Ｋ３３（ζ，η）ｄη ＝
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ｆ∞３１σ０

π
ｌｎ ζ － ｍ

ζ ＋ ｍ
＋
σ０

π ∫
∞

０
（ ｓＦ３１ － ｆ∞３１） － ２

ｓ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｓｉｎ（ ｓａζ）ｓｉｎ（ ｓａｍ）ｄｓ， （３３）

　 　 ａ ∫１
－１
σ（η）ｄη － ２ａｍσ０ ＝ Ｐ， （３４）

　 　 ａ ∫１
－１
ｅ１（η）ｄη ＝ Γ１， （３５）

　 　
ｆ∞２３
π ∫

１

－１

ｅ２（η）
ζ － η

ｄη ＋ ａ
π ∫

１

－１
ｅ２（η）Ｋ２３（ζ，η）ｄη ＝ ０， （３６）

　 　 ａ ∫１
－１
ｅ２（η）ｄη ＝ Γ２， （３７）

其中

　 　 Ｋｍｎ（ζ，η） ＝ ∫∞
０
（ ｓＦｍｎ － ｆ∞ｍｎ）ｓｉｎ［ ｓａ（ζ － η）］ｄｓ，　 　 ｍ ＝ ２，３； ｎ ＝ １，３．

式（３１）变换为

　 　
ｆ∞２１ａ
π ∫１

－１
σ（η）ｌｎ ｍ － η

１ － η
ｄη － ａ

π ∫
１

－１
σ（η）［ Ｉ３（ｍ，η） － Ｉ３（１，η）］ｄη －

ｆ∞２１σ０ｍａ
π ∫１

－１
ｌｎ ｍ － ｍη

１ － ｍη
ｄη ＋

　 　 　 　
ｍａσ０

π ∫１
－１
［ Ｉ３（ｍ，ｍη） － Ｉ３（１，ｍη）］ｄη ＋

ｆ∞２３ａ
π ∫１

－１
ｅ１（η）ｌｎ

ｍ － η
１ － η

ｄη －

　 　 　 　 ａ
π ∫

１

－１
ｅ１（η）［ Ｉ４（ｍ，η） － Ｉ４（１，η）］ｄη ＝ ｈ０ － ａ２（ｍ２ － １）

２Ｒ
． （３８）

式（９）变换为

　 　 δ０ ＝
ｆ∞２１ａ
π ∫１

－１
σ（η）ｌｎ η

１ ０００ － η
ｄη － ａ

π ∫
１

－１
σ（η）［ Ｉ３（０，η） － Ｉ３（１ ０００，η）］ｄη －

　 　 　 　
ｍａｆ∞２１σ０

π ∫１
－１
ｌｎ ｍη

１ ０００ － ｍη
ｄη ＋

ｍａσ０

π ∫１
－１
［ Ｉ３（０，ｍη） － Ｉ３（１ ０００，ｍη）］ｄη ＋

　 　 　 　
ｆ∞２３ａ
π ∫１

－１
ｅ（η）ｌｎ η

１ ０００ － η
ｄη － ａ

π ∫
１

－１
ｅ（η）［ Ｉ４（０，η） － Ｉ４（１ ０００，η）］ｄη ． （３９）

式（１０）变换为

　 　 φ０ ＝
ｆ∞３１ａ
π ∫１

－１
σ（η）ｌｎ η

１ ０００ － η
ｄη － ａ

π ∫
１

－１
σ（η）［ Ｉ５（０，η） － Ｉ５（１ ０００，η）］ｄη －

　 　 　 　
ｍａｆ∞３１σ０

π ∫１
－１
ｌｎ ｍη

１ ０００ － ｍη
ｄη ＋

ｍａσ０

π ∫１
－１
［ Ｉ５（０，ｍη） － Ｉ５（１ ０００，ｍη）］ｄη ＋

　 　 　 　
ｆ∞３３ａ
π ∫１

－１
ｅ（η）ｌｎ η

１ ０００ － η
ｄη － ａ

π ∫
１

－１
ｅ（η）［ Ｉ６（０，η） － Ｉ６（１ ０００，η）］ｄη ． （４０）

２．４　 方程的离散化

涂层表面接触应力 σ（η） 和法向荷载引起的电荷分布 ｅ１（η） 可表示为［１８，２３］

　 　 σ（η） ＝ χ（η） １ － η２ ， ｅ１（η） ＝ χ
１（η） １ － η２ ． （４１）

式（３２）、（３３）和（３６）为第一类 Ｃａｕｃｈｙ 奇异积分方程，考虑 Ｅｒｄｏｇａｎ⁃Ｇｕｐｔａ 的方法［３５⁃３６］，对其进行离散后

可数值求解．首先将式（３２）—（３５）进行离散，从而得到

　 　 ∑
Ｎ

ｌ ＝ １

１ － η２
ｌ

Ｎ ＋ １
ｆ∞２１

ζｋ － ηｌ

＋ ａＫＬ
２１（ζｋ，ηｌ）

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
χ（ηｌ） ＋

ｆ∞２３
ζｋ － ηｌ

＋ ａＫＬ
２３（ζｋ，ηｌ）

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
χ
１（ηｌ）{ } ＝

　 　 　 　
ｆ∞２１σ０

π
ｌｎ

ζｋ － ｍ
ζｋ ＋ ｍ

＋
σ０

π ∫
∞

０
ｓＦ２１ － ｆ∞２１( ) － ２

ｓ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｓｉｎ（ ｓａζｋ）ｓｉｎ（ ｓａｍ）ｄｓ －

ａζｋ
Ｒ

， （４２）

　 　 ∑
Ｎ

ｌ ＝ １

１ － η２
ｌ

Ｎ ＋ １
ｆ∞３１

ζｋ － ηｌ

＋ ａＫＬ
３１（ζｋ，ηｌ）

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
χ（ηｌ） ＋

ｆ∞３３
ζｋ － ηｌ

＋ ａＫＬ
３３（ζｋ，ηｌ）

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
χ
１（ηｌ）{ } ＝
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ｆ∞３１σ０

π
ｌｎ

ζｋ － ｍ
ζｋ ＋ ｍ

＋
σ０

π ∫
∞

０
（ ｓＦ３１ － ｆ∞３１） － ２

ｓ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｓｉｎ（ ｓａζｋ）ｓｉｎ（ ｓａｍ）ｄｓ， （４３）

　 　 Ｐ ＝ πａ∑
Ｎ

ｌ ＝ １

１ － η２
ｌ

Ｎ ＋ １
χ（ηｌ）

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
－ ２ｍａσ０， （４４）

　 　 Γ１ ＝ πａ∑
Ｎ

ｌ ＝ １

１ － η２
ｌ

Ｎ ＋ １
χ
１（ηｌ）

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ， （４５）

其中

　 　 ηｌ ＝ ｃｏｓ［ ｌπ ／ （Ｎ ＋ １）］， ζｋ ＝ ｃｏｓ［π（２ｋ － １） ／ （２（Ｎ ＋ １））］，　 　 ｋ ＝ １，２，…，Ｎ ＋ １，

　 　 ＫＬ
ｍｎ（ζｋ，ηｌ） ＝ ∫∞

０
（ ｓＦｍｎ － ｆ∞ｍｎ）ｓｉｎ［ ｓａ（ζｋ － ηｌ）］ｄｓ，　 　 ｍ ＝ ２，３； ｎ ＝ １，３．

式（４２）—（４５）所构成的方程组中共有 ２Ｎ ＋ ４ 个方程，待求未知数 χ（η１）， χ（η２），…， χ（ηＮ）， χ
１（η１），

χ
１（η２），…， χ

１（ηＮ），Γ１，Ａ，ｍ 为 ２Ｎ ＋ ３ 个，其中 ｍ 需要通过构建位移差方程来确定．根据文献［３６］，在求解

时，离散点 Ｎ 取偶数，忽略式（４２）和（４３）中各自的第 ｋ ＝ Ｎ ／ ２ ＋ １ 个方程，这样得到的 ２Ｎ ＋ ２ 个方程就可以

求解除 ｍ 之外的 ２Ｎ ＋ ２ 个未知量．
由于电荷 ｅ２（η） 具有 － １ ／ ２ 奇异性，可设［１８，２３］

　 　 ｅ２（η） ＝ χ
２（η） ／ １ － η２ ． （４６）

同样，使用 Ｅｒｄｏｇａｎ⁃Ｇｕｐｔａ 的方法对式（３６）和（３７）进行离散［３５⁃３６］，从而得到

　 　 １
Ｎ∑

Ｎ

ξ ＝ １

ｆ∞２３
ζｔ － ηξ

＋ ａＫＳ
４（ζｔ，ηξ）

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
χ
２（ηξ） ＝ ０， （４７）

　 　 πａ
Ｎ ∑

Ｎ

ξ ＝ １

χ
２（ηξ） ＝ Γ２， （４８）

其中

　 　 ηξ ＝ ｃｏｓ［（２ξ － １）π ／ （２Ｎ）］， ζｔ ＝ ｃｏｓ（πｔ ／ Ｎ），　 　 ｔ ＝ １，２，…，Ｎ － １，

　 　 ＫＳ
４（ζｔ，ηξ） ＝ ∫∞

０
（ ｓＦ２３ － ｆ∞２３）ｓｉｎ［ ｓａ（ζｔ － ηξ）］ｄｓ ．

在求解 ｍ 值时，需要将方程式（３８）写成差值形式［２８⁃３４］，然后利用二分法进行迭代，其差值形式如下：

　 　 ε（ｍ） ＝ ∑
Ｎ

ｌ ＝ １

１ － η２
ｌ

Ｎ ＋ １
ｆ∞２１ａｌｎ

ｍ － ηｌ

１ － ηｌ

－ ａ［ Ｉ３（ｍ，ηｌ） － Ｉ３（１，ηｌ）］{ } χ（ηｌ） －

　 　 　 　
ｆ∞２１σ０ｍａ

π ∫１
－１
ｌｎ ｍ － ｍη

１ － ｍη
ｄη ＋

ｍａσ０

π ∫１
－１
［ Ｉ３（ｍ，ｍη） － Ｉ３（１，ｍη）］ｄη ＋

　 　 　 　 ∑
Ｎ

ｌ ＝ １

１ － η２
ｌ

Ｎ ＋ １
ｆ∞２３ａｌｎ

ｍ － ηｌ

１ － ηｌ

－ ａ［ Ｉ４（ｍ，ηｌ） － Ｉ４（１，ηｌ）］{ } χ
１（ηｌ） ＋

　 　 　 　 １
Ｎ∑

Ｎ

ξ ＝ １
ｆ∞２３ａｌｎ

ｍ － ηξ

１ － ηξ

－ ａ［ Ｉ４（ｍ，ηξ） － Ｉ４（１，ηξ）］{ } χ
２（ηξ） － ｈ０ － ａ２（ｍ２ － １）

２Ｒ
é

ë
êê

ù

û
úú ． （４９）

对式（３９）进行离散，从而得到

　 　 δ０ ＝ ∑
Ｎ

ｌ ＝ １

１ － η２
ｌ

Ｎ ＋ １
ａｆ∞２１ ｌｎ

ηｌ

１ ０００ － ηｌ

－ ａ ∫∞
０

Ｆ２１ －
ｆ∞２１
ｓ

æ

è
ç

ö

ø
÷ Ｚ１（ηｌ）ｄｓ{ } χ（ηｌ） －

　 　 　 　
ｆ∞２１σ０ｍａ

π ∫１
－１
ｌｎ ｍη

１ ０００ － ｍη
ｄη ＋

ｍａσ０

π ∫１
－１
∫∞

０
Ｆ２１ －

ｆ∞２１
ｓ

æ

è
ç

ö

ø
÷ Ｚ２（ｍη）ｄｓｄη ＋

　 　 　 　 ∑
Ｎ

ｌ ＝ １

１ － η２
ｌ

Ｎ ＋ １
ａｆ∞２３ ｌｎ

ηｌ

１ ０００ － ηｌ

－ ａ ∫∞
０

Ｆ２３ －
ｆ∞２３
ｓ

æ

è
ç

ö

ø
÷ Ｚ１（ηｌ）ｄｚ{ } χ

１（ηｌ） ＋

　 　 　 　 ａ
Ｎ∑

Ｎ

ξ ＝ １
ｆ∞２３ ｌｎ

ηξ

１ ０００ － ηξ

－ ∫∞
０

Ｆ２３ －
ｆ∞２３
ｓ

æ

è
ç

ö

ø
÷ Ｚ１（ηξ）ｄｓ{ } χ

２（ηξ） ． （５０）
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对式（４０）进行离散，从而得到

　 　 φ０ ＝ ∑
Ｎ

ｌ ＝ １

１ － η２
ｌ

Ｎ ＋ １
ａｆ∞３１ ｌｎ

ηｌ

１ ０００ － ηｌ

－ ａ ∫∞
０

Ｆ３１ －
ｆ∞３１
ｓ

æ

è
ç

ö

ø
÷ Ｚ１（ηｌ）ｄｓ{ } χ（ηｌ） －

　 　 　 　
ｆ∞３１σ０ｍａ

π ∫１
－１
ｌｎ ｍη

１ ０００ － ｍη
ｄη ＋

ｍａσ０

π ∫１
－１
∫∞

０
Ｆ３１ －

ｆ∞３１
ｓ

æ

è
ç

ö

ø
÷ Ｚ２（ｍη）ｄｓｄη ＋

　 　 　 　 ∑
Ｎ

ｌ ＝ １

１ － η２
ｌ

Ｎ ＋ １
ａｆ∞３３ ｌｎ

ηｌ

１ ０００ － ηｌ

－ ａ ∫∞
０

Ｆ３３ －
ｆ∞３３
ｓ

æ

è
ç

ö

ø
÷ Ｚ１（ηｌ）ｄｓ{ } χ

１（ηｌ） ＋

　 　 　 　 ａ
Ｎ∑

Ｎ

ξ ＝ １
ｆ∞３３ ｌｎ

ηξ

１ ０００ － ηξ

－ ∫∞
０

Ｆ３３ －
ｆ∞３３
ｓ

æ

è
ç

ö

ø
÷ Ｚ１（ηξ）ｄｓ{ } χ

２（ηξ）， （５１）

其中

　 　 Ｚ１（ηｌ） ＝ ｃｏｓ（ ｓａηｌ） － ｃｏｓ［ ｓａ（１ ０００ － ηｌ）］， Ｚ１（ηξ） ＝ ｃｏｓ（ ｓａηξ） － ｃｏｓ［ ｓａ（１ ０００ － ηξ）］，
　 　 Ｚ２（ｍη） ＝ ｃｏｓ（ ｓａｍη） － ｃｏｓ［ ｓａ（１ ０００ － ｍη）］ ．

３　 算例分析与讨论

首先对本文所建立的二维无摩擦黏附接触模型进行退化，目的在于验证其科学有效．去掉式（２５）—
（３０）中的黏附项，然后采用 Ｅｒｄｏｇａｎ⁃Ｇｕｐｔａ 的计算方法［３５⁃３６］和文献［１８］中相同的材料参数（基底由 ＰＺＴ⁃４ 压

电陶瓷制成，具体参数见表 １）进行数值求解，计算选取 Ｎ ＝ ３０， 涂层厚度 ｈ ＝ ０．０１ ｍ，圆柱压头半径 Ｒ ＝ ０．０８
ｍ，法向荷载 Ｐ ＝ １０３ Ｎ ／ ｍ，电荷Γ ＝ １０ －６ Ｃ ／ ｍ ．从而得到如图 ３（ａ）和 ３（ｂ）所示的接触应力、电荷分布曲线．可以

看出，本文的数值结果与文献［１８］给出的结果完全吻合，说明本文所建立的模型和计算方法是合理可靠的．
表 １　 ＰＺＴ⁃４ 压电陶瓷的材料参数

Ｔａｂｌｅ １　 Ｍａｔｅｒｉａｌ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ｏｆ ｔｈｅ ｐｒｏｐｏｓｅｄ ＰＺＴ⁃４ ｐｉｅｚｏｅｌｅｃｔｒｉｃ ｃｅｒａｍｉｃｓ

ｃ１１０ ／ ＧＰａ ｃ１３０ ／ ＧＰａ ｃ３３０ ／ ＧＰａ ｃ４４０ ／ ＧＰａ ｅ３１０ ／ （Ｃ ／ ｍ２） ｅ３３０ ／ （Ｃ ／ ｍ２） ｅ１５０ ／ （Ｃ ／ ｍ２） ε１１０ ／ （Ｃ ／ （Ｖ·ｍ）） ε３３０ ／ （Ｃ ／ （Ｖ·ｍ））

１３９ ７４．３ １１５ ２５．６ －５．２ １５．１ １２．７ ６．４６１×１０－９ ５．６２×１０－９

（ａ） 接触应力分布 （ｂ） 电荷分布

（ａ） Ｃｏｎｔａｃｔ ｓｔｒｅｓｓ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ （ｂ） Ｃｈａｒｇｅ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ
图 ３　 本文模型计算结果与文献［１８］结果的比较

Ｆｉｇ． ３　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｃａｌｃｕｌａｔｅｄ ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｔｈｅ ｐｒｏｐｏｓｅｄ ｍｏｄｅｌ ｗｉｔｈ ｔｈｏｓｅ ｏｆ ｒｅｆ． ［１８］

　 　 注　 为了解释图中的颜色，读者可以参考本文的电子网页版本，后同．

本文计算和分析刚性圆柱导电压头作用下 ＦＧＰＭ 涂层的二维无摩擦黏附接触问题．计算时黏附功 ｗ 取

０．１ Ｊ ／ ｍ，圆柱压头半径 Ｒ 取 ０．０２５ ｍ，涂层厚度 ｈ 取 ０．０１ ｍ，数值计算结果如下文所示．
图 ４ 给出了梯度参数 βｈ ＝ ０ 时，不同的黏附应力 σ０ 下，比值ｍ与接触半径 ａ（图 ４（ａ））、接触半径 ａ与法

向荷载 Ｐ（图 ４（ｂ））、应力分布 ｐ（ｘ）（图 ４（ｃ））、电荷分布 ｅ（ｘ）（图 ４（ｄ））、法向荷载 Ｐ 与压痕深度 δ０（图
４（ｅ））、法向荷载 Ｐ 与电势 φ０（图 ４（ｆ）） 的关系曲线．从图 ４（ａ）中可以看出：随着接触半径的逐渐增大，黏附

区与接触区的比值 ｍ 逐渐减小并趋近于 １，这与 Ｃｈｅｎ 等［９］ 和 Ｌｉ 等［２９，３１，３４］ 的结论相同；对于相同的接触半
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径，随着黏附应力的增大，比值 ｍ减小，且在接触半径较小时，黏附应力对比值 ｍ的影响较大．从图 ４（ｂ）中可

以看出：当黏附应力较大时，随着接触半径的增大，法向荷载由某一值（由压电效应所产生）趋于一负的极大

值（即临界拉脱力，主要由黏附效应引起），之后由拉力（负值）逐渐过渡到压力（正值）并逐渐增大；当黏附

应力逐渐减小时，黏附效应引起的临界拉脱力逐渐变小，为 Ｈｅｒｔｚ 压电接触时，黏附效应完全消失，此时的临

界拉脱力为零；当法向荷载为压力时，随着黏附应力的逐渐减小，产生相同的接触半径所需的法向荷载增大．

（ａ） ｍ⁃ａ （ｂ） ａ⁃Ｐ

（ｃ） ｐ（ｘ） （ｄ） ｅ（ｘ）

（ｅ） Ｐ⁃δ０ （ｆ） Ｐ⁃φ０

图 ４　 当 βｈ ＝ ０ 时， σ０ 对各参数的影响

Ｆｉｇ． ４　 Ｅｆｆｅｃｔｓ ｏｆ σ０ ｏｎ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ｆｏｒ βｈ ＝ ０

图 ４（ｃ）表示接触半径 ａ ＝ ９ × １０ －５ ｍ 时，涂层接触表面的应力分布曲线，在涂层表面与压头接触区边缘

处 （ｘ ＝ ９ × １０ －５ ｍ）的应力值等于黏附应力值．由于黏附区大于接触区 （ｍ ＞ １）， 且在相同的接触区情况下，
不同的黏附应力所对应的黏附区不同，因此本文只给出了接触区的应力．从图 ４（ｃ）中可以看出：随着黏附应

力的逐渐减小，涂层表面的拉应力在减小，压应力在增大，此结论与 Ｌｉ 等［２９⁃３４］的研究结论一致．从图 ４（ｄ）中
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可以看出：电荷分布几乎不受黏附应力变化的影响，即黏附效应对电荷分布的影响作用甚微．从图 ４（ｅ）中可

以看出：当黏附应力较大时，压痕深度由某一值（压电效应所引起）趋于一个极值（最大的负值，临界拉脱力

所对应的压痕深度），之后由负值变为正值并逐渐增大；随着黏附应力的减小，临界拉脱力所对应的压痕深

度（负值）逐渐减小；当法向荷载为压力时，随着黏附应力的逐渐增大，产生相同的压痕深度（正值）所需的法

向荷载增大．从图 ４（ｆ）中可以看出：当黏附应力较大时，电势由某一值（压电效应所引起）趋于一个极值（最
大的负值，临界拉脱力所对应的电势），之后由负值变为正值并逐渐增大；随着黏附应力的减小，临界拉脱力

所对应的电势（负值）逐渐减小．当法向荷载为压力时，随着黏附应力的逐渐增大，产生相同的电势（正值）所
需的法向荷载增大．

图 ５ 给出了黏附应力 σ０ ＝ ２０ ＭＰａ 时，不同的梯度参数 βｈ 下，比值 ｍ与接触半径 ａ （图 ５（ａ））、接触半径

ａ 与法向荷载 Ｐ （图 ５（ｂ））、应力分布 ｐ（ｘ） （图 ５（ｃ））、电荷分布 ｅ（ｘ） （图 ５（ｄ））、法向荷载 Ｐ与压痕深度 δ０

（图 ５（ｅ））、法向荷载 Ｐ 与电势 φ０ （图 ５（ｆ））的关系曲线．从图 ５（ａ）中可以看出：随着接触半径的逐渐增大，
比值 ｍ 逐渐减小并趋近于 １；对于相同的接触半径，随着梯度参数的增大，比值 ｍ 增大；且在接触半径较小

时，梯度参数对比值 ｍ 的影响较大．从图 ５（ｂ）中可以看出：当梯度参数较小时，随着接触半径的增大，法向荷

载由某一值（由压电效应所产生）趋于一个负值的极大值（临界拉脱力，主要由黏附效应引起），之后由拉力

逐渐过渡到压力并逐渐增大；当梯度参数逐渐增大时，黏附效应引起的临界拉脱力逐渐减小；相同法向压力

作用下，接触半径将随着梯度参数的增大而减小．
从图 ５（ｃ）中可以看出：随着梯度参数的逐渐增大，涂层表面的压应力增大．从图 ５（ｄ）中可以看出：受压

区（应力为正）的电荷分布随着梯度参数的增大而增大，而受拉区（应力为负）的电荷分布则随着梯度参数的

增大而减小．从图 ５（ｅ）中可以看出：当梯度参数较小时，压痕深度由某一值趋于一个极值（临界拉脱力所对

应的压痕深度），之后由负值变为正值且逐渐增大；随着梯度参数的增大，临界拉脱力所对应的压痕深度（负
值）逐渐减小．

（ａ） ｍ⁃ａ （ｂ） ａ⁃Ｐ

（ｃ） ｐ（ｘ） （ｄ） ｅ（ｘ）

７３２第 ２ 期　 　 　 　 　 　 　 　 韩立夫，等： 导电压头作用下的功能梯度压电涂层二维黏附接触问题研究



（ｅ） Ｐ⁃δ０ （ｆ） Ｐ⁃φ０

图 ５　 当 σ０ ＝ ２０ ＭＰａ 时， βｈ 对各参数的影响

Ｆｉｇ． ５　 Ｅｆｆｅｃｔｓ ｏｆ βｈ ｏｎ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ｆｏｒ σ０ ＝ ２０ ＭＰａ

从图 ５（ｆ）中可以看出：当梯度参数较小时，电势由负值变为正值并逐渐增大；随着梯度参数的增大，临
界拉脱力所对应的电势（负值）逐渐减小．

图 ６ 给出了黏附应力 σ０ ＝ ３０ ＭＰａ 时，不同的电荷 Γ 作用下，比值 ｍ与接触半径 ａ （图 ６（ａ））、接触半径

ａ 与法向荷载 Ｐ （图 ６（ｂ））、应力分布 ｐ（ｘ） （图 ６（ｃ））、电荷分布 ｅ（ｘ） （图 ６（ｄ））、法向荷载 Ｐ与压痕深度 δ０

（图 ６（ｅ））、法向荷载 Ｐ 与电势 φ０ （图 ６（ｆ））的关系曲线．从图 ６（ａ）中可以看出：随着接触半径的逐渐增大，
比值 ｍ 逐渐减小并趋近于 １；对于相同的接触半径，正电荷比负电荷所对应的比值 ｍ 要大；且在接触半径越

小时影响越明显．

（ａ） ｍ⁃ａ （ｂ） ａ⁃Ｐ

（ｃ） ｐ（ｘ） （ｄ） ｅ（ｘ）
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（ｅ） Ｐ⁃δ０ （ｆ） Ｐ⁃φ０

图 ６　 当 σ０ ＝ ３０ ＭＰａ 时， Γ 对各参数的影响

Ｆｉｇ． ６　 Ｅｆｆｅｃｔｓ ｏｆ Γ ｏｎ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ｆｏｒ σ０ ＝ ３０ ＭＰａ

从图 ６（ｂ）中可以看出：当受足量正电荷 （Γ ＝ １０ －６ Ｃ ／ ｍ）作用时，随着接触半径的增大，法向荷载由拉力

逐渐过渡到压力并逐渐增大；当受足量负电荷 （Γ ＝－ １０ －６ Ｃ ／ ｍ）作用时，法向荷载由某一值（由压电效应所

产生）趋于一负的极大值（临界拉脱力，主要由黏附效应引起），之后由拉力逐渐过渡到压力并逐渐增大．从
图 ６（ｃ）和 ６（ｄ）中可以看出：足量正电荷作用下涂层表面的应力和电荷分布比等电量负电荷作用下要大，且
对电荷分布的影响更明显．从图 ６（ｅ）中可以看出：相同法向压力作用下，带足量正电荷的压头所产生的压痕

深度相对大，而带等电量负电荷的压头所产生的压痕深度相对小，说明所带的正电荷助长了压头的压入，而
所带的负电荷则抑制了压头的压入；相同法向拉力作用下，结果反之．从图 ６（ｆ）中可以看出：相同法向压力作

用下，带足量正电荷的压头所产生的电势相对小，而带等电量负电荷的压头所产生的电势相对大；相同法向

拉力作用下，结果亦反之．

４　 结　 　 论

综上所述，可得出如下结论：
１） 对本文所建立的黏附接触模型进行退化求解，其结果与 Ｋｅ 等［１８］ 给出的结果完全吻合，且本文黏附

接触模型的计算结果与 Ｃｈｅｎ 等［９］和 Ｌｉ 等［２９，３１，３４］的结果一致．
２） 当黏附应力逐渐减小时，临界拉脱力及其所对应的压痕深度和电势在减小，涂层表面的拉应力减小，

压应力增大；当法向荷载为压力时，随着黏附应力的逐渐增大，产生相同的压痕深度和电势所需的法向荷载

增大，而产生相同的接触半径所需的法向荷载减小．
３） 当梯度参数逐渐增大时，黏附效应引起的临界拉脱力逐渐减小，临界拉脱力所对应的压痕深度和电

势减小，受拉区的电荷分布减小，而涂层表面的压应力和受压区的电荷分布增大；相同法向压力作用下，接触

半径将随着梯度参数的增大而减小．
４） 足量正电荷作用下涂层表面的接触应力和电荷分布比等电量负电荷作用下要大，且对电荷分布的影

响更明显；相同法向压力作用下，带足量正电荷的压头所产生的压痕深度相对大，所产生的电势相对小，而带

等电量负电荷的压头所产生的压痕深度相对小，所产生的电势相对大；相同法向拉力作用下，反之．
５） 接触半径越小，黏附应力、梯度参数和压头带电量对比值 ｍ 的影响越显著，说明接触区趋于微尺度

时，黏附作用更加明显．
因此，可以通过合理设计 ＦＧＰＭ 涂层的梯度参数和黏附参数来改变压电材料表面的黏附接触行为，进

而达到抑制压电器件接触损伤和破坏的目的．

附　 录　 Ａ

在平面应变状态下，横观各向同性 ＦＧＰＭ 的本构关系为［１７⁃１８，２３］
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úú ＋ ｅ１５（ ｚ）

∂φ ｊ（ｘ，ｚ）
∂ｘ

， （Ａ３）

　 　 Ｄｘｊ（ｘ，ｚ） ＝ ｅ１５（ ｚ）
∂ｕｘｊ（ｘ，ｚ）

∂ｚ
＋

∂ｕｚｊ（ｘ，ｚ）
∂ｘ

é

ë
êê

ù

û
úú － ε１１（ ｚ）

∂φ ｊ（ｘ，ｚ）
∂ｘ

， （Ａ４）

　 　 Ｄｚｊ（ｘ，ｚ） ＝ ｅ３１（ ｚ）
∂ｕｘｊ（ｘ，ｚ）

∂ｘ
＋ ｅ３３（ ｚ）

∂ｕｚｊ（ｘ，ｚ）
∂ｚ

－ ε３３（ ｚ）
∂φ ｊ（ｘ，ｚ）

∂ｚ
， （Ａ５）

式中， ｊ ＝ １，２， 其中 １ 表示涂层，２ 表示基底； σｘｘｊ（ｘ，ｚ），σｚｚｊ（ｘ，ｚ），σｘｚｊ（ｘ，ｚ），Ｄｘｊ（ｘ，ｚ） 和 Ｄｚｊ（ｘ，ｚ） 分别为涂层或基底的应力分

量和电位移分量； ｕｘｊ（ｘ，ｚ），ｕｚｊ（ｘ，ｚ），φ ｊ（ｘ，ｚ） 分别为涂层或基底沿 ｘ 和 ｚ 方向的位移分量以及电势．
忽略自重与体电荷，平衡方程和 Ｍａｘｗｅｌｌ’ｓ 方程可以表示为［１７⁃１８，２３］

　 　
∂σｘｘｊ（ｘ，ｚ）

∂ｘ
＋

∂σｘｚｊ（ｘ，ｚ）
∂ｚ

＝ ０， （Ａ６）

　 　
∂σｚｘｊ（ｘ，ｚ）

∂ｘ
＋

∂σｚｚｊ（ｘ，ｚ）
∂ｚ

＝ ０， （Ａ７）

　 　
∂Ｄｘｊ（ｘ，ｚ）

∂ｘ
＋

∂Ｄｚ，（ｘ，ｚ）
∂ｚ

＝ ０． （Ａ８）

将方程（Ａ１）—（Ａ５）代入到方程（Ａ６）—（Ａ８）中，可得到如下控制方程：

　 　 ｃ１１０
∂２ｕｘｊ

∂ｘ２ ＋ ｃ４４０
∂２ｕｘｊ

∂ｚ２
＋ （ｃ１３０ ＋ ｃ４４０）

∂２ｕｚｊ

∂ｘ∂ｚ
＋ ｅ３１０ ＋ ｅ１５０( )

∂２φ ｊ

∂ｘ∂ｚ
＋ β ｃ４４０

∂ｕｘｊ

∂ｚ
＋

∂ｕｚｊ

∂ｘ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ ｅ１５０

∂φ ｊ

∂ｘ
é

ë
êê

ù

û
úú ＝ ０， （Ａ９）

　 　 ｃ４４０
∂２ｕｚｊ

∂ｘ２ ＋ ｃ３３０
∂２ｕｚｊ

∂ｚ２
＋ （ｃ１３０ ＋ ｃ４４０）

∂２ｕｘｊ

∂ｘ∂ｚ
＋ ｅ１５０

∂２φ ｊ

∂ｘ２ ＋ ｅ３３０
∂２φ ｊ

∂ｚ２
＋ β ｃ１３０

∂ｕｘｊ

∂ｘ
＋ ｃ３３０

∂ｕｚｊ

∂ｚ
＋ ｅ３３０

∂φ ｊ

∂ｚ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ０， （Ａ１０）

　 　 ｅ１５０
∂２ｕｚｊ

∂ｘ２ ＋ ｅ３３０
∂２ｕｚｊ

∂ｚ２
＋ ｅ１５０ ＋ ｅ３１０( )

∂２ｕｘｊ

∂ｘ∂ｚ
－ ε１１０

∂２φ ｊ

∂ｘ２ － ε３３０

∂２φ ｊ

∂ｚ２
＋ β ｅ３１０

∂ｕｘｊ

∂ｘ
＋ ｅ３３０

∂ｕｚｊ

∂ｚ
－ ε３３０

∂φ ｊ

∂ｚ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ０， （Ａ１１）

其中， ｕｘｊ，ｕｚｊ，φ ｊ 依次为 ｕｘｊ（ｘ，ｚ），ｕｚｊ（ｘ，ｚ），φ ｊ（ｘ，ｚ） 的简写形式．
式（Ａ９）—（Ａ１１）对 ｘ 进行 Ｆｏｕｒｉｅｒ 积分变换得到域内表达式如下［１７⁃１８，２３］ ：

　 　 － ｃ１１０ ｓ２ｕ
－
ｘｊ ＋ ｃ４４０

ｄ２ｕ－ ｘｊ

ｄｚ２
＋ （ｃ１３０ ＋ ｃ４４０）ｉｓ

ｄｕ－ ｚｊ

ｄｚ
＋ ｅ３１０ ＋ ｅ１５０( ) ｉｓ

ｄφ－ ｊ

ｄｚ
＋ β ｃ４４０

ｄｕ－ ｘｊ

ｄｚ
＋ ｉｓｕ－ ｚｊ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ ｉｓｅ１５０φ

－
ｊ

é

ë
êê

ù

û
úú ＝ ０， （Ａ１２）

　 　 － ｃ４４０ ｓ２ｕ
－
ｚｊ ＋ ｃ３３０

ｄ２ｕ－ ｚｊ

ｄｚ２
＋ （ｃ１３０ ＋ ｃ４４０）ｉｓ

ｄｕ－ ｘｊ

ｄｚ
－ ｅ１５０ ｓ２φ

－
ｊ ＋ ｅ３３０

ｄ２φ－ ｊ

ｄｚ２
＋ β ｉｓｃ１３０ｕ

－
ｘｊ ＋ ｃ３３０

ｄｕ－ ｚｊ

ｄｚ
＋ ｅ３３０

ｄφ－ ｊ

ｄｚ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ０， （Ａ１３）

　 　 － ｅ１５０ ｓ２ｕ
－
ｚｊ ＋ ｅ３３０

ｄ２ｕ－ ｚｊ

ｄｚ２
＋ ｅ１５０ ＋ ｅ３１０( ) ｉｓ

ｄｕ－ ｘｊ

ｄｚ
＋ ε１１０ ｓ２φ

－
ｊ － ε３３０

ｄ２φ－ ｊ

ｄｚ２
＋ β ｉｓｅ３１０ｕ

－
ｘｊ ＋ ｅ３３０

ｄｕ－ ｚｊ

ｄｚ
－ ε３３０

ｄφ－ ｊ

ｄｚ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ０， （Ａ１４）

其中， ｕ－ ｘｊ，ｕ
－
ｚｊ，φ

－
ｊ 依次为 ｕ－ ｘｊ（ ｓ，ｚ），ｕ

－
ｚｊ（ ｓ，ｚ），φ

－
ｊ（ ｓ，ｚ） 的简写形式，上标“－”表示 Ｆｏｕｒｉｅｒ 积分变换域内变量， ｉ ＝ － １，ｓ 为 Ｆｏｕｒｉｅｒ

积分变换的参变量．
将式（Ａ１２）—（Ａ１４）联立求解，可得到涂层和基底在变换域内位移分量和电势的矩阵表达如下：

　 　 ［ｕ－ ｘｊ（ ｓ，ｚ）　 ｕ－ ｚｊ（ ｓ，ｚ）　 φ－ ｊ（ ｓ，ｚ）］ Ｔ ＝ Ｓ
－

ｌｊ（ ｓ，ｚ）Ａ
－

ｌｊ（ ｓ）， （Ａ１５）

其中， Ａ
－

ｌｊ（ ｓ） 是需要求解的未知参数，涂层中的 Ｓ
－

ｌ １（ ｓ，ｚ） ＝ ∑６

ｌ ＝ １
［１　 ａｌ１（ ｓ）　 ｂｌ１（ ｓ）］ Ｔｅｎｌ１ｚ（ ｌ ＝ １，２，…，６）， 特征根 ｎｌ１ 包括 ２

个实根和 ４ 个复根；在均匀压电基底半空间 （ ｚ≤０） 中，当 ｘ２ ＋ ｚ２ →∞ 时，积分变换域内应满足 ｕ－ ｘ２，ｕ
－
ｚ２，φ

－
２ →０， 所以基底

中 Ｓ
－

ｌ２（ ｓ，ｚ） ＝ ∑６

ｌ ＝ ４
［１　 ａｌ２（ ｓ）　 ｂｌ２（ ｓ）］ Ｔｅｎｌ２ｚ（ ｌ ＝ ４，５，６）， 特征根 ｎｌ２ 只包括实部大于零的 ３ 个根，上角标“Ｔ”表示矩阵转置，

求 ｎｌｊ（ ｊ ＝ １，２） 的特征方程如下［１７⁃１８，２３］ ：

　 　 ｄｅｔ［Ｇ
－

ｊ（ ｓ，ｎｌｊ）］ ＝ ０， （Ａ１６）
其中

　 　 Ｇ
－

ｊ（ ｓ，ｎｌｊ） ＝

ｃ４４０ｎ２
ｌｊ － ｃ１１０ ｓ２ ＋ ｃ４４０βｎｌｊ （ｃ１３０ ＋ ｃ４４０）ｉｎｌｊ ｓ ＋ ｃ４４０ ｉｓβｎｌｊ （ｅ３１０ ＋ ｅ１５０）ｉｎｌｊ ｓ ＋ ｅ１５０ ｉｓβｎｌｊ

（ｃ１３０ ＋ ｃ４４０）ｉｎｌｊ ｓ ＋ ｃ１３０ ｉｓβ ｃ３３０ｎ２
ｌｊ － ｃ４４０ ｓ２ ＋ ｃ３３０βｎｌｊ ｅ３３０ｎ２

ｌｊ － ｅ１５０ ｓ２ ＋ ｃ３３０βｎｌｊ

（ｅ３１０ ＋ ｅ１５０）ｉｎｌｊ ｓ ＋ ｅ３１０ ｉｓβ ｅ３３０ｎ２
ｌｊ － ｅ１５０ ｓ２ ＋ ｅ３３０βｎｌｊ ε１１０ ｓ２ － ε３３０ｎ２

ｌｊ ＋ ｃ３３０βｎｌｊ

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

．

０４２ 应　 用　 数　 学　 和　 力　 学　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ２０２４ 年　 第 ４５ 卷



矩阵 Ｇ
－

ｊ（ ｓ，ｎｌｊ） 中各元素若用 ｇ－ ｍｎ 表示， 那么 ｇ－ ｍｎ 则代表矩阵 Ｇ
－

ｊ（ ｓ，ｎｌｊ） 中第 ｍ行第 ｎ列所对应的元素，对于基底还需满足

β ＝ ０ 的条件，矩阵 Ｓ
－

ｌｊ（ ｓ，ｚ） 中的 ａｌｊ（ ｓ） 和 ｂｌｊ（ ｓ） 则可表示为

　 　 ａｌｊ（ ｓ） ＝
ｇ－ ２１ｇ

－
１３ － ｇ－ １１ｇ

－
２３

ｇ－ １２ｇ
－
２３ － ｇ－ １３ｇ

－
２２

， ｂｌｊ（ ｓ） ＝
ｇ－ ２１ｇ

－
１２ － ｇ－ １１ｇ

－
２２

ｇ－ １３ｇ
－
２２ － ｇ－ １２ｇ

－
２３

． （Ａ１７）

对式（Ａ２）、（Ａ３）、（Ａ５）分别进行 Ｆｏｕｒｉｅｒ 积分变换，然后代入式（Ａ１５），可得到功能梯度压电涂层 （０ ≤ ｚ ≤ ｈ） 的位移分

量、电势、应力分量和电荷分量在 Ｆｏｕｒｉｅｒ 积分变换域内的矩阵表达［１７⁃１８，２３］ ：

　 　 ［ｕ－ ｘ１（ ｓ，ｚ）　 ｕ－ ｚ１（ ｓ，ｚ）　 φ－ １（ ｓ，ｚ）　 σ－ ｚｚ１（ ｓ，ｚ）　 σ－ ｘｚ１（ ｓ，ｚ）　 Ｄ
－

ｚ１（ ｓ，ｚ）］ Ｔ ＝ ［Ｔｋ ｌ１（ ｓ，ｚ）］［Ａｌ１（ ｓ）］， （Ａ１８）
其中

　 　 ｋ，ｌ ＝ １，２，…，６，
　 　 ［Ａｌ１（ ｓ）］ ＝ ［Ａ１１（ ｓ）　 Ａ２１（ ｓ）　 Ａ３１（ ｓ）　 Ａ４１（ ｓ）　 Ａ５１（ ｓ）　 Ａ６１（ ｓ）］ Ｔ，
　 　 ［Ｔｋｌ１（ ｓ，ｚ）］ ＝ ［Ｔ１ｌ１（ ｓ，ｚ）　 Ｔ２ｌ１（ ｓ，ｚ）　 Ｔ３ｌ１（ ｓ，ｚ）　 Ｔ４ｌ１（ ｓ，ｚ）　 Ｔ５ｌ１（ ｓ，ｚ）　 Ｔ６ｌ１（ ｓ，ｚ）］ Ｔ ．

Ｔｋｌ１（ ｓ，ｚ） 表示矩阵 ［Ｔｋｌ１（ ｓ，ｚ）］ 中第 ｋ 行和第 ｌ 列的元素，展开形式如下：
　 　 Ｔ１ｌ１（ ｓ，ｚ） ＝ ｅｎｌ１ｚ， Ｔ２ｌ１（ ｓ，ｚ） ＝ ａｌ１（ ｓ）ｅｎｌ１ｚ， Ｔ３ｌ１（ ｓ，ｚ） ＝ ｂｌ１（ ｓ）ｅｎｌ１ｚ，
　 　 Ｔ４ｌ１（ ｓ，ｚ） ＝ ［ｃ１３０ ｉｓ ＋ ｃ３３０ａｌ１（ ｓ）ｎｌ１ ＋ ｅ３３０ｂｌ１（ ｓ）ｎｌ１］ｅ（ｎｌ１＋β） ｚ，
　 　 Ｔ５ｌ１（ ｓ，ｚ） ＝ ［ｃ４４０ｎｌ１ ＋ ｃ４４０ ｉｓａｌ１（ ｓ） ＋ ｅ１５０ ｉｓｂｌ１（ ｓ）］ｅ（ｎｌ１＋β） ｚ，
　 　 Ｔ６ｌ１（ ｓ，ｚ） ＝ ［ｅ３１０ ｉｓ ＋ ｅ３３０ａｌ１（ ｓ）ｎｌ１ － ε３３０ｂｌ１（ ｓ）ｎｌ１］ｅ（ｎｌ１＋β） ｚ ．
同理可得，均匀压电基底半空间的位移分量、电势、应力分量和电荷分量在 Ｆｏｕｒｉｅｒ 积分变换域内的矩阵表达为［１７⁃１８，２３］

　 　 ［ｕ－ ｘ２（ ｓ，ｚ）　 ｕ－ ｚ２（ ｓ，ｚ）　 φ－ ２（ ｓ，ｚ）　 σ－ ｚｚ２（ ｓ，ｚ）　 σ－ ｘｚ２（ ｓ，ｚ）　 Ｄ
－

ｚ２（ ｓ，ｚ）］ Ｔ ＝ ［Ｔｋｌ２（ ｓ，ｚ）］［Ａｌ２（ ｓ）］， （Ａ１９）
其中

　 　 ｋ ＝ １，２，…，６； ｌ ＝ ４，５，６，
　 　 ［Ａｌ２（ ｓ）］ ＝ ［Ａ４２（ ｓ）　 Ａ５２（ ｓ）　 Ａ６２（ ｓ）］ Ｔ，
　 　 ［Ｔｋｌ２（ ｓ，ｚ）］ ＝ ［Ｔ１ｌ２（ ｓ，ｚ）　 Ｔ２ｌ２（ ｓ，ｚ）　 Ｔ３ｌ２（ ｓ，ｚ）　 Ｔ４ｌ２（ ｓ，ｚ）　 Ｔ５ｌ２（ ｓ，ｚ）　 Ｔ６ｌ２（ ｓ，ｚ）］ Ｔ，
　 　 Ｔ１ｌ２（ ｓ，ｚ） ＝ ｅｎｌ２ｚ， Ｔ２ｌ２（ ｓ，ｚ） ＝ ａｌ２（ ｓ）ｅｎｌ２ｚ， Ｔ３ｌ２（ ｓ，ｚ） ＝ ｂｌ２（ ｓ）ｅｎｌ２ｚ，
　 　 Ｔ４ｌ２（ ｓ，ｚ） ＝ ［ｃ１３０ ｉｓ ＋ ｃ３３０ａｌ２（ ｓ）ｎｌ２ ＋ ｅ３３０ｂｌ２（ ｓ）ｎｌ２］ｅｎｌ２ｚ，
　 　 Ｔ５ｌ２（ ｓ，ｚ） ＝ ［ｃ４４０ｎｌ２ ＋ ｃ４４０ ｉｓａｌ２（ ｓ） ＋ ｅ１５０ ｉｓｂｌ２（ ｓ）］ｅｎｌ２ｚ，
　 　 Ｔ６ｌ２（ ｓ，ｚ） ＝ ［ｅ３１０ ｉｓ ＋ ｅ３３０ａｌ２（ ｓ）ｎｌ２ － ε３３０ｂｌ２（ ｓ）ｎｌ２］ｅｎｌ２ｚ ．
为了确定式（Ａ１８）和式（Ａ１９）中的未知参变量 Ａｌ１（ ｓ）（ ｌ ＝ １，２，…，６） 和 Ａｌ２（ ｓ）（ ｌ ＝ ４，５，６），在接触表面（ ｚ ＝ ｈ） 处，需满

足如下边界条件［２３］ ：
　 　 σ ｚｚ１（ｘ，ｈ） ＝ － δ（ｘ）Ｐ， σ ｘｚ１（ｘ，ｈ） ＝ － δ（ｘ）Ｑ， Ｄｚ１（ｘ，ｈ） ＝ － δ（ｘ）Γ， （Ａ２０）

其中， δ（ｘ） 为 Ｄｉｒａｃ δ 函数．在界面 （ ｚ ＝ ０） 处，位移分量、应力分量、电位移分量和电势需满足下列连续性条件［２３］ ：
　 　 ｕｘ１（ｘ，０） ＝ ｕｘ２（ｘ，０）， ｕｚ１（ｘ，０） ＝ ｕｚ２（ｘ，０）， σ ｚｚ１（ｘ，０） ＝ σ ｚｚ２（ｘ，０），
　 　 σ ｘｚ１（ｘ，０） ＝ σ ｘｚ２（ｘ，０）， Ｄｚ１（ｘ，０） ＝ Ｄｚ２（ｘ，０）， φ１（ｘ，０） ＝ φ２（ｘ，０） ． （Ａ２１）

在 Ｆｏｕｒｉｅｒ 积分变换域内，上述边界与连续性条件可表示成如下矩阵形式［２３］ ：
　 　 Ｈ１Ｔ１（ ｓ，ｈ）［Ａｌ１（ ｓ）］ ＝ ［ － Ｐ　 － Ｑ　 － Г］ Ｔ， （Ａ２２）
　 　 ［Ｔｋｌ１（ ｓ，０）］［Ａｌ１（ ｓ）］ ＝ ［Ｔｋｌ２（ ｓ，０）］［Ａｌ２（ ｓ）］ ． （Ａ２３）

将式（Ａ２２）和（Ａ２３）联立求解，可得到 ［Ａｌ１（ ｓ）］ 和 ［Ａｌ２（ ｓ）］ 的表达式［２３］ ：
　 　 ［Ａｌ１（ ｓ）］ ＝ ＶＶ －１

ｍ ［ － Ｐ　 － Ｑ　 － Г］ Ｔ， （Ａ２４）
　 　 ［Ａｌ２（ ｓ）］ ＝ Ｖ －１

ｍ ［ － Ｐ　 － Ｑ　 － Г］ Ｔ， （Ａ２５）
其中

　 　 Ｖ ＝ ［Ｔｋｌ１（ ｓ，０）］
－１［Ｔｋｌ２（ ｓ，０）］， Ｖｍ ＝ Ｈ１［Ｔｋｌ１（ ｓ，ｈ）］Ｖ ．

将式（Ａ２４）代入式（Ａ１８）中，然后进行 Ｆｏｕｒｉｅｒ 逆变换，可得到［２３］

　 　 ［ｕｘ１ 　 ｕｚ１ 　 φ１ 　 σ ｚｚ１（ｘ，ｚ）　 σ ｘｚ１（ｘ，ｚ）　 Ｄｚ１（ｘ，ｚ）］ Ｔ ＝ １
２π ∫

＋∞

－∞
Ｍ（ ｓ，ｚ）［ － Ｐ　 － Ｑ　 － Г］ Ｔｅｉｓｘｄｓ， （Ａ２６）

其中， Ｍ（ ｓ，ｚ） 是一个 ６×３ 的矩阵，其表达式为 Ｍ（ ｓ，ｚ） ＝ Ｔｋｌ１（ ｓ，ｚ）ＶＶ
－１
ｍ ．

从式（Ａ２６）中提取出涂层表面 （ ｚ ＝ ｈ） 处位移分量和电势的表达式［２３］ ：
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　 　 ［ｕｘ１（ｘ，ｈ），ｕｚ１（ｘ，ｈ），φ１（ｘ，ｈ）］ Ｔ ＝ １
２π ∫

∞

－∞
Ｆ（ ｓ，ｈ）［ － Ｐ　 － Ｑ　 － Г］ Ｔｅｉｓｘｄｓ， （Ａ２７）

其中

　 　 Ｆ（ ｓ，ｈ） ＝ Ｈ２Ｍ（ ｓ，ｈ）， Ｈ１ ＝
０ ０ ０ １ ０ ０
０ ０ ０ ０ １ ０
０ ０ ０ ０ ０ １

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
， Ｈ２ ＝

１ ０ ０ ０ ０ ０
０ １ ０ ０ ０ ０
０ ０ １ ０ ０ ０

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
．

对矩阵 Ｆ（ ｓ，ｈ） 进行渐进性分析［２３］ ，得到

　 　 ｌｉｍ
ｓ→＋∞

ｓＦ（ ｓ，ｈ） ＝

ｆ∞１１ ｆ∞１２ ｆ∞１３
ｆ∞２１ ｆ∞２２ ｆ∞２３
ｆ∞３１ ｆ∞３２ ｆ∞３３

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

， ｌｉｍ
ｓ→－∞

ｓＦ（ ｓ，ｈ） ＝

ｆ∞１１ － ｆ∞１２ ｆ∞１３
－ ｆ∞２１ ｆ∞２２ － ｆ∞２３
－ ｆ∞３１ ｆ∞３２ － ｆ∞３３

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

． （Ａ２８）

于是，式（Ａ２７）可表示为［２３］

　 　 ［ｕｘ１（ｘ，ｈ）　 ｕｚ１（ｘ，ｈ）　 φ１（ｘ，ｈ）］ Ｔ ＝ １
２π ∫

＋∞

－∞
ΠΛｅｉｓｘｄｓ ＋ １

２π ∫
＋∞

－∞
（Ｆ（ ｓ，ｈ） － Π）Λｅｉｓｘｄｓ， （Ａ２９）

其中

　 　 Λ ＝ ［ － Ｐ　 － Ｑ　 － Г］ Ｔ， Π ＝ １
ｓ

ｆ∞１１ ｓｇｎ（ ｓ） ｆ∞１２ ｆ∞１３
ｓｇｎ（ ｓ） ｆ∞２１ ｆ∞２２ ｓｇｎ（ ｓ） ｆ∞２３
ｓｇｎ（ ｓ） ｆ∞３１ ｆ∞３２ ｓｇｎ（ ｓ） ｆ∞３３

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

．

根据 Ｅｕｌｅｒ 公式和奇偶性以及下列变换关系：
　 　 ｅｉｓｘ ＝ ｃｏｓ（ ｓｘ） ＋ ｉｓｉｎ（ ｓｘ）， Ｆ１ｌ（ － ｓ，ｈ） ＝ （ － １） ｌＦ１ｌ（ ｓ，ｈ），　 　 ｌ ＝ １，２，３， （Ａ３０）
　 　 Ｆ２ｌ（ － ｓ，ｈ） ＝ （ － １） ｌ＋１Ｆ２ｌ（ ｓ，ｈ）， Ｆ３ｌ（ － ｓ，ｈ） ＝ （ － １） ｌ＋１Ｆ３ｌ（ ｓ，ｈ）， （Ａ３１）

　 　 ∫∞
０

ｃｏｓ（ ｓｘ）
ｓ

ｄｓ ＝ － ｌｎ ｘ ， ∫∞
０

ｓｉｎ（ ｓｘ）
ｓ

ｄｓ ＝ π
２

ｓｇｎ（ｘ） ． （Ａ３２）

由式（Ａ２９）可导出表面 （ ｚ ＝ ｈ） 处位移分量和电势的基本解为［２３］

　 　 ｕｘ１（ｘ，ｈ） ＝ －
ｉｆ∞１１Ｐ
２

ｓｇｎ（ｘ） － ｉＰ
π ∫＋∞

０
Ｆ１１ －

ｆ∞１１
ｓ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｓｉｎ（ ｓｘ）ｄｓ ＋

ｉｆ∞１２Ｑ
π

ｌｎ ｘ －

　 　 　 　 Ｑ
π ∫＋∞

０
Ｆ１２ －

ｆ∞１２
ｓ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｃｏｓ（ ｓｘ）ｄｓ －

ｉｆ∞１３Г
２

ｓｇｎ（ｘ） － ｉГ
π ∫＋∞

０
Ｆ１３ －

ｆ∞１３
ｓ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｓｉｎ（ ｓｘ）ｄｓ， （Ａ３３）

　 　 ｕｚ１（ｘ，ｈ） ＝
ｆ∞２１Ｐ
π

ｌｎ ｘ － Ｐ
π ∫＋∞

０
Ｆ２１ －

ｆ∞２１
ｓ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｃｏｓ（ ｓｘ）ｄｓ －

ｉｆ∞２２Ｑ
２

ｓｇｎ（ｘ） －

　 　 　 　 ｉＱ
π ∫＋∞

０
Ｆ２２ －

ｆ∞２２
ｓ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｓｉｎ（ ｓｘ）ｄｓ ＋

ｆ∞２３Г
π

ｌｎ ｘ － Г
π ∫＋∞

０
Ｆ２３ －

ｆ∞２３
ｓ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｃｏｓ（ ｓｘ）ｄｓ， （Ａ３４）

　 　 φ１（ｘ，ｈ） ＝
ｆ∞３１Ｐ
π

ｌｎ ｘ － Ｐ
π ∫＋∞

０
Ｆ３１ －

ｆ∞３１
ｓ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｃｏｓ（ ｓｘ）ｄｓ －

ｉｆ∞３２Ｑ
２

ｓｇｎ（ｘ） －

　 　 　 　 ｉＱ
π ∫＋∞

０
Ｆ３２ －

ｆ∞３２
ｓ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｓｉｎ（ ｓｘ）ｄｓ ＋

ｆ∞３３Г
π

ｌｎ ｘ － Г
π ∫＋∞

０
Ｆ３３ －

ｆ∞３３
ｓ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｃｏｓ（ ｓｘ）ｄｓ ． （Ａ３５）

式（Ａ３３）—（Ａ３５）为 ＦＧＰＭ 涂层和均匀压电基底半空间在法向、切向集中力 Ｐ，Ｑ 和正集中线电荷 Г 作用下的二维接触问

题的基本解．特别地，当不考虑摩擦时，式（Ａ３３）—（Ａ３５）中包含切向集中力 Ｑ 的项将消失，可得到 ＦＧＰＭ 涂层和均匀压电基

底半空间在法向集中力 Ｐ 和正集中线电荷 Г 作用下的二维无摩擦接触问题的基本解为［１８］

　 　 ｕｘ１（ｘ，ｈ） ＝ －
ｉｆ∞１１Ｐ
２

ｓｇｎ（ｘ） － ｉＰ
π ∫＋∞

０
Ｆ１１ －

ｆ∞１１
ｓ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｓｉｎ（ ｓｘ）ｄｓ －

ｉｆ∞１３Г
２

ｓｇｎ（ｘ） － ｉГ
π ∫＋∞

０
Ｆ１３ －

ｆ∞１３
ｓ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｓｉｎ（ ｓｘ）ｄｓ， （Ａ３６）

　 　 ｕｚ１（ｘ，ｈ） ＝
ｆ∞２１Ｐ
π

ｌｎ ｘ － Ｐ
π ∫＋∞

０
Ｆ２１ －

ｆ∞２１
ｓ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｃｏｓ（ ｓｘ）ｄｓ ＋

ｆ∞２３Г
π

ｌｎ ｘ － Г
π ∫＋∞

０
Ｆ２３ －

ｆ∞２３
ｓ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｃｏｓ（ ｓｘ）ｄｓ， （Ａ３７）

　 　 φ１（ｘ，ｈ） ＝
ｆ∞３１Ｐ
π

ｌｎ ｘ － Ｐ
π ∫＋∞

０
Ｆ３１ －

ｆ∞３１
ｓ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｃｏｓ（ ｓｘ）ｄｓ ＋

ｆ∞３３Г
π

ｌｎ ｘ － Г
π ∫＋∞

０
Ｆ３３ －

ｆ∞３３
ｓ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｃｏｓ（ ｓｘ）ｄｓ ． （Ａ３８）

当 ＦＧＰＭ 涂层和均匀压电基底为同一材料时，式（Ａ３３）—（Ａ３５）中的梯度项将全部消失，可得均匀压电半空间接触问题

的基本解为［２３］

　 　 ｕｘ１（ｘ，ｈ） ＝ －
ｉｆ∞１１Ｐ
２

ｓｇｎ（ｘ） ＋
ｉｆ∞１２Ｑ
π

ｌｎ ｘ －
ｉｆ∞１３Г
２

ｓｇｎ（ｘ）， （Ａ３９）

２４２ 应　 用　 数　 学　 和　 力　 学　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ２０２４ 年　 第 ４５ 卷



　 　 ｕｚ１（ｘ，ｈ） ＝
ｆ∞２１Ｐ
π

ｌｎ ｘ －
ｉｆ∞２２Ｑ
２

ｓｇｎ（ｘ） ＋
ｆ∞２３Г
π

ｌｎ ｘ ， （Ａ４０）

　 　 φ１（ｘ，ｈ） ＝
ｆ∞３１Ｐ
π

ｌｎ ｘ －
ｉｆ∞３２Ｑ
２

ｓｇｎ（ｘ） ＋
ｆ∞３３Г
π

ｌｎ ｘ ． （Ａ４１）
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