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摘要：　 基于扩展的 Ｓｔｒｏｈ 方法， 对含椭圆孔有限大二十面体准晶板平面弹性问题进行边界元分析．首先利用扩展

的 Ｓｔｒｏｈ 方法， 研究了二十面体准晶的 Ｇｒｅｅｎ 函数， 得到了含椭圆孔无限大二十面体准晶平面弹性问题位移和应力

的基本解．利用该基本解， 通过加权余量法建立了区域内积分方程和边界积分方程， 并采用线性插值函数及 Ｇａｕｓｓ
积分对含未知量的边界积分方程和区域内积分方程分别进行离散，得到了离散格式．进一步， 对椭圆孔的孔边应力

进行了数值求解， 并将有限大板的数值结果与无限大板的解析解进行了对比验证， 说明当板与椭圆孔尺寸之比小

于某下限值时， 不能用无限大板的解析解对有限大板进行分析．最后， 分析了在垂向拉伸作用下， 板的大小、 孔口

尺寸及倾斜角度对孔边应力的影响．结果表明： 板的尺寸沿垂直拉伸方向变化对孔边应力的影响更明显； 随着椭

圆孔尺寸的增加， 孔边应力集中现象越明显； 若长轴垂直拉伸方向， 椭圆孔倾斜会减缓孔边应力集中程度．
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０　 引　 　 言

在传统的凝聚态物理学中，固体一般被分为晶体和非晶体两大类，１９８４ 年 Ｓｈｅｃｈｔｍａｎ 等发现了一种不同

于传统晶体和非晶体的新固体———准晶［１⁃２］ ．至今已发现的 ２００ 多种准晶中，二十面体准晶几乎占一半［３］ ．目
前，准晶热障涂层已经应用到飞机和汽车的发动机等部件中，发动机热障涂层技术是解决燃油汽车节能减排

问题的有效手段之一．此外，材料开孔现象很常见，如机械结构中的螺栓孔及铆钉孔等．准晶构件对孔洞等缺

陷非常敏感，在外载荷作用下，含孔洞的准晶构件会出现应力集中，应力集中在孔边诱发裂纹导致材料断裂

破坏．研究准晶缺陷力学行为，提高结构的可靠性，对准晶器件的开发具有重要的指导意义．
在实际工程应用中，构件的尺寸是有限的．对于有限大板的缺陷问题，目前多使用数值方法进行近似求

解，常用的数值方法包括有限差分法、有限元法及边界元法．有限差分法只适用于解决规则区域的问题，对于

孔洞等缺陷无法进行均匀的网格划分．有限元方法的计算量大，对于应力变化剧烈的含孔板计算精度低．边
界元方法作为一种半解析半数值方法，只需对边界离散，区域内的有关物理量可由解析式的离散形式直接求

得，离散化误差仅来源于边界，因此提高了计算精度．将区域的边界分割成边界单元，与对整个区域进行网格

剖分的解法相比，具有输入数据少、计算时间短等优点，特别适用于有限大体含孔洞缺陷的问题．如果只侧重

考虑孔边的应力或位移，不讨论区域内的物理量，边界元方法可以不必计算区域内相关物理量的值，显然能

提高计算效率．边界元法已经被广泛应用于求解结构力学、声学、电磁场等问题．Ｈｗｕ 等利用边界元法求解了

含椭圆孔各向异性弹性板的断裂力学问题，并将椭圆孔退化到裂纹，计算了裂纹尖端处的应力强度因子［４］；
舒小敏等利用边界元法求解了三维弹性摩擦接触问题［５］；Ｘｕ 等利用边界元法探讨了含斜椭圆孔以及两个圆

孔的压电材料的断裂力学问题［６］；Ｌｉａｎｇ 等利用边界元法解决了含中心裂纹压电材料的断裂力学问题［７］；袁
彦鹏利用边界元法研究了一维六方热准晶复合材料的界面断裂力学问题［８］；陈帅利用边界元法研究了一维

六方准晶及一维六方压电准晶复合材料的界面断裂力学问题［９］；潘先云等利用双互易边界元法求解了非齐

次弹性力学问题［１０］ ．
二十面体准晶是三维准晶的一种，根据某些具体构型，即使其弹性问题可以化成一个平面弹性问题与一

个反平面声子场弹性问题的叠加，平面问题的最终控制方程仍非常复杂，求解难度很大［３］ ．翟婷等研究了在

平面集中力和无穷远处均匀拉伸应力作用下，带圆弧形界面刚性线夹杂的三维二十面体准晶的平面弹性问

题［１１］；Ｗａｎｇ 等研究了三维二十面体准晶中球形夹杂问题［１２］；祝爱玉等研究了三维二十面体准晶平面弹性

理论［３，１３⁃１７］；Ｌｉ 通过引进应力势函数，利用扩展的 Ｓｔｒｏｈ 方法，讨论了含椭圆孔口三维二十面体准晶的广义二

维问题［１８］，为数值计算奠定了基础．对于含孔洞或裂纹无限大板解析解的研究成果比较丰富［１９⁃２７］，而对于有

限大准晶板平面弹性问题，目前尚缺乏解析解．范天佑等用有限元方法求解了平面八次对称准晶受内压圆筒

问题以及Ⅰ型 Ｇｒｉｆｆｉｔｈ 裂纹问题 ［２，２８］，并利用有限差分法研究了点群 １０ ｍｍ 的十次对称二维准晶及三维二
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十面体准晶中裂纹对冲击载荷的响应和裂纹快速传播问题［３，２９⁃３０］ ．杨连枝等建立了二十面体准晶三维边值问

题及二十面体准晶弹性变形问题的有限元法，研究了包含裂纹的二十面体准晶板的断裂行为［３１⁃３２］ ．本文对含

椭圆孔的有限大二十面体准晶板进行边界元分析，讨论了耦合常数、椭圆孔尺寸及椭圆孔倾斜程度对声子场

和相位子场孔边应力的影响，并将椭圆孔退化到裂纹，计算裂纹尖端应力强度因子．

１　 基本方程及 Ｓｔｒｏｈ 公式

由二十面体准晶的平面弹性理论可知［２］， 其声子场与相位子场的应力⁃应变关系满足广义 Ｈｏｏｋｅ 定律

　 　 σｉｊ ＝ Ｃ ｉｊｋｌεｉｊ ＋ Ｒ ｉｊｋｌωｉｊ， Ｈｉｊ ＝ Ｋ ｉｊｋｌωｋｌ ＋ Ｒｋｌｉｊεｋｌ， （１）
变形几何方程

　 　 εｉｊ ＝
１
２

∂ｕｉ

∂ｘ ｊ

＋
∂ｕ ｊ

∂ｘｉ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ， ωｉｊ ＝

∂ｗ ｉ

∂ｘ ｊ
，　 　 ｉ， ｊ ＝ １，２，３， （２）

及不计体力的平衡方程

　 　
∂σｉｊ

∂ｘ ｊ

＝ ０，
∂Ｈｉｊ

∂ｘ ｊ

＝ ０，　 　 ｉ， ｊ ＝ １，２，３， （３）

其中， σｉｊ，εｉｊ，Ｃ ｉｊｋｌ，ｕｉ 分别为声子场应力、应变、弹性常数和位移；Ｈｉｊ，ωｉｊ，Ｋ ｉｊｋｌ，ｗ ｉ 分别为相位子场应力、应变、
弹性常数和位移；Ｒ 为声子场⁃相位子场耦合弹性常数．

假设 ｚ 轴为二十面体准晶的五重对称轴，讨论椭圆孔面沿周期方向（ ｚ 方向） 穿透整个材料的情况．从几

何上看，构形不随 ｚ 变化，在这种情况下，

　 　 ∂
∂ｚ

＝ ０． （４）

将式（１）和式（２）代入式（３），得到二十面体准晶的平面弹性问题的控制方程：

　 　

μÑ２ｕｘ ＋ （λ ＋ μ） ∂
∂ｘ

Ñ·ｕ ＋ Ｒ
∂２ｗｘ

∂ｘ２
＋ ２

∂２ｗｙ

∂ｘ∂ｙ
－

∂２ｗｘ

∂ｙ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ０，

μÑ２ｕｙ ＋ （λ ＋ μ） ∂
∂ｙ

Ñ·ｕ ＋ Ｒ
∂２ｗｙ

∂ｘ２
－ ２

∂２ｗｘ

∂ｘ∂ｙ
－

∂２ｗｙ

∂ｙ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ０，

μÑ２ｕｚ ＋ Ｒ
∂２ｗｘ

∂ｘ２
－ ２

∂２ｗｙ

∂ｘ∂ｙ
－

∂２ｗｘ

∂ｙ２
＋ Ñ２ｗｚ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ０，

Ｋ１Ñ２ｗｘ ＋ Ｋ２

∂２ｗｚ

∂ｘ２
－

∂２ｗｚ

∂ｙ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ Ｒ

∂２ｕｘ

∂ｘ２
－ ２

∂２ｕｙ

∂ｘ∂ｙ
－

∂２ｕｘ

∂ｙ２
＋

∂２ｕｚ

∂ｘ２
－

∂２ｕｚ

∂ｙ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ０，

Ｋ１Ñ２ｗｙ － ２ Ｋ２

∂２ｗｚ

∂ｘ∂ｙ
＋ Ｒ

∂２ｕｙ

∂ｘ２
＋ ２

∂２ｕｘ

∂ｘ∂ｙ
－

∂２ｕｙ

∂ｙ２
－ ２

∂２ｕｚ

∂ｘ∂ｙ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ０，

（Ｋ１ － Ｋ２）Ñ２ｗｚ ＋ Ｋ２

∂２ｗｘ

∂ｘ２
－ ２

∂２ｗｙ

∂ｘ∂ｙ
－

∂２ｗｙ

∂ｙ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ ＲÑ２ｕｚ ＝ ０，

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

（５）

其中

　 　 Ñ２ ＝ ∂２

∂ｘ２
＋ ∂２

∂ｙ２， ｕ ＝ （ｕｘ，ｕｙ）， Ñ·ｕ ＝
∂ｕｘ

∂ｘ
＋

∂ｕｙ

∂ｙ
．

令 ｚ ＝ ｘ１ ＋ ｐｘ２， 引入广义位移分量

　 　 ｕ ＝ { ｕ１，ｕ２，ｕ３，ｗ１，ｗ２，ｗ３ } Ｔ ＝ ａｆ（ ｚ）， （６）
其中， ｆ（ ｚ） 为任意函数，ｐ 是待求复数，ａ 为列向量．由式（６）和式（５）得

　 　 {Ｑ ＋ ｐ（Ｒ ＋ ＲＴ） ＋ ｐ２Ｔ } ａ ＝ ０， （７）
其中
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　 　 Ｑ ＝

λ ＋ ２μ ０ ０ Ｒ ０ ０
０ μ ０ ０ Ｒ ０
０ ０ μ Ｒ ０ Ｒ
Ｒ ０ Ｒ Ｋ１ ０ Ｋ２

０ Ｒ ０ ０ Ｋ１ ０
０ ０ Ｒ Ｋ２ ０ Ｋ１ － Ｋ２

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
úú

， Ｒ ＝

０ λ ０ ０ Ｒ ０
μ ０ ０ － Ｒ ０ ０
０ ０ ０ ０ － Ｒ ０
０ － Ｒ ０ ０ ０ ０
Ｒ ０ － Ｒ ０ ０ － Ｋ２

０ ０ ０ ０ － Ｋ２ ０

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
úú

，

　 　 Ｔ ＝

μ ０ ０ － Ｒ ０ ０
０ λ ＋ ２ μ ０ ０ － Ｒ ０
０ ０ μ － Ｒ ０ Ｒ
－ Ｒ ０ － Ｒ Ｋ１ ０ － Ｋ２

０ － Ｒ ０ ０ Ｋ１ ０
０ ０ Ｒ － Ｋ２ ０ Ｋ１ － Ｋ２

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
úú

． （８）

式（７）的特征根记为 ｐα（α ＝ １，２，３，４，５，６），ｐα 为 ６ 个不同的复特征根．由应变能的正定性可知 ｐα 含有正虚

部， ａ 是对应的特征向量．
引入应力函数 ψ ＝ ｂｆ（ ｚ），并令 ｂ ＝ （ＲＴ ＋ ｐＴ）ａ，则不含缺陷无限大板平面问题位移和应力的通解分别表

示为

　 　 ｕ ＝ ２Ｒｅ {Ａ〈 ｆ（ ｚ∗）〉 ｑ } ， ψ ＝ ２Ｒｅ {Ｂ〈 ｆ（ ｚ∗）〉 ｑ } ， （９）
其中， Ａ ＝ ［ａ１，ａ２，ａ３，ａ４，ａ５，ａ６］，Ｂ ＝ ［ｂ１，ｂ２，ｂ３，ｂ４，ｂ５，ｂ６］，ｑ ＝ { ｑ１，ｑ２，ｑ３，ｑ４，ｑ５，ｑ６ } Ｔ ．

进一步考虑含椭圆孔无限大板在点 ｘ∗（ｘ∗
１ ，ｘ∗

２ ） 受一集中力 ｐ， 如图 １ 所示．

图 １　 构型及受力情况

Ｆｉｇ． １　 Ｔｈｅ ｃｏｎｆｉｇｕｒａｔｉｏｎ ａｎｄ ｔｈｅ ｆｏｒｃｅ

椭圆孔边界用参数方程 ｘ１ ＝ ａｃｏｓφ，ｘ２ ＝ ｂｓｉｎ φ表示，φ∈［０，２π］，ａ，ｂ 分别为椭圆的长半轴和短半轴．当
椭圆孔不受力时，边界条件为

　 　
ｔｍ ＝ ψ，ｎ ＝ ０， ∮

Ｃ
ｄψ ＝ ｐ， ∮

Ｃ
ｄｕ ＝ ０，

σ ｉｊ → ０， Ｈｉｊ → ０，
{ （１０）

其中， Ｃ 表示椭圆边界．
利用保角映射

　 　 ｚα ＝ １
２

（ａ － ｉｂｐα）ζ α ＋ （ａ ＋ ｉｂｐα）
１
ζ α

é

ë
êê

ù

û
úú ， （１１）

将 ｚα 平面内椭圆孔外部的区域映射到 ζ α 平面内单位圆外部．结合式（９）和式（１１），含椭圆孔无限大板平面

问题的通解为［４］
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ｕ ＝ ２Ｒｅ {Ａ〈 ｆ０（ ｚ∗）〉 ｑ０ } ＋ ２∑

６

β ＝ １
Ｒｅ {Ａ〈 ｆβ（ ｚ∗）〉 ｑβ } ，

ψ ＝ ２Ｒｅ {Ｂ〈 ｆ０（ ｚ∗）〉 ｑ０ } ＋ ２∑
６

β ＝ １
Ｒｅ {Ｂ〈 ｆβ（ ｚ∗）〉 ｑβ } ，

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（１２）

其中

　 　

〈 ｆｋ（ ｚ∗）〉 ＝ ｄｉａｇ［ ｆｋ（ ｚ１）， ｆｋ（ ｚ２）， ｆｋ（ ｚ３）， ｆｋ（ ｚ４）， ｆｋ（ ｚ５）， ｆｋ（ ｚ６）］，　 　 ｋ ＝ １，２，３，４，５，６，

ｆ０（ ｚα） ＝ ｌｎ（ζ α － ζ∗
α ）， ｆβ（ ｚα） ＝ ｌｎ（ζ －１

α － ζ
－∗
β ），　 　 α，β ＝ １，２，３，４，５，６，

ζ α ＝
ｚα ＋ ｚ２α － ａ２ － ｐ２

αｂ２

ａ － ｉｐαｂ
， ζ∗

α ＝
ｚ∗α ＋ ｚ∗ ２

α － ａ２ － ｐ２
αｂ２

ａ － ｉｐαｂ
， ｚ∗α ＝ ｘ∗

１ ＋ ｐαｘ∗
２ ．

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

（１３）

为进一步确定式（１２）中的 ｑ０ 和 ｑβ， 对式（１３）求导得

　 　

∂
∂ｎ

〈 ｆ０（ ｚ∗）〉
Γ
＝ ｄｉａｇ［ｃ１，ｃ２，ｃ３，ｃ４，ｃ５，ｃ６］ ＝ ∑

６

β ＝ １
ｃβ Ｉβ，

∂
∂ｎ

〈 ｆβ（ ｚ∗）〉
Γ
＝ ｃ－β Ｉ，

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

（１４）

其中

　 　 ｃβ ＝ － ｉｅｉφ

ρ（ｅｉφ － ζ∗
β ）

． （１５）

将式（１４）和式（１２）代入边界条件得

　 　
∑

６

β ＝ １
Ｒｅ { ｃβＢＩβｑ０ ＋ ｃ－βＢＩβｑβ } ＝ ０，

Ｂｑ０ － Ｂｑ０ ＝ １
２πｉ

ｐ， Ａｑ０ － Ａｑ０ ＝ ０ ．

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（１６）

易知

　 　 ｑ０ ＝ １
２πｉ

ＡＴ ｐ， ｑβ ＝ － Ｂ －１Ｂ
－
Ｉβｑ

－
０ ． （１７）

将式（１７）代入式（１２），可得含椭圆孔无限大二十面体准晶的 Ｇｒｅｅｎ 函数为

　 　
ｕ ＝ １

π
Ｉｍ {Ａ [〈ｌｎ（ζ α － ζ∗

α ）〉ＡＴ ＋ ∑
６

β ＝ １
〈ｌｎ（ζ －１

α － ζ
－∗
β ）〉Ｂ －１Ｂ

－
ＩβＡ

－ Ｔ ] } ｐ，

ψ ＝ １
π

Ｉｍ {Ｂ [〈ｌｎ（ζ α － ζ∗
α ）〉ＡＴ ＋ ∑

６

β ＝ １
〈ｌｎ（ζ －１

α － ζ
－∗
β ）〉Ｂ －１Ｂ

－
ＩβＡ

－ Ｔ ] } ｐ ．

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

（１８）

２　 边界条件及边界积分方程

含椭圆孔有限尺寸准晶试样如图 ２ 所示，孔口中心与试样中心重合．板宽为 Ｗ，高为 Ｈ，椭圆长半轴为 ａ，
短半轴为 ｂ ．试样两端施加 σ ＝ １ ＧＰａ 的拉伸力，椭圆孔边不受力．

相应的边界条件为

　 　
ｕｉ ＝ ｕ－ ｉ， ｗ ｉ ＝ ｗ－ ｉ，　 　 　 　 　 　 　 　 ｘｉ ∈ Γ１，

ｔｉ ＝ σ ｉｊｍ ｊ ＝ ｔ－ ｉ， ｈｉ ＝ Ｈｉｊｍ ｊ ＝ ｈ
－
ｉ， ｘｉ ∈ Γ２，

{ （１９）

其中， Γ１ ∪ Γ２ ＝ Γ，Γ 为该构型的整体边界，Γ１，Γ２ 为任意边界，ｕ－ ｉ，ｔ
－
ｉ，ｗ

－
ｉ，ｈ

－
ｉ 为给定的初值．初始条件给定位

移的所有离散节点的集合记为 Γ１，初始条件给定力加载的所有离散节点的集合记为 Γ２ ．
引入记号

　 　 ｕ４，ｊ ≐ ω １ ｊ ＝ ２Ξ４ ｊ， ｕ５，ｊ ≐ ω ２ ｊ ＝ ２Ξ５ ｊ， ｕ６，ｊ ≐ ω ３ ｊ ＝ ２Ξ６ ｊ，
将式（１）—（３）记为
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　 　 ΥＩＪ ＝ ＣＩＪＫＬΞＫＬ， ΞＩＪ ＝
１
２
（ｕＩ，Ｊ ＋ ｕＪ，Ｉ）， ΥＩＪ，Ｊ ＝ ０； （２０）

式（１９）记为

　 　
ｕＩ ＝ ｕ－ Ｉ，　 　 　 　 　 　 ｘＩ ∈ Γ１，

ｔＩ ＝ ΥＩＪｍＪ ＝ ｔ－ Ｉ， ｘＩ ∈ Γ２，
{ （２１）

其中，当 Ｉ ≤ ３ 时，ΥＩＪ ＝ σ ｉｊ，ΞＩＪ ＝ ε ｉｊ；当 Ｉ ＞ ３ 时，ΥＩＪ ＝ Ｈｉｊ，ΞＩＪ ＝ ω ｉｊ，Ｉ，Ｊ，Ｋ，Ｌ ＝ １，２，３，４，５，６；且当 Ｉ ＞ ３ 时，
ｕＪ，Ｉ ＝ ０；当 Ｊ，Ｌ ＞ ３ 时，ΥＩＪ，ＣＩＪＫＬ，ΞＫＬ 为 ０．

图 ２　 含椭圆孔的试样

Ｆｉｇ． ２　 Ｔｈｅ ｓｐｅｃｉｍｅｎ ｃｏｎｔａｉｎｉｎｇ ａｎ ｅｌｌｉｐｔｉｃａｌ ｈｏｌｅ

式（２０）和式（２１）构成微分方程边值问题，其定解问题弱形式相应的加权余量表达式为

　 　 ∫∫
Ω
ΥＩＪ，Ｊω

－
ＩｄΩ ＋ ∫

Γ１
（ｕＩ － ｕ－ Ｉ）ω

－
Γ１Ｉ

ｄΓ ＋ ∫
Γ２
（ ｔＩ － ｔ－ Ｉ）ω

－
Γ２Ｉ

ｄΓ ＝ ０， （２２）

其中， ω－ Ｉ，ω
－
Γ１Ｉ

，ω－ Γ２Ｉ
分别为域 Ω以及边界 Γ１，Γ２ 的权函数，域 Ω为椭圆孔至边界之间的区域．现取基本解 ｕ∗

Ｉ

为域 Ω 的权函数，即 ω－ Ｉ ＝ ｕ∗
Ｉ ， 边界权函数取

　 　 ω－ Γ１Ｉ
＝ ｔ∗Ｉ ＝ Υ∗

ＩＪ ｍＪ， ω－ Γ２Ｉ
＝ － ｕ∗

Ｉ ． （２３）
将基本解 ｕ∗

Ｉ 及式（２３）代入式（２２），得

　 　 ∫∫
Ω
ΥＩＪ，Ｊｕ∗

Ｉ ｄΩ ＋ ∫
Γ１
（ｕＩ － ｕ－ Ｉ） ｔ∗Ｉ ｄΓ － ∫

Γ２
（ ｔＩ － ｔ－ Ｉ）ｕ∗

Ｉ ｄΓ ＝ ０， （２４）

应用散度定理将上述方程整理为

　 　 ∫∫
Ω
Υ∗

ＩＪ，ＪｕＩｄΩ ＋ ∫
Γ１
ｔＩｕ∗

Ｉ ｄΓ１ ＋ ∫
Γ２
ｔ－ Ｉｕ∗

Ｉ ｄΓ２ － ∫
Γ１
ｕ－ Ｉ ｔ∗Ｊ ｄΓ１ － ∫

Γ２
ｕＩ ｔ∗Ｊ ｄΓ２ ＝ ０． （２５）

利用

　 　 Υ∗
ＩＪ，Ｊ ＋ Δ（ξ）δ ＩＪ ＝ ０，

并将 Γ１ 上的 ｕ－ Ｉ 记为 ｕＩ，Γ２ 上的 ｔ－ Ｉ 记为 ｔＩ，ｕ∗
Ｉ 和 ｔ∗Ｉ 记为 ｕ∗

ＩＪ 和 ｔ∗ＩＪ ， 由式（２５）可得区域内的积分方程：

　 　 ｕＩ（ξ） ＋ ∫
Γ
ｕＩ ｔ∗ＩＪ ｄΓ ＝ ∫

Γ
ｔＩｕ∗

ＩＪ ｄΓ ．

将区域内点 ξ 向边界逼近［３３］，可得边界积分方程：

　 　 ＤＩＪ（ξ）ｕＩ（ξ） ＋ ∫
Γ
ｕＩ（ｘ） ｔ∗ＩＪ（ξ，ｘ）ｄΓ ＝ ∫

Γ
ｔＩ（ｘ）ｕ∗

ＩＪ（ξ，ｘ）ｄΓ ． （２６）

若在点 ξ ＝ （ｘ１，ｘ２） 施加单位力 ｐ ＝ （１，０，０，０，０，０）， 由式（１８）中的 ｕ 直接得到 ｕ∗
１Ｊ，而 ｔ∗１Ｊ 由 ∂ψ ／ ∂ｎ 得到．类
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似地，可以得到 ｕ∗
ＩＪ 和 ｔ∗ＩＪ ，Ｉ ≠ １．将 ｕＩ ＝ １ 和 ｔＩ ＝ ０ 代入式（２６），可得

　 　 ＤＩＪ（ξ） ＝ － ∫
Γ
ｔ∗ＩＪ（ξ，ｘ）ｄΓ（ｘ） ． （２７）

将边界积分方程（２６）写成矩阵形式

　 　 Ｄ（ξ）ｕ（ξ） ＋ ∫
Γ
Ｔ∗（ξ，ｘ）ｕ（ｘ）ｄΓ（ｘ） ＝ ∫

Γ
Ｕ∗（ξ，ｘ） ｔ（ｘ）ｄΓ（ｘ）， （２８）

其中， ｔ 和 ｕ 是长度为 ６ 的列向量，Ｄ ＝ （ＤＩＪ），Ｕ∗ ＝ （ｕ∗
ＩＪ ），Ｔ∗ ＝ （ ｔ∗ＩＪ ） 为六阶方阵，且

　 　 Ｕ∗ ＝ １
π

Ｉｍ {Ａ [〈ｌｎ（ζ α － ζ∗
α ）〉ＡＴ ＋ ∑

６

β ＝ １
〈ｌｎ（ζ α

－１ － ζ
－∗
β ）〉Ｂ －１Ｂ

－
ＩβＡ

－ Ｔ ] } ，

　 　 Ｔ∗ ＝ １
π

Ｉｍ {Ｂ ２ζ ２
α（∂ｘ１ ／ ∂ｎ ＋ ｐα∂ｘ２ ／ ∂ｎ）

（ζ α － ζ∗
α ）［（ａ － ｉｐαｂ）ζ ２

α － （ａ ＋ ｉｐαｂ）］
ＡＴ } ＋

　 　 　 　 １
π∑

６

β ＝ １
Ｉｍ {Ｂ － ２ζ α（∂ｘ１ ／ ∂ｎ ＋ ｐα∂ｘ２ ／ ∂ｎ）

（１ － ζ αζ
－∗
β ）［（ａ － ｉｐαｂ）ζ ２

α － （ａ ＋ ｉｐαｂ）］
Ｂ －１Ｂ

－
ＩβＡ

－ Ｔ }
为边界元法所需的位移基本解和应力基本解．

３　 离散化与求解过程

采用线性单元对边界积分方程（２８）进行离散，离散后的边界积分方程为

　 　 Ｄ（ξ）ｕ（ξ） ＋ ∑
Ｍ

ｍ ＝ １
{Ｙ（１）

ｍ （ξ）ｕ（１）
ｍ ＋ Ｙ（２）

ｍ （ξ）ｕ（２）
ｍ } ＝ ∑

Ｍ

ｍ ＝ １
{Ｇ（１）

ｍ （ξ） ｔ（１）ｍ ＋ Ｇ（２）
ｍ （ξ） ｔ（２）ｍ } ， （２９）

其中系数矩阵为

　 　
Ｙ（ ｉ）

ｍ ＝ ∫１
－１
Ｔ∗（ξ，ｘ（１）

ｍ ，ｘ（２）
ｍ ，ζ）ω ｉ（ζ） ｜ Ｊｍ ｜ ｄζ，

Ｇ（ ｉ）
ｍ ＝ ∫１

－１
Ｕ∗（ξ，ｘ（１）

ｍ ，ｘ（２）
ｍ ，ζ）ω ｉ（ζ） ｜ Ｊｍ ｜ ｄζ，

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（３０）

　 　

ｄΓｍ ＝｜ Ｊｍ ｜ ｄζ，

｜ Ｊｍ ｜ ＝
∂ｘ１

∂ζ
æ

è
ç

ö

ø
÷

２

＋
∂ｘ２

∂ζ
æ

è
ç

ö

ø
÷

２

，

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（３１）

ｉ ＝ １，２．Ｍ 为划分边界单元总数， ｜ Ｊｍ ｜ 为引入无因次坐标变换的 Ｊａｃｏｂｉ 行列式．线性单元为

　 　
ｘ ＝ ω １ｘ（１）

ｍ ＋ ω ２ｘ（２）
ｍ ，

ｕ ＝ ω １ｕ（１）
ｍ ＋ ω ２ｕ（２）

ｍ ，{ （３２）

其中， ω １ ＝ （１ － ζ） ／ ２，ω ２ ＝ （１ ＋ ζ） ／ ２，ω ｉ（ ｉ ＝ １，２） 为插值函数或形函数， Γ ＝ Γ１ ∪ Γ２ ∪ … ∪ ΓＮ，Ｎ 为边

界节点总数，ζ 为－１ 到 １ 的无量纲化坐标．
引入记号

　 　
ｕ（２）

ｍ－１ ＝ ｕ（１）
ｍ ＝ ｕｎ， ｔ（２）ｍ－１ ＝ ｔ（１）ｍ ＝ ｔｎ，

Ｙ（２）
ｍ－１ ＋ Ｙ（１）

ｍ ＝ Ｙｎ， Ｇ（２）
ｍ－１ ＋ Ｇ（１）

ｍ ＝ Ｇｎ，
{

则式（２９）可整理成

　 　

∑
Ｍ

ｎ ＝ １
Ｙ ｉｎｕｎ ＝ ∑

Ｍ

ｎ ＝ １
Ｇｉｎ ｔｎ，　 　 ｉ ＝ １，２，…，Ｍ，

Ｙ ｉｎ ＝ Ｙ ｉｎ，　 　 ｉ ≠ ｎ，

Ｙ ｉｎ ＝ Ｙ ｉｎ ＋ Ｃｉ，　 　 ｉ ＝ ｎ，

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

（３３）

其中

　 　 Ｃｉ ＝ － ∫
Γ
Ｔ∗（ｘｉ，ｘ）ｄΓ， （３４）
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ｘｉ 为节点ｉ 处的 ｘ 值．仿照边界积分方程的离散格式，将区域内的积分方程离散为

　 　 ｕｉ ＝ ∑
Ｎ

ｎ ＝ １
Ｇｉｎ ｔｎ － ∑

Ｎ

ｎ ＝ １
Ｙ ｉｎｕｎ，　 　 ｉ ＝ １，２，…，Ｎ ． （３５）

利用式（３３）计算出各边界节点处的物理量，再把求解的物理量代入式（３５），并计算出相应内点的系数

矩阵 Ｇｉｎ 及 Ｙ ｉｎ， 即可计算出区域内任意一点的位移、应力及应变值．

４　 数 值 实 例

取二十面体 Ａｌ⁃Ｐｄ⁃Ｍｎ 准晶的弹性参数［１６］λ ＝ ７４．９ ＧＰａ， μ ＝ ７２．４ ＧＰａ， Ｋ１ ＝ １２５ ＭＰａ， Ｋ２ ＝ － ５０ ＭＰａ， Ｒ

＝ ０．１μＫ１ ．定义声子场应力集中系数为［３４］

　 　 χ ＝ σｍａｘ ／ σ ｎ， （３６）
其中， σｍａｘ 为孔边应力的最大值，σ ｎ 为边界施加的载荷大小，应力集中系数可以用来表示含孔板受拉伸时的

应力集中程度．如果没有特殊说明，取 ａ ＝ ０．１ ｍ，ｂ ＝ ０．０５ ｍ， 边界施加的载荷均为 １ ＧＰａ ．
４．１　 有限大板与无限大板应力比较

考虑图 １ 所示的构型，含椭圆孔有限大二十面体准晶板平面弹性问题声子场和相位子场在单向拉伸时

应力的解析解为［１６］

　 　
ϕ ＝ ｘ１ ｔ∞２ － ｘ２ ｔ∞１ － Ｒｅ {Ｂ〈ζ －１

α 〉Ｂ －１（ａｔ∞２ － ｉｂｔ∞１ ） } ，

［σ ｉ１，Ｈｉ１］ ＝ ∂ϕ
∂ｘ２

， ［σ ｉ２，Ｈｉ２］ ＝ ∂ϕ
∂ｘ１

，

ì

î

í

ïï

ïï

（３７）

其中， ｔ∞１ ＝ ［０，０，０，０，０，０］ Ｔ 和 ｔ∞２ ＝ ［０，１ ＧＰａ，０，０，０，０］ Ｔ 为无限大板在无穷远处施加的载荷，与图 ２ 有限大

试样施加的载荷条件一致．通过式（３６）和式（３７）求得无限大板椭圆孔边的应力集中系数 χ ≈ ４．９３５．
对于有限大板，给定边界条件：

　 　

ｔ１ ＝ ０， ｔ２ ＝ ０， ｈ１ ＝ ０， ｈ２ ＝ ０，　 　 　 　 ｘ ＝ Ｗ
２
， ｙ ∈ ０，Ｈ

２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ∪ － Ｈ

２
，０æ

è
ç

ö

ø
÷ ，

ｔ１ ＝ ０， ｔ２ ＝ １ ＧＰａ， ｈ１ ＝ ０， ｈ２ ＝ ０， ｙ ＝ Ｈ
２
， ｘ ∈ ０，Ｗ

２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ∪ － Ｗ

２
，０æ

è
ç

ö

ø
÷ ，

ｔ１ ＝ ０， ｕ２ ＝ ０， ｈ１ ＝ ０， ｗ２ ＝ ０， ｘ ＝ Ｗ
２
， ｙ ＝ ０，

ｕ１ ＝ ０， ｔ２ ＝ １ ＧＰａ， ｈ２ ＝ ０， ｗ１ ＝ ０， ｘ ＝ ０， ｙ ＝ Ｈ
２
，

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï

（３８）

下边界和右边界为对称边界，椭圆孔边界已考虑在基本解内．
孔边应力集中系数随 Ｗ 和 Ｈ 的变化如图 ３ 所示．对经典板采用同样方法进行测试，固定 Ｗ／ ａ ≥ １００，当

Ｈ ／ ａ≥１８５ 时，有限大板边界元解与无限大板解析解吻合较好．取 Ｈ ／ ａ ＝ ２００，Ｗ／ ａ ＝ １００，准晶有限大板边界元

解“．”与无限大板解析解“－”结果对比如图 ４ 所示．

（ａ） Ｈ ／ ａ ∈ { ６０，８０，１００} （ｂ） Ｈ ／ ａ ∈ { １２０，１６０，２００}
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（ｃ） Ｗ ／ ａ ∈ { ７，８，１０} （ｄ） Ｗ ／ ａ ∈ { ４０，８０，１００}

图 ３　 声子场应力集中系数随板尺寸的变化

Ｆｉｇ． ３　 Ｔｈｅ ｖａｒｉａｔｉｏｎｓ ｏｆ ｐｈｏｎｏｎ ｓｔｒｅｓｓ ｃｏｎｃｅｎｔｒａｔｉｏｎ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓ ｗｉｔｈ ｐｌａｔｅ ｓｉｚｅｓ

由于图 ２ 所示构型最大应力分别发生在点 Ａ及点Ｂ［３４］，声子场应力（σ １１ 和σ ２２） 及相位子场应力（Ｈ１１ 及

Ｈ２２） 关于 θ 轴对称，且点 Ａ 及点 Ｂ 的有效应力是 σ ２２ 和 Ｈ２２ ．因此，本文主要分析声子场应力 σ ２２ 和相位子场

应力 Ｈ２２ ．
取 Ｗ ／ ａ ＝ ８，Ｈ ／ ａ ＝ ４０， 声子场应力 σ ２２ 和相位子场应力 Ｈ２２ 的有限大板边界元解“．”与无限大板解析解

“－”结果对比如图 ５ 所示．由图可见，有限大板与无限大板的孔边应力结果不一致，说明不能用无限大板的

解析解分析有限大板问题，此时，可对含椭圆孔有限大板进行边界元分析．

（ａ） 声子场应力 σ１１ （ｂ） 声子场应力 σ１２

（ａ） Ｐｈｏｎｏｎ ｆｉｅｌｄ ｓｔｒｅｓｓ σ１１ （ｂ） Ｐｈｏｎｏｎ ｆｉｅｌｄ ｓｔｒｅｓｓ σ１２

（ｃ） 声子场应力 σ２１ （ｄ） 声子场应力 σ２２

（ｃ） Ｐｈｏｎｏｎ ｆｉｅｌｄ ｓｔｒｅｓｓ σ２１ （ｄ） Ｐｈｏｎｏｎ ｆｉｅｌｄ ｓｔｒｅｓｓ σ２２
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（ｅ） 声子场应力 σ３１ （ｆ） 声子场应力 σ３２

（ｅ） Ｐｈｏｎｏｎ ｆｉｅｌｄ ｓｔｒｅｓｓ σ３１ （ｆ） Ｐｈｏｎｏｎ ｆｉｅｌｄ ｓｔｒｅｓｓ σ３２

（ｇ） 相位子场应力 Ｈ１１ （ｈ） 相位子场应力 Ｈ１２

（ｇ） Ｐｈａｓｏｎ ｆｉｅｌｄ ｓｔｒｅｓｓ Ｈ１１ （ｈ） Ｐｈａｓｏｎ ｆｉｅｌｄ ｓｔｒｅｓｓ Ｈ１２

（ｉ） 相位子场应力 Ｈ２１ （ｊ） 相位子场应力 Ｈ２２

（ｉ） Ｐｈａｓｏｎ ｆｉｅｌｄ ｓｔｒｅｓｓ Ｈ２１ （ｊ） Ｐｈａｓｏｎ ｆｉｅｌｄ ｓｔｒｅｓｓ Ｈ２２

（ｋ） 相位子场应力 Ｈ３１ （ｌ） 相位子场应力 Ｈ３２

（ｋ） Ｐｈａｓｏｎ ｆｉｅｌｄ ｓｔｒｅｓｓ Ｈ３１ （ｌ） Ｐｈａｓｏｎ ｆｉｅｌｄ ｓｔｒｅｓｓ Ｈ３２

图 ４　 边界元解与无限大板解析解对比 （Ｈ ／ ａ ＝ ２００， Ｗ ／ ａ ＝ １００）
Ｆｉｇ． ４　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｅｌｅｍｅｎｔ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ａｎｄ ｔｈｅ ｉｎｆｉｎｉｔｅ ｐｌａｔｅ ａｎａｌｙｔｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎ （Ｈ ／ ａ ＝ ２００， Ｗ ／ ａ ＝ １００）
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（ａ） 声子场应力 σ２２ （ｂ） 相位子场应力 Ｈ２２

（ａ） Ｐｈｏｎｏｎ ｆｉｅｌｄ ｓｔｒｅｓｓ σ２２ （ｂ） Ｐｈａｓｏｎ ｆｉｅｌｄ ｓｔｒｅｓｓ Ｈ２２

图 ５　 边界元解与无限大板解析解对比 （Ｈ ／ ａ ＝ ４０， Ｗ ／ ａ ＝ ８）
Ｆｉｇ． ５　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｅｌｅｍｅｎｔ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ａｎｄ ｔｈｅ ｉｎｆｉｎｉｔｅ ｐｌａｔｅ ａｎａｌｙｔｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎ （Ｈ ／ ａ ＝ ４０， Ｗ ／ ａ ＝ ８）

４．２　 孔口尺寸对孔边应力的影响

取板宽 Ｗ ＝ １ ｍ，板高 Ｈ ＝ ３ ｍ，椭圆长短半轴 ａ 与 ｂ 对孔边应力 σ ２２ 和 Ｈ２２ 的影响如图 ６、７ 所示．

（ａ） 声子场应力 σ２２ （ｂ） 相位子场应力 Ｈ２２

（ａ） Ｐｈｏｎｏｎ ｆｉｅｌｄ ｓｔｒｅｓｓ σ２２ （ｂ） Ｐｈａｓｏｎ ｆｉｅｌｄ ｓｔｒｅｓｓ Ｈ２２

图 ６　 取 ａ ＝ ０．２ ｍ，孔边应力值随 ｂ 的变化情况

Ｆｉｇ． ６　 Ｆｏｒ ａ ＝ ０．２ ｍ，ｔｈｅ ｃｈａｎｇｅｓ ｏｆ ｈｏｌｅ ｅｄｇｅ ｓｔｒｅｓｓｅｓ ｗｉｔｈ ｂ

（ａ） 声子场应力 σ２２ （ｂ） 相位子场应力 Ｈ２２

（ａ） Ｐｈｏｎｏｎ ｆｉｅｌｄ ｓｔｒｅｓｓ σ２２ （ｂ） Ｐｈａｓｏｎ ｆｉｅｌｄ ｓｔｒｅｓｓ Ｈ２２

图 ７　 取 ｂ ＝ ０．１ ｍ，孔边应力值随 ａ 的变化情况

Ｆｉｇ． ７　 Ｆｏｒ ｂ ＝ ０．１ ｍ， ｔｈｅ ｃｈａｎｇｅｓ ｏｆ ｈｏｌｅ ｅｄｇｅ ｓｔｒｅｓｓｅｓ ｗｉｔｈ ａ
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由图 ６ 和图 ７ 可以看出：固定 ａ，椭圆孔边声子场和相位子场的应力随着 ｂ 的增大而减小；固定 ｂ，声子

场和相位子场的应力随着 ａ 的增大而增大．
４．３　 椭圆孔方向与应力集中系数的关系

取板宽 Ｗ ＝ １ ｍ，板高 Ｈ ＝ ３ ｍ ．图 ８ 所示的椭圆孔长轴沿逆时针向拉伸方向旋转 α， 图 ９ 为旋转角度对

孔边应力的影响，表 １ 为旋转角度对应力集中系数的影响．当长轴与拉伸方向的夹角取不同值时，声子场应

力集中系数变化如表 １ 所示．

图 ８　 椭圆孔旋转构型

Ｆｉｇ． ８　 Ｔｈｅ ｃｏｎｆｉｇｕｒａｔｉｏｎ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ｔｈｅ ｅｌｌｉｐｔｉｃ ｈｏｌｅ ｒｏｔａｔｉｏｎ

（ａ） 声子场应力 σ２２（α ＝ ０°，４５°，９０°） （ｂ） 相位子场应力 Ｈ２２（α ＝ ０°，４５°，９０°）

（ａ） Ｐｈｏｎｏｎ ｆｉｅｌｄ ｓｔｒｅｓｓ σ２２（α ＝ ０°，４５°，９０°） （ｂ） Ｐｈａｓｏｎ ｆｉｅｌｄ ｓｔｒｅｓｓ Ｈ２２（α ＝ ０°，４５°，９０°）

（ｃ） 声子场应力 σ２２（α ＝ ３０°，４５°，７５°） （ｄ） 相位子场应力 Ｈ２２（α ＝ ３０°，４５°，７５°）

（ｃ） Ｐｈｏｎｏｎ ｆｉｅｌｄ ｓｔｒｅｓｓ σ２２（α ＝ ３０°，４５°，７５°） （ｄ） Ｐｈａｓｏｎ ｆｉｅｌｄ ｓｔｒｅｓｓ Ｈ２２（α ＝ ３０°，４５°，７５°）

图 ９　 椭圆孔边应力随 α 的变化情况

Ｆｉｇ． ９　 Ｔｈｅ ｃｈａｎｇｅｓ ｏｆ ｈｏｌｅ ｅｄｇｅ ｓｔｒｅｓｓｅｓ ｗｉｔｈ α
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表 １　 应力集中系数随 α 的变化情况

Ｔａｂｌｅ １　 Ｔｈｅ ｃｈａｎｇｅ ｏｆ ｔｈｅ ｓｔｒｅｓｓ ｃｏｎｃｅｎｔｒａｔｉｏｎ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ ｗｉｔｈ α

　
α ／ （ °）

０ １５ ４５ ７５ ９０

ｓｔｒｅｓｓ ｃｏｎｃｅｎｔｒａｔｉｏｎ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ ５．０９８ ２ ４．７６７ ９ ３．６５１ ６ ２．２５８ ２ ２．０１８ ６

　 　 由图 ９ 和表 １ 可知，在椭圆沿着其长轴由水平方向向垂直方向旋转的过程中，应力集中系数变小，即椭

圆应力集中得到缓解．当椭圆孔的长轴与拉伸方向垂直时，应力集中系数最大；当椭圆孔的长轴与拉伸方向

平行时，应力集中系数最小．
４．４　 椭圆孔退化到裂纹

考虑图 １ 所示构型，取 ｂ ＝ ０， 利用声子场应力强度因子

　 　 Ｋσ
Ⅰ ＝ ｌｉｍ

ｘ１→ａ
２π （ｘ１ － ａ） σ ２２ （３９）

及相位子场应力强度因子

　 　 ＫＨ
Ⅰ ＝ ｌｉｍ

ｘ１→ａ
２π （ｘ１ － ａ） Ｈ２２， （４０）

计算裂纹尖端的应力强度因子随 ２ａ ／ Ｗ 的变化，如图 １０ 所示．

（ａ） 声子场应力强度因子 （ｂ） 相位子场应力强度因子

（ａ） Ｔｈｅ ｓｔｒｅｓｓ ｉｎｔｅｎｓｉｔｙ ｆａｃｔｏｒ ｏｆ ｔｈｅ ｐｈｏｎｏｎ ｆｉｅｌｄ （ｂ） Ｔｈｅ ｓｔｒｅｓｓ ｉｎｔｅｎｓｉｔｙ ｆａｃｔｏｒ ｏｆ ｔｈｅ ｐｈａｓｏｎ ｆｉｅｌｄ

图 １０　 应力强度因子随 ２ａ ／ Ｗ 的变化情况

Ｆｉｇ． １０　 Ｔｈｅ ｖａｒｉａｔｉｏｎ ｏｆ ｓｔｒｅｓｓ ｉｎｔｅｎｓｉｔｙ ｆａｃｔｏｒ ｗｉｔｈ ２ａ ／ Ｗ

由图 １０ 可知，声子场裂纹尖端的应力强度因子随着 ２ａ ／ Ｗ 的增大而增大，相位子场裂纹尖端的应力强

度因子随着 ２ａ ／ Ｗ 的增大而减小，且从图中可以看出，声子场裂纹尖端的应力强度因子远大于相位子场裂纹

尖端的应力强度因子．

５　 结　 　 论

１） 有限大板孔边应力随着板尺寸的增大而减小，且垂直拉伸力方向的板宽 Ｗ 的变化对孔边应力的影

响小于平行拉伸力方向的板高 Ｈ 的变化对孔边应力的影响，即板尺寸沿外力加载方向的变化对孔边应力的

影响程度大．当板尺寸与椭圆孔尺寸的比值大于下限值时，可以用无限板孔边应力的解析表达式对有限板进

行相应的分析；否则，用边界元法对有限板进行孔边应力分析．
２） 椭圆孔边应力集中系数随 ａ ／ ｂ 的增大而增大．即椭圆孔的形状对于材料的力学性质有重要影响，在

准晶构件设计时需加以考虑．
３） 椭圆孔方向的变化对孔边应力集中系数产生影响．长轴垂直拉伸方向的椭圆孔逆时针倾斜会引起主

应力线变稀疏．这表明在实际工程设计中，应尽量调整椭圆孔的方向，避免长轴与拉伸方向垂直，从而减小应

力集中系数，提高构件的强度和稳定性．

２１４ 应　 用　 数　 学　 和　 力　 学　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ２０２４ 年　 第 ４５ 卷



４） 含椭圆孔的构件，应力集中系数随应力集中因素方向的不同而不同．对长轴垂直拉伸方向的椭圆孔

沿逆时针倾斜引起主应力线变稀疏，因此，构件设计时若考虑应力集中因素方向的选择，应力集中程度有可

能减弱．
５） 试样尺寸变化对准晶声子场孔边应力的影响比对弹性板的影响大，这是由于相位子场的出现产生了

一定影响．同时，试样尺寸的变化对声子场孔边应力的影响比对相位子场孔边应力的影响大．
本文利用边界元法对图 １ 所示的二十面体准晶有限大板平面弹性问题的椭圆孔边应力进行分析，为工

程构件设计时简单改进应力集中因素，降低应力集中程度提供了参考．
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ｑｕａｓｉｃｒｙｓｔａｌｓ［Ｊ］ ． Ｐｈｙｓｉｃｓ ｌｅｔｔｅｒｓ Ａ， ２００５， ３４１ （１ ／ ４）： ２３５⁃２３９．

［１４］　 ＤＩＮＧ Ｄ Ｈ， ＹＡＮＧ Ｗ Ｇ， ＨＵ Ｃ Ｚ， ｅｔ ａｌ． Ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ ｅｌａｓｔｉｃｉｔｙ ｔｈｅｏｒｙ ｏｆ ｑｕａｓｉｃｒｙｓｔａｌｓ［Ｊ］ ． Ｐｈｙｓｉｃａｌ Ｒｅｖｉｅｗ Ｂ，

１９９３， ４８（１０）： ７００３⁃７０１０．

［１５］　 ＧＡＯ Ｙ， ＲＩＣＯＥＵＲ Ａ， ＺＨＡＮＧ Ｌ． Ｐｌａｎｅ ｐｒｏｂｌｅｍｓ ｏｆ ｃｕｂｉｃ ｑｕａｓｉｃｒｙｓｔａｌ ｍｅｄｉａ ｗｉｔｈ ａｎ ｅｌｌｉｐｔｉｃ ｈｏｌｅ ｏｒ ａ ｃｒａｃｋ

［Ｊ］ ． Ｐｈｙｓｉｃｓ Ｌｅｔｔｅｒｓ Ａ， ２０１１， ３７５（２８ ／ ２９）： ２７７５⁃２７８１．

［１６］　 ＬＩ Ｌ Ｈ， ＬＩＵ Ｇ Ｔ． Ｓｔｒｏｈ ｆｏｒｍａｌｉｓｍ ｆｏｒ ｉｃｏｓａｈｅｄｒａｌ ｑｕａｓｉｃｒｙｓｔａｌ ａｎｄ ｉｔｓ ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎ［Ｊ］ ． Ｐｈｙｓｉｃｓ Ｌｅｔｔｅｒｓ Ａ， ２０１２，

３７６（２８ ／ ２９）： ９８７⁃９９０．

［１７］　 ＹＡＮＧ Ｌ Ｚ， ＡＮＤＲＥＡＳ Ｒ， ＨＥ Ｆ Ｍ， ｅｔ ａｌ． Ｆｉｎｉｔｅ ｓｉｚｅ ｓｐｅｃｉｍｅｎｓ ｗｉｔｈ ｃｒａｃｋｓ ｏｆ ｉｃｏｓａｈｅｄｒａｌ Ａｌ⁃Ｐｄ⁃Ｍｎ ｑｕａｓｉｃｒｙｓ⁃

ｔａｌｓ［Ｊ］ ． Ｃｈｉｎｅｓｅ Ｐｈｙｓｉｃｓ Ｂ， ２０１４， ２３（５）： ０５６１０２．

［１８］　 ＬＩ Ｌ Ｈ． Ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ ２Ｄ ｐｒｏｂｌｅｍ ｏｆ ｉｃｏｓａｈｅｄｒａｌ ｑｕａｓｉｃｒｙｓｔａｌｓ ｃｏｎｔａｉｎｉｎｇ ａｎ ｅｌｌｉｐｔｉｃ ｈｏｌｅ［ Ｊ］ ． Ｃｈｉｎｅｓｅ Ｐｈｙｓｉｃｓ

Ｂ， ２０１３， ２２（１１）： １１６１０１．

［１９］　 ＱＩＮ Ｑ Ｈ． Ｔｈｅｒｍｏｅｌｅｃｔｒｏｅｌａｓｔｉｃ Ｇｒｅｅｎ’ｓ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｆｏｒ ａ ｐｉｅｚｏｅｌｅｃｔｒｉｃ ｐｌａｔｅ ｃｏｎｔａｉｎｉｎｇ ａｎ ｅｌｌｉｐｔｉｃ ｈｏｌｅ［Ｊ］ ． Ｍｅ⁃

ｃｈａｎｉｃｓ ｏｆ Ｍａｔｅｒｉａｌｓ， １９９８， ３０（１）： ２１⁃２９．

［２０］　 张炳彩， 丁生虎， 张来萍． 一维六方准晶双材料中圆孔边共线界面裂纹的反平面问题［ Ｊ］ ． 应用数学和力学，

２０２２， ４３（６）： ６３９⁃６４７．（ＺＨＡＮＧ Ｂｉｎｇｃａｉ， ＤＩＮＧ Ｓｈｅｎｇｈｕ， ＺＨＡＮＧ Ｌａｉｐｉｎｇ． Ｔｈｅ ａｎｔｉ⁃ｐｌａｎｅ ｐｒｏｂｌｅｍ ｏｆ ｃｏｌｌｉｎｅａｒ

ｉｎｔｅｒｆａｃｅ ｃｒａｃｋｓ ｅｍａｎａｔｉｎｇ ｆｒｏｍ ａ ｃｉｒｃｕｌａｒ ｈｏｌｅ ｉｎ １Ｄ ｈｅｘａｇｏｎａｌ ｑｕａｓｉｃｒｙｓｔａｌ ｂｉ⁃ｍａｔｅｒｉａｌｓ［Ｊ］ ． Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅ⁃

ｍａｔｉｃｓ ａｎｄ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ， ２０２２， ４３（６）： ６３９⁃６４７．（ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［２１］　 卢绍楠， 赵雪芬， 马园园． 一维六方压电准晶双材料界面共线裂纹问题［ Ｊ］ ． 应用数学和力学， ２０２３， ４４（７）：

８０９⁃８２４．（ＬＵ Ｓｈａｏｎａｎ， ＺＨＡＯ Ｘｕｅｆｅｎ， ＭＡ Ｙｕａｎｙｕａｎ． Ｒｅｓｅａｒｃｈ ｏｎ ｉｎｔｅｒｆａｃｉａｌ ｃｏｌｌｉｎｅａｒ ｃｒａｃｋｓ ｂｅｔｗｅｅｎ １Ｄ

ｈｅｘａｇｏｎａｌ ｐｉｅｚｏｅｌｅｃｔｒｉｃ ｑｕａｓｉｃｒｙｓｔａｌ ｂｉｍａｔｅｒｉａｌｓ［Ｊ］ ． Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ａｎｄ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ， ２０２３， ４４（７）： ８０９⁃

８２４．（ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［２２］　 尹姝媛， 周旺民， 范天佑． 八次对称二维准晶中的Ⅱ型裂纹［ Ｊ］ ． 应用数学和力学， ２００２，２３（４）： ３７６⁃３８０．（ＹＩＮ

Ｓｈｕｙｕａｎ， ＺＨＯＵ Ｗａｎｇｍｉｎ， ＦＡＮ Ｔｉａｎｙｏｕ． Ａ ｍｏｄｅ Ⅱ ｃｒａｃｋ ｉｎ ａ ｔｗｏ⁃ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ ｏｃｔａｇｏｎａｌ ｑｕａｓｉｃｒｙｓｔａｌｓ［Ｊ］ ．

Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ａｎｄ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ， ２００２， ２３（４）： ３７６⁃３８０．（ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［２３］　 ＬＵ Ｐ， ＷＩＬＬＩＡＭＳ Ｗ． Ｇｒｅｅｎ ｆｕｎｃｔｉｏｎｓ ｏｆ ｐｉｅｚｏｅｌｅｃｔｒｉｃ ｍａｔｅｒｉａｌ ｗｉｔｈ ａｎ ｅｌｌｉｐｔｉｃ ｈｏｌｅ ｏｒ ｉｎｃｌｕｓｉｏｎ［Ｊ］ ． Ｉｎｔｅｒｎａ⁃

ｔｉｏｎａｌ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｓｏｌｉｄｓ ａｎｄ Ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓ， １９９８， ３５（７ ／ ８）： ６５１⁃６６４．

［２４］　 ＺＨＯＵ Ｙ Ｂ， ＬＩ Ｘ Ｆ． Ｆｒａｃｔｕｒｅ ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ａｎ ｉｎｆｉｎｉｔｅ １Ｄ ｈｅｘａｇｏｎａｌ ｐｉｅｚｏｅｌｅｃｔｒｉｃ ｑｕａｓｉｃｒｙｓｔａｌ ｐｌａｔｅ ｗｉｔｈ ａ ｐｅｎｎｙ⁃

ｓｈａｐｅｄ ｄｉｅｌｅｃｔｒｉｃ ｃｒａｃｋ［Ｊ］ ． Ｅｕｒｏｐｅａｎ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ Ａ： Ｓｏｌｉｄｓ， ２０１９， ７６： ２２４⁃２３４．

［２５］　 ＫＡＭＥＬ Ｍ， ＬＩＡＷ Ｍ． Ｇｒｅｅｎ’ｓ ｆｕｎｃｔｉｏｎｓ ｄｕｅ ｔｏ ｃｏｎｃｅｎｔｒａｔｅｄ ｍｏｍｅｎｔｓ ａｐｐｌｉｅｄ ｉｎ ａｎ ａｎｉｓｏｔｒｏｐｉｃ ｐｌａｎｅ ｗｉｔｈ ａｎ

ｅｌｌｉｐｔｉｃ ｈｏｌｅ ｏｒ ａ ｃｒａｃｋ［Ｊ］ ． Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ Ｒｅｓｅａｒｃｈ Ｃｏｍｍｕｎｉｃａｔｉｏｎｓ， １９８９， １６（５）： ３１１⁃３１９．

［２６］　 ＧＵＯ Ｊ Ｈ， ＹＵ Ｊ， ＸＩＮＧ Ｙ Ｍ， ｅｔ ａｌ． Ｔｈｅｒｍｏｅｌａｓｔｉｃ ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ａ ｔｗｏ⁃ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ ｄｅｃａｇｏｎａｌ ｑｕａｓｉｃｒｙｓｔａｌ ｗｉｔｈ ａ

ｃｏｎｄｕｃｔｉｖｅ ｅｌｌｉｐｔｉｃ ｈｏｌｅ［Ｊ］ ． Ａｃｔａ Ｍｅｃｈａｎｉｃａ， ２０１６， ２２７（９）： ２５９５⁃２６０７．

［２７］　 ＺＨＡＯ Ｘ Ｆ， ＬＩ Ｘ， ＤＩＮＧ Ｓ Ｈ． Ｔｗｏ ｋｉｎｄｓ ｏｆ ｃｏｎｔａｃｔ ｐｒｏｂｌｅｍｓ ｉｎ ｔｈｒｅｅ⁃ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ ｉｃｏｓａｈｅｄｒａｌ ｑｕａｓｉｃｒｙｓｔａｌｓ

［Ｊ］ ． Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ａｎｄ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ（Ｅｎｇｌｉｓｈ Ｅｄｉｔｉｏｎ）， ２０１５， ３６（１２）： １５６９⁃１５８０．

［２８］　 ＷＡＮＧ Ｘ Ｆ， ＦＡＮ Ｔ Ｙ， ＺＨＵ Ａ Ｙ． Ｄｙｎａｍｉｃ ｂｅｈａｖｉｏｕｒ ｏｆ ｔｈｅ ｉｃｏｓａｈｅｄｒａｌ Ａｌ⁃Ｐｄ⁃Ｍｎ ｑｕａｓｉｃｒｙｓｔａｌ ｗｉｔｈ ａ Ｇｒｉｆｆｉｔｈ

ｃｒａｃｋ［Ｊ］ ． Ｃｈｉｎｅｓｅ Ｐｈｙｓｉｃｓ Ｂ， ２００９， １８（２）： ７０９⁃７１４．

［２９］　 吴祥法， 范天佑， 安冬梅． 用路径守恒积分计算平面准晶裂纹扩展的能量释放率［Ｊ］ ． 计算力学学报， ２０００， １７

（１）： ３４⁃４２．（ＷＵ Ｘｉａｎｇｆａ， ＦＡＮ Ｔｉａｎｙｏｕ， ＡＮ Ｄｏｎｇｍｅｉ． Ｅｎｅｒｇｙ ｒｅｌｅａｓｅ ｒａｔｅ ｏｆ ｐｌａｎｅ ｑｕａｓｉｃｒｙｓｔａｌｓ ｗｉｔｈ ｃｒａｃｋ

ｄｅｔｅｒｍｉｎｅｄ ｂｙ ｐａｔｈ⁃ｉｎｄｅｐｅｎｄｅｎｔ Ｅ⁃ｉｎｔｅｇｒａｌ［Ｊ］ ． Ｃｈｉｎｅｓｅ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ， ２０００， １７（１）：

３４⁃４２．（ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

４１４ 应　 用　 数　 学　 和　 力　 学　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ２０２４ 年　 第 ４５ 卷



［３０］　 吴云龙． 十面体准晶和二十面体准晶动态断裂的有限差分分析［Ｄ］ ． 北京： 北京理工大学， ２０１３．（ＷＵ Ｙｕｎｌｏｎｇ．

Ｆｉｎｉｔｅ ｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅ ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ｄｙｎａｍｉｃ ｆｒａｃｔｕｒｅ ｉｎ ｄｅｃａｇｏｎａｌ ａｎｄ ｉｃｏｓａｈｅｄｒａｌ ｑｕａｓｉｃｒｙｓｔａｌｓ［Ｄ］ ． Ｂｅｉｊｉｎｇ： Ｂｅｉｊｉｎｇ

Ｉｎｓｔｉｔｕｔｅ ｏｆ Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ， ２０１３．（ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［３１］　 杨连枝， 张亮亮， 孙振东， 等． 二十面体准晶的有限元模拟方法［Ｃ］ ／ ／中国力学大会： ２０１３ 论文摘要集． 工程科

技 Ｉ 辑， ２０１３．（ＹＡＮＧ Ｌｉａｎｚｈｉ， ＺＨＡＮＧ Ｌｉａｎｇｌｉａｎｇ， ＳＵＮ Ｚｈｅｎｄｏｎｇ， ｅｔ ａｌ． Ｆｉｎｉｔｅ ｅｌｅｍｅｎｔ ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ ｏｆ ｉｃｏｓａｈｅ⁃

ｄｒａｌ ｑｕａｓｉｃｒｙｓｔａｌｓ［Ｃ］ ／ ／ Ｃｈｉｎｅｓｅ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ Ｃｏｎｇｒｅｓｓ： ２０１３ Ａｂｓｔｒａｃｔｓ Ｃｏｌｌｅｃｔｉｏｎ． Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ Ｓｅ⁃

ｒｉｅｓ Ｉ， ２０１３．（ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［３２］　 杨连枝， 何蕃民， 高阳． 二十面体 Ａｌ⁃Ｐｄ⁃Ｍｎ 准晶板的断裂行为研究［Ｃ］ ／ ／北京力学会第 ２０ 届学术年会论文集．

北京： 中国学术期刊电子出版社， ２０１４： ２．（ＹＡＮＧ Ｌｉａｎｚｈｉ， ＨＥ Ｆａｎｍｉｎ， ＧＡＯ Ｙａｎｇ． Ｓｔｕｄｙ ｏｆ ｆｒａｃｔｕｒｅ ｂｅｈａｖｉｏｒ

ｏｆ ｉｃｏｓａｈｅｄｒａｌ Ａｌ⁃Ｐｄ⁃Ｍｎ ｑｕａｓｉｃｒｙｓｔａｌ ｓｌａｂ［Ｃ］ ／ ／ Ｔｈｅ Ｐｒｏｃｅｅｄｉｎｇｓ ｏｆ ｔｈｅ ２０ｔｈ Ａｎｎｕａｌ Ｃｏｎｆｅｒｅｎｃｅ ｏｆ Ｂｅｉｊｉｎｇ Ｓｏ⁃

ｃｉｅｔｙ ｏｆ Ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌ ａｎｄ Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ． Ｂｅｉｊｉｎｇ： Ｃｈｉｎａ Ａｃａｄｅｍｉｃ Ｊｏｕｒｎａｌ Ｅｌｅｃｔｒｏｎｉｃ Ｐｕｂｌｉｓｈｉｎｇ Ｈｏｕｓｅ，

２０１４： ２．（ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［３３］　 ＧＡＵＬ Ｌ， ＫÖＧＬ Ｍ， ＷＡＧＮＥＲ Ｍ． Ｂｏｕｎｄａｒｙ Ｅｌｅｍｅｎｔ Ｍｅｔｈｏｄｓ ｆｏｒ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｓ ａｎｄ Ｓｃｉｅｎｔｉｓｔｓ： ａｎ Ｉｎｔｒｏｄｕｃｔｏｒｙ

Ｃｏｕｒｓｅ Ｗｉｔｈ Ａｄｖａｎｃｅｄ Ｔｏｐｉｃｓ［Ｍ］ ． Ｎｅｗ Ｙｏｒｋ： Ｓｐｒｉｎｇｅｒ⁃Ｖｅｒｌａｇ， ２００３．

［３４］　 航空工业部科学技术委员会． 应力集中系数手册［Ｍ］ ． 北京： 高等教育出版社， １９９０．（Ｓｃｉｅｎｃｅ ａｎｄ Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ
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５１４　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 王会苹，等： 含椭圆孔有限大二十面体准晶板平面弹性问题的边界元分析


