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摘要：　 考虑了一类非光滑半无限多目标优化问题．利用高阶 Ｓｔｕｄｎｉａｒｓｋｉ 下导数，得到了问题的严格局部有效解的

高阶弱 ＫＫＴ 最优性充分条件．进一步地，若假设该最优性条件中目标函数相关的乘子均大于零，则得到严格局部

Ｂｏｒｗｅｉｎ 真有效解的高阶强 ＫＫＴ 充分条件．这些充分条件适用于处理无任何凸性假设下的问题．
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０　 引　 　 言

多目标优化在最优控制等领域有着广泛的应用，其理论和应用的研究已经得到了丰富的研究成果［１⁃２］ ．
其各类解（例如 Ｐａｒｅｔｏ 有效解、Ｇｅｏｆｆｒｉｏｎ 真有效解和 Ｂｏｒｗｅｉｎ 真有效解［３］ 等）的最优性条件是一个重要的研
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究方向．
近年来，半无限多目标优化问题的 ＫＫＴ 最优性条件的相关研究得到了极大发展， 其研究方法与成果相

当丰富［４⁃１５］ ．例如：文献［４］利用次微分建立了半无限凸多目标优化问题有效解的强 ＫＫＴ 充分必要条件；文
献［６］在不变凸性假设下，利用 Ｃｌａｒｋｅ 次微分导出了局部 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ 非光滑半无限多目标优化问题弱有效解

的强 ＫＫＴ 充分必要条件；文献［１０］在目标函数是伪不变凸同时约束函数是拟不变凸的假设下，利用 Ｃｌａｒｋｅ
次微分得到了非光滑多目标半无限优化问题有效解的强 ＫＫＴ 充分必要条件，改进了文献［４］中相关的结果；
最近，文献［１５］利用高阶 Ｓｔｕｄｎｉａｒｓｋｉ 导数，建立了非光滑多目标半无限优化问题 Ｂｏｒｗｅｉｎ 真有效解的高阶强

ＫＫＴ 最优性充分必要条件等．
目前，大部分文献在建立非光滑多目标半无限优化问题的最优性充分条件时，都需要凸性或者广义凸性

假设．在建立高阶的最优性充分条件时，文献［１５］要求目标函数和约束函数存在高阶 Ｓｔｕｄｎｉａｒｓｋｉ 导数．然而，
据笔者所知，通常的平稳函数甚至凸函数不一定存在 Ｓｔｕｄｎｉａｒｓｋｉ 导数．因此，针对这一问题，本文的主要目标

是在更弱的假设条件下，建立非凸非光滑多目标半无限优化问题的高阶 ＫＫＴ 最优性充分条件．
本文在无任何凸性假设下，利用高阶 Ｓｔｕｄｎｉａｒｓｋｉ 下导数，得到了非光滑半无限问题的严格局部有效解的

高阶弱 ＫＫＴ 充分条件和严格局部 Ｂｏｒｗｅｉｎ 真有效解的高阶强 ＫＫＴ 充分条件．本文的结果可改进现有文献中

的一些相关结果．

１　 预 备 知 识

在本文中， ＲＲｎ 表示 ｎ 维的欧氏空间， ＲＲｎ
＋ 表示 ＲＲｎ 中的非负象限， ‖·‖ 表示 ＲＲｎ 中的欧式距离．对于任意的

ｘ，ｙ ∈ ＲＲｎ，ｘ≥ ｙ 意味着 ｙ － ｘ∈ ＲＲｎ
＋，〈ｘ，ｙ〉 ｘＴｙ 表示内积．设 ｘ－ ∈ ＲＲｎ 以及 δ ＞ ０，Ｂ（ｘ－；δ） { ｘ∈ ＲＲｎ：‖ｘ －

ｘ－‖ ＜ δ } 表示 ＲＲｎ 中以 ｘ－ 为球心且以 δ 为半径的开球．设 Ａ ⊆ ＲＲｎ，ｃｌ Ａ 表示集合 Ａ 的闭包．设 ｘ ∈ ｃｌ Ａ， 定义

集合 Ａ 在 ｘ 处的切锥为

　 　 Ｔ（Ａ，ｘ） ＝ { ｖ ∈ ＲＲ ： ∃ｔｋ → ０ ＋， ∃ｖｋ → ｖ， ｓ．ｔ． ｘ ＋ ｔｋｖｋ ∈ Ａ，∀ｋ ∈ ＮＮ } ．
我们考虑如下的半无限多目标优化问题：

　 　
ｍｉｎ ｆ（ｘ） ＝ （ ｆ１（ｘ），…， ｆｐ（ｘ）），

　 ｓ．ｔ．　 ｇｔ（ｘ） ≤ ０，　 　 ｔ ∈ Ｔ，{ （１）

其中， ｆｉ：Ω → ＲＲ （ ｉ ∈ Ｉ { １，…，ｐ } ） 和 ｇｔ：Ω → ＲＲ （ ｔ ∈ Ｔ） 是 Ω 上的连续函数， Ω 是 ＲＲｎ 上的一个开子集， Ｔ
是任意的非空指标集．问题（１）的可行集表示为

　 　 Ｘ { ｘ ∈ Ω： ｇｔ（ｘ） ≤ ０， ｔ ∈ Ｔ } ．

设 ｘ－ ∈ Ｘ， 约束函数的积极指标集表示为 Ｔ（ｘ－） { ｔ ∈ Ｔ： ｇｔ（ｘ
－） ＝ ０ } ， 有效约束乘子集表示为

　 　 Λ（ｘ－） { η ∈ ＲＲ Ｔ
＋ ：η ｔｇｔ（ｘ

－） ＝ ０， ∀ｔ ∈ Ｔ } ，

其中， Ｔ 表示 Ｔ 的基数， 即 Ｔ 的元素个数， ＲＲ Ｔ
＋ 表示仅在 Ｔ 的有限个点处取正， 其他点处取零的所有函数

η：Ｔ → ＲＲ 的全体， η ｔ 表示 η 在 ｔ 处取的函数值．
我们回顾文献［１６］中定义 １．１ 引入的严格局部 ｍ 阶有效解的概念．
定义 １［１６］ 　 设 ｍ ∈ ＮＮ 是一个正整数，设 ｘ－ ∈ Ｘ 是问题（１）的一个可行解．若存在 ρ ＞ ０ 以及 ｘ－ 的一个邻

域 Ｕ ⊆ ＲＲｎ 满足

　 　 （ ｆ（ｘ） ＋ ＲＲｐ
＋） ∩ Ｂ（ ｆ（ｘ－）； ρ‖ｘ － ｘ－‖ｍ） ＝ ⌀，　 　 ∀ｘ ∈ Ｘ ∩ Ｕ ＼ { ｘ－ } ， （２）

则称 ｘ－ 为问题（１）的一个严格局部 ｍ 阶有效解．
利用定义 １，我们引入如下的严格局部 ｍ 阶 Ｂｏｒｗｅｉｎ 真有效解的定义．
定义 ２　 设 ｍ∈ＮＮ是一个正整数，设 ｘ－ ∈ Ｘ 是问题（１）的一个可行解．若 ｘ－ 是严格 ｍ 阶的有效解，且存在

ｘ－ 的一个邻域 Ｕ ⊆ ＲＲｎ 满足
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　 　 Ｔ（ ｆ（Ｘ ∩ Ｕ） ＋ ＲＲｐ
＋， ｆ（ｘ－）） ∩ （ － ＲＲｐ

＋） ＝ { ０ } ， （３）
则称 ｘ－ 为问题（１）的一个严格局部 ｍ 阶 Ｂｏｒｗｅｉｎ 真有效解．

下面的例子说明了定义 ２ 中的概念是良定义的．
例 １　 考虑以下多目标半无限问题：

　 　
ｍｉｎ ｆ（ｘ） ＝ （ｘ， － ｘ），
　 ｓ．ｔ．　 ｇｔ（ｘ） － ｔｘ ≤ ０，　 　 ｔ ∈ Ｔ ＮＮ ，{

则 Ｘ ＝ ＲＲ ＋ ．设 ｘ－ ０，Ｕ Ｂ（ｘ－；１） 以及 ρ １．通过验证知道，对于 ｍ ＝ ２， 式（２）和式（３）成立．因此， ｘ－ 是该问

题的一个严格局部 ２ 阶 Ｂｏｒｗｅｉｎ 真有效解．
由定义 ２ 我们注意到，严格局部 ｍ 阶 Ｂｏｒｗｅｉｎ 真有效解一定是严格局部 ｍ ＋ １ 阶 Ｂｏｒｗｅｉｎ 真有效解，并

且也一定是局部 Ｂｏｒｗｅｉｎ 真有效解（其定义可以参看文献［１５］中的定义 ２．１）．
接下来，我们回顾 ｍ 阶 Ｓｔｕｄｎｉａｒｓｋｉ 导数的概念．
定义 ３［１７］ 　 设 ｈ： ＲＲｎ→ ＲＲ 是一个给定的函数．对于 ｘ－ ∈ ＲＲｎ 以及 ｖ ∈ ＲＲｎ， 若极限

　 　 ｄｍ
Ｓ ｈ（ｘ

－；ｖ） ｌｉｍ
ｕ→ｖ，α→０ ＋

ｈ（ｘ－ ＋ αｕ） － ｈ（ｘ－）
αｍ

存在， 则称 ｄｍ
Ｓ ｈ（ｘ

－；ｖ） 为 ｘ－ 处沿方向 ｖ 上的 ｍ 阶 Ｓｔｕｄｎｉａｒｓｋｉ 导数．
定义 ４［１７］ 　 设 ｈ： ＲＲｎ→ ＲＲ 是一个给定的函数．对于 ｘ－ ∈ ＲＲｎ 以及 ｖ ∈ ＲＲｎ， 定义

　 　 ｄ－
ｍ
Ｓ ｈ（ｘ

－；ｖ） ｌｉｍ ｉｎｆ
ｕ→ｖ，α→０ ＋

ｈ（ｘ－ ＋ αｕ） － ｈ（ｘ－）
αｍ

为 ｘ－ 处沿方向 ｖ 上的 ｍ 阶 Ｓｔｕｄｎｉａｒｓｋｉ 下导数．
定义 ５［１８］ 　 设 ｍ∈ＮＮ是一个正整数，设 ｈ： ＲＲｎ→ＲＲ是一个给定的函数，设 ｘ－ ∈ＲＲｎ ．若存在 ρ ＞ ０ 以及 ｘ－ 的

一个邻域 Ｕ ⊆ ＲＲｎ 满足

　 　 ｜ ｈ（ｘ） － ｈ（ｘ－） ｜ ≤ ρ‖ ｘ － ｘ－‖ｍ，　 　 ∀ｘ ∈ Ｕ， （４）
则称函数 ｈ 在 ｘ－ 处是 ｍ⁃ 平稳的．

下面的引理给出了 ｍ 阶 Ｓｔｕｄｎｉａｒｓｋｉ 下导数是有限值的一个充分条件．
引理 １　 设 ｈ： ＲＲｎ→ ＲＲ 是一个给定的函数，设 ｘ－ ∈ ＲＲｎ ．若函数 ｈ 在 ｘ－ 处是 ｍ⁃ 平稳的， 则对于任意的 ｖ ∈

ＲＲｎ， 导数 ｄ－
ｍ
Ｓ ｈ（ｘ

－；ｖ） 均取有限值．
证明　 考虑一个任意方向的 ｖ ∈ ＲＲｎ， 设 δ ＞ ０ 以及 ρ ＞ ０ 满足式（４）．考察一个充分接近 ｖ 的变量 ｕ 和

一个充分小的 α ＞ ０ 使得 ｘ－ ＋ αｕ ∈ Ｂ（ｘ－；δ） ．由 ｈ 的 ｍ⁃ 平稳性知

　 　 ｜ ｈ（ｘ－ ＋ αｕ） － ｈ（ｘ－） ｜ ≤ ραｍ‖ｕ‖ｍ ．
在上面的不等式两边同时除以 αｍ， 然后令 ｕ → ｖ 和 α → ０ ＋， 考虑下极限，则我们得到

　 　 － ρ‖ｖ‖ｍ ≤ ｄ
－ ｍ
Ｓ ｈ（ｘ

－；ｖ） ＝ ｌｉｍ ｉｎｆ
ｕ→ｖ，α→０ ＋

ｈ（ｘ－ ＋ αｕ） － ｈ（ｘ－）
αｍ ≤ ρ‖ｖ‖ｍ ．

这表明 ｄ－
ｍ
Ｓ ｈ（ｘ

－；ｖ） 是有限值．证毕． □

２　 高阶弱 ＫＫＴ 最优性充分条件

首先，利用 ｍ 阶 Ｓｔｕｄｎｉａｒｓｋｉ 下导数建立问题（１）的弱 ＫＫＴ 最优性充分条件．
定理 １　 设 ｘ－ ∈ Ｘ 是问题（１）的一个可行解．设函数 ｆｉ（ ｉ∈ Ｉ） 和 ｇｔ（ ｔ∈ Ｔ） 都在 ｘ－ 处是 ｍ⁃平稳的．若存在

λ ∈ ＲＲｐ
＋，λ ≠ ０ 和 η ∈ Λ（ｘ－） 使得

　 　 ∑
ｐ

ｉ ＝ １
λｉｄ－

ｍ
Ｓ ｆｉ（ｘ

－；ｖ） ＋ ∑
ｔ∈Ｔ

η ｔｄ－
ｍ
Ｓ ｇｔ（ｘ

－；ｖ） ＞ ０，　 　 ∀ｖ ∈ ＲＲｎ ＼ { ０ } （５）

成立，则 ｘ－ 是问题（１）的严格局部 ｍ 阶有效解．
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证明　 反证法．假设 ｘ－ 不是问题（１）的严格局部 ｍ阶有效解．则存在序列 ｘｋ ∈ Ｘ∩Ｂ（ｘ－；１ ／ ｋ），ｘｋ ≠ ｘ－，以

及 ｄｋ ∈ ＲＲｐ
＋ 使得

　 　 ｆ（ｘｋ） － ｆ（ｘ－） ＋ ｄｋ ∈ Ｂ（０；（１ ／ ｋ）αｍ
ｋ ），　 　 ∀ｋ ∈ ＮＮ ， （６）

其中， α ｋ ‖ｘｋ － ｘ－‖ ．则当 ｋ →＋ ∞ 时，我们有 ｘｋ → ｘ－ 以及 α ｋ → ０ ＋ ．若定义序列 ｖｋ （ｘｋ － ｘ－） ／ （‖ｘｋ －
ｘ－‖）， 则 ｘｋ ＝ ｘ－ ＋ α ｋｖｋ ．因为 ‖ｖｋ‖ 总等于 １，所以 { ｖｋ } 存在收敛的子序列（不妨仍为 { ｖｋ } 本身）．从而，当
ｋ →＋ ∞ 时， ｖｋ 收敛到某个 ｖ ∈ ＲＲｎ 并且 ‖ｖ‖ ＝ １．对于每个 ｉ ∈ Ｉ 均有

　 　 ｄ－
ｍ
Ｓ ｆｉ（ｘ

－；ｖ） ≤ ｌｉｍ ｉｎｆ
ｋ→∞

ｆｉ（ｘｋ） － ｆｉ（ｘ
－）

αｍ
ｋ

≤ ｌｉｍ ｉｎｆ
ｋ→∞

ｆｉ（ｘｋ） － ｆｉ（ｘ
－） ＋ ｄｋ

ｉ

αｍ
ｋ

≤ ｌｉｍ ｉｎｆ
ｋ→∞

（１ ／ ｋ）αｍ
ｋ

αｍ
ｋ

＝ ０，

其中，第三个不等式成立是因为式（６）成立．同样地，对于每个 ｔ ∈ Ｔ（ｘ－） 均有

　 　 ｄ－
ｍ
Ｓ ｇｔ（ｘ

－；ｖ） ≤ ｌｉｍ ｉｎｆ
ｋ→∞

ｇｔ（ｘｋ） － ｇｔ（ｘ
－）

αｍ
ｋ

≤ ０．

由于 η ∈ Λ（ｘ－）， 则 η ｔ ＝ ０，ｔ ∈ Ｔ ＼Ｔ（ｘ－） ．并且 λ ∈ ＲＲｐ
＋ 以及 ｖ ≠ ０， 综上可得

　 　 ∑
ｐ

ｉ ＝ １
λｉｄ－

ｍ
Ｓ ｆｉ（ｘ

－；ｖ） ＋ ∑
ｔ∈Ｔ

η ｔｄ－
ｍ
Ｓ ｇｔ（ｘ

－；ｖ） ≤ ０，

这与式（５）矛盾．故假设不成立．因此， ｘ－ 是问题（１）的严格局部 ｍ 阶有效解．证毕． □
注意到，在上述定理中，我们假设 ｆｉ（ ｉ ∈ Ｉ） 和 ｇｔ（ ｔ ∈ Ｔ） 都在 ｘ－ 处是 ｍ⁃ 平稳的，仅仅为了保证 ｆｉ（ ｉ ∈ Ｉ）

和 ｇｔ（ ｔ∈Ｔ） 在 ｘ－ 处沿任意方向上的 ｍ阶 Ｓｔｕｄｎｉａｒｓｋｉ 下导数都存在．特别地，当这些函数在 ｘ－ 处沿任意方向上

的 ｍ 阶 Ｓｔｕｄｎｉａｒｓｋｉ 导数都存在时，我们将得到如下的推论．
推论 １　 设 ｘ－ ∈ Ｘ 是问题（１）的一个可行解，设 ｆｉ（ ｉ∈ Ｉ） 和 ｇｔ（ ｔ∈ Ｔ） 在 ｘ－ 处沿任意方向上的 ｍ 阶 Ｓｔｕｄ⁃

ｎｉａｒｓｋｉ 导数都存在．若存在 λ ∈ ＲＲｐ
＋，λ ≠ ０， 和 η ∈ Λ（ｘ－） 使得

　 　 ∑
ｐ

ｉ ＝ １
λｉｄｍ

Ｓ ｆｉ（ｘ
－；ｖ） ＋ ∑

ｔ∈Ｔ
η ｔｄｍ

Ｓ ｇｔ（ｘ
－；ｖ） ＞ ０，　 　 ∀ｖ ∈ ＲＲｎ ＼ { ０ }

成立，则 ｘ－ 是问题的严格局部 ｍ 阶有效解．

注 １　 Ｓｕ 和 Ｈｉｅｎ 在文献［１８］中利用 ｍ 阶 Ｓｔｕｄｎｉａｒｓｋｉ 导数建立了局部弱有效解的高阶 ＫＫＴ 最优性充分条件．因为严格局

部 ｍ 阶有效解一定是局部有效解，当然也是局部弱有效解，所以推论 １ 将文献［１８］中定理 ４．１ 的结果从局部弱有效解改进到

严格局部 ｍ 阶有效解．此外，推论 １ 中结果的建立不需要借助凸性和广义凸性假设．

下面我们给出一个说明注 １ 的例子．
例 ２　 考虑以下多目标半无限问题：

　 　
ｍｉｎ ｆ（ｘ１，ｘ２） ＝ （２ｘ２

１， － ｘ２
１），

　 ｓ．ｔ．　 ｇｔ（ｘ１，ｘ２） － ｘ２
１ ＋ ｔｘ２

２ ≤ ０，　 　 ｔ ∈ Ｔ ＮＮ ．{
设 ｆ１（ｘ１，ｘ２） ２ｘ２

１， ｆ２（ｘ１，ｘ２） － ｘ２
１ ．则可行集为 Ｘ ＝ ＲＲ × { ０ } ．考虑 ｘ－ ＝ （０，０） ．计算可得 ｄ２

Ｓ ｆ１（ｘ
－；ｖ） ＝ ２ｖ２

１，
ｄ２
Ｓ ｆ２（ｘ

－；ｖ） ＝ － ｖ２
１，ｄ２

Ｓｇｔ（ｘ
－；ｖ） ＝ － ｖ２

１ ＋ ｔｖ２
２，ｔ ∈ Ｔ ＝ { １，２，３，… } ．我们取 λ１ ＝ １，λ２ ＝ ０，η １ ＝ １，η ｔ ＝ ０，ｔ ∈ { ２，

３，… } ， 对于任意的 （ｖ１，ｖ２） ∈ ＲＲ２ ＼ { （０，０） } 可得

　 　 λ１ｄ２
Ｓ ｆ１（ｘ

－；ｖ） ＋ λ２ｄ２
Ｓ ｆ２（ｘ

－；ｖ） ＋ η １ｄ２
Ｓｇ１（ｘ

－；ｖ） ＋ ∑
∞

ｔ ＝ ２
η ｔｄｍ

Ｓ ｇｔ（ｘ
－；ｖ） ＝ ｖ２

１ ＋ ｖ２
２ ＞ ０．

因此，根据推论 １ 我们可以得到 ｘ－ 是该问题的严格局部 ２ 阶有效解．事实上，对于 ρ ＝ １ 以及邻域 Ｕ ＝ Ｂ（ｘ－；１）
有条件（２）成立．另一方面，由于 ｆ２ 不是伪凸，因此文献［９］中定理 １ 不适用于本算例．同时 ｆ２ 也不是拟凸的，
所以文献［１０］中定理 ４．１ 也不适用于本例题．

３　 高阶强 ＫＫＴ 最优性充分条件

进一步地，我们在定理 １ 的基础之上，得到如下的高阶强 ＫＫＴ 最优性充分条件．
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定理 ２　 设 ｘ－ ∈ Ｘ 是问题（１）的一个可行解，设函数 ｆｉ（ ｉ ∈ Ｉ） 和 ｇｔ（ ｔ ∈ Ｔ） 都在 ｘ－ 处是 ｍ⁃ 平稳的．若存

在 λ ∈ ｉｎｔ ＲＲｐ
＋ 和 η ∈ Λ（ｘ－） 使得

　 　 ∑
ｐ

ｉ ＝ １
λｉｄ－

ｍ
Ｓ ｆｉ（ｘ

－；ｖ） ＋ ∑
ｔ∈Ｔ

η ｔｄ－
ｍ
Ｓ ｇｔ（ｘ

－；ｖ） ＞ ０，　 　 ∀ｖ ∈ ＲＲｎ ＼ { ０ } （７）

成立，则 ｘ－ 是问题（１）的严格局部 ｍ 阶 Ｂｏｒｗｅｉｎ 真有效解．
证明　 由定理 １ 知，式（７）意味着 ｘ－ 是问题（１）的严格局部 ｍ 阶有效解．下证 ｘ－ 满足条件（３）．为此，我们

先证 ｘ－ 是标量化问题

　 　
ｍｉｎ ϕ（ｘ） ∑

ｐ

ｉ ＝ １
λｉ ｆｉ（ｘ），

　 ｓ．ｔ．　 ｘ ∈ Ｘ
{ （８）

的一个局部最优解．假设对于每个 ｋ ∈ ＮＮ 都存在 ｘｋ ∈ Ｘ ∩ Ｂ（ｘ－；１ ／ ｋ） 使得

　 　 ϕ（ｘｋ） ＜ ϕ（ｘ－） ． （９）
类似于定理 １ 中的证明，令 α ｋ ‖ｘｋ － ｘ－‖ 和 ｖｋ （ｘｋ － ｘ－） ／ α ｋ， 则 ｘｋ ＝ ｘ－ ＋ α ｋｖｋ，ｋ ∈ ＮＮ ．并且不妨设 ｖｋ 收

敛于 ｖ， 则 ‖ｖ‖ ＝ １．

　 　 ∑
ｐ

ｉ ＝ １
λｉｄ－

ｍ
Ｓ ｆｉ（ｘ

－；ｖ） ≤ ∑
ｐ

ｉ ＝ １
λｉ ｌｉｍ ｉｎｆ

ｋ→∞

ｆｉ（ｘｋ） － ｆｉ（ｘ
－）

αｍ
ｋ

≤

　 　 　 　 ｌｉｍ ｉｎｆ
ｋ→∞

∑
ｐ

ｉ ＝ １
λｉ（ ｆｉ（ｘｋ） － ｆｉ（ｘ

－））

αｍ
ｋ

＝ ｌｉｍ ｉｎｆ
ｋ→∞

ϕ（ｘｋ） － ϕ（ｘ－）
αｍ

ｋ

≤ ０，

其中，最后的不等式成立是因为式（９）成立．对于每个 ｔ ∈ Ｔ（ｘ－） 均有

　 　 ｄ－
ｍ
Ｓ ｇｔ（ｘ

－；ｖ） ≤ ｌｉｍ ｉｎｆ
ｋ→∞

ｇｔ（ｘｋ） － ｇｔ（ｘ
－）

αｍ
ｋ

≤ ０．

由于 η ∈ Λ（ｘ－）， 则 η ｔ ＝ ０，ｔ ∈ Ｔ ＼Ｔ（ｘ－） ．综上可得

　 　 ∑
ｐ

ｉ ＝ １
λｉｄ－

ｍ
Ｓ ｆｉ（ｘ

－；ｖ） ＋ ∑
ｔ∈Ｔ

η ｔｄ－
ｍ
Ｓ ｇｔ（ｘ

－；ｖ） ≤ ０．

这与式（７）矛盾，故假设不成立．因此， ｘ－ 是问题（８）的局部最优解，即存在 ｘ－ 的邻域 Ｕ 使得 ϕ（ｘ－） ≤ ϕ（ｘ），
∀ｘ ∈ Ｘ ∩ Ｕ ．又因为 λ ∈ ｉｎｔ ＲＲｐ

＋， 所以 〈λ， ｓ〉 ＞ ０，∀ｓ ∈ ＲＲｐ
＋ ＼ { ０ } ．因此，利用文献［３］中定理 １ 可知

　 　 Ｔ（ ｆ（Ｘ ∩ Ｕ） ＋ ＲＲｐ
＋， ｆ（ｘ－）） ∩ （ － ＲＲｐ

＋） ＝ { ０ } ．
故 ｘ－ 是严格局部 ｍ 阶有效解且满足条件（３），即 ｘ－ 是严格局部 ｍ 阶 Ｂｏｒｗｅｉｎ 真有效解．证毕． □

特别地，当 ｍ 阶 Ｓｔｕｄｎｉａｒｓｋｉ 导数都存在时，我们将得到如下的推论．
推论 ２　 设 ｘ－ ∈ Ｘ 是问题（１）的一个可行解，设 ｆｉ（ ｉ∈ Ｉ） 和 ｇｔ（ ｔ∈ Ｔ） 在 ｘ－ 处沿任意方向上的 ｍ 阶 Ｓｔｕｄ⁃

ｎｉａｒｓｋｉ 导数都存在．若存在 λ ∈ ｉｎｔ ＲＲｐ
＋ 和 η ∈ Λ（ｘ－） 使得

　 　 ∑
ｐ

ｉ ＝ １
λｉｄｍ

Ｓ ｆｉ（ｘ
－；ｖ） ＋ ∑

ｔ∈Ｔ
η ｔｄｍ

Ｓ ｇｔ（ｘ
－；ｖ） ＞ ０，　 　 ∀ｖ ∈ ＲＲｎ ＼ { ０ }

成立，则 ｘ－ 是严格局部 ｍ 阶 Ｂｏｒｗｅｉｎ 真有效解．

注 ２　 在文献［１５］的定理 ６．１ 中，Ｓｕ 和 Ｌｕｕ 利用高阶 Ｓｔｕｄｎｉａｒｓｋｉ 导数建立了局部 Ｂｏｒｗｅｉｎ 真有效解的 ｍ 阶强 ＫＫＴ 最优性

充分条件．值得注意的是，严格局部 ｍ 阶 Ｂｏｒｗｅｉｎ 真有效解一定是局部 Ｂｏｒｗｅｉｎ 真有效解．因此，推论 ２ 将他们的结果改进到严

格局部 ｍ 阶 Ｂｏｒｗｅｉｎ 真有效解．
注 ３　 考察例 ２，根据定理 ２，我们不难得到 ｘ－ 是该问题的严格局部 ２ 阶 Ｂｏｒｗｅｉｎ 真有效解．由于 ｆ２ 不是凸的，因此有效解的

强 ＫＫＴ 充分条件（文献［４］中定理 ７）不适用于本例题．
注 ４　 最后注意到，当高阶 Ｓｔｕｄｎｉａｒｓｋｉ 下导数存在时，高阶 Ｓｔｕｄｎｉａｒｓｋｉ 导数可能不存在．因此，当文献［１５］中定理 ６．１ 因为

高阶 Ｓｔｕｄｎｉａｒｓｋｉ 导数不存在而不适用时，定理 ２ 可能仍然适用．下面的算例将说明这一点．
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例 ３　 考虑以下多目标半无限问题：

　 　
ｍｉｎ ｆ（ｘ） ＝ （ ｆ１（ｘ），ｆ２（ｘ）），

　 ｓ．ｔ．　 ｇｔ（ｘ） ｔｘ３ ≤ ０，　 　 ｔ ∈ Ｔ ［０，１］，{
其中，当 ｘ ≠ ０ 时， ｆ１（ｘ） ｘ２ｓｉｎ（１ ／ ｘ） 而 ｆ１（０） ０， ｆ２（ｘ） ｘ２ ．则可行集为 Ｘ ＝ ＲＲ ＋ ．考虑 ｘ－ ＝ ０．计算可得 ｄ－

２
Ｓ

ｆ１（ｘ
－；ｖ） ＝ － ｖ２，ｄ－

２
Ｓ ｆ２（ｘ

－；ｖ） ＝ ｖ２，ｄ－
２
Ｓｇｔ（ｘ

－；ｖ） ＝ ０，ｔ ∈ Ｔ ．为此，我们取 λ １ ＝ １，λ ２ ＝ ２，η ｔ ＝ ０，ｔ ∈ Ｔ， 对于任意的 ｖ
∈ ＲＲ ＼ { ０ } 可得

　 　 λ １ｄ－
２
Ｓ ｆ１（ｘ

－；ｖ） ＋ λ ２ｄ－
２
Ｓ ｆ２（ｘ

－；ｖ） ＋ ∑
ｔ∈Ｔ

η ｔｄ－
ｍ
Ｓ ｇｔ（ｘ

－；ｖ） ＝ ｖ２ ＞ ０．

因此根据定理 ２，我们可以得到 ｘ－ 是该问题的严格局部 ２ 阶 Ｂｏｒｗｅｉｎ 真有效解．事实上，对于 ρ ＝ １ 以及邻域 Ｕ
＝ Ｂ（ｘ－；１） 有条件（２）、（３）成立．另一方面，由于 ｆ１ 在 ｘ－ 处不存在 ２ 阶 Ｓｔｕｄｎｉａｒｓｋｉ 导数，所以文献［１５］中定理

６．１ 不适用于本例题．

４　 结　 　 论

本文在现有文献的基础上，利用高阶 Ｓｔｕｄｎｉａｒｓｋｉ 下导数概念，得到了非凸非光滑半无限多目标优化问题

严格局部弱有效解的高阶弱 ＫＫＴ 充分条件和严格局部 Ｂｏｒｗｅｉｎ 真有效解的高阶强 ＫＫＴ 充分条件．本文中的

例 ２ 和例 ３ 说明了本文的结果适用于非凸半无限多目标优化问题．另外，本文中的定理 ２ 改进了现有文献中

的结果．
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