
ⓒ 应用数学和力学编委会，ＩＳＳＮ １０００⁃０８８７ ｈｔｔｐ： ／ ／ ｗｗｗ．ａｐｐｌｍａｔｈｍｅｃｈ．ｃｎ

接触与大变形问题的光滑有限元分析
∗

范亚杰，　 李　 燕，　 李中潘，　 陈荟键，　 冯志强

（西南交通大学 力学与航空航天学院， 成都 ６１００３１）

（我刊编委冯志强来稿）

摘要：　 橡胶材料因具有良好的抗震、吸能作用，在实际工程中应用广泛．然而橡胶超弹性材料的碰撞属于强非线性

问题，分析橡胶材料的接触碰撞和大变形问题对于提高装置的缓冲性能具有重要意义．光滑有限元法（ｓｍｏｏｔｈｅｄ ｆｉ⁃
ｎｉｔｅ ｅｌｅｍｅｎｔ ｍｅｔｈｏｄ，Ｓ⁃ＦＥＭ）是一种弱形式的数值计算方法，相比于传统的有限元方法，光滑有限元法对网格的质量

要求不高，允许单元在计算过程中发生较大的变形，且光滑域的构造比较灵活，在不增加自由度的前提下，可以达

到较高的精度．在光滑有限元法的基础上，采用双势方法进行接触计算，以充分利用光滑有限元法计算大变形问题

的优点和双势方法求解接触力的优势．通过与有限元软件 ＭＳＣ．Ｍａｒｃ 的数值结果对比，验证了该算法的准确性和能

量守恒性，并且分析了摩擦因数对碰撞体的影响．

关　 键　 词：　 接触；　 大变形；　 超弹性材料；　 光滑有限元法；　 双势方法

中图分类号：　 Ｏ３４３．３　 　 　 文献标志码：　 Ａ　 　 　 ＤＯＩ： １０．２１６５６ ／ １０００⁃０８８７．４４０２５１

Ｓｍｏｏｔｈｅｄ Ｆｉｎｉｔｅ Ｅｌｅｍｅｎｔ Ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ Ｃｏｎｔａｃｔ ａｎｄ
Ｌａｒｇｅ Ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎ Ｐｒｏｂｌｅｍｓ

ＦＡＮ Ｙａｊｉｅ，　 ＬＩ Ｙａｎ，　 ＬＩ Ｚｈｏｎｇｐａｎ，　 ＣＨＥＮ Ｈｕｉｊｉａｎ，　 ＦＥＮＧ Ｚｈｉｑｉａｎｇ
（Ｓｃｈｏｏｌ ｏｆ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ ａｎｄ Ａｅｒｏｓｐａｃｅ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ， Ｓｏｕｔｈｗｅｓｔ Ｊｉａｏｔｏｎｇ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ，

Ｃｈｅｎｇｄｕ ６１００３１， Ｐ．Ｒ．Ｃｈｉｎａ）
（Ｃｏｎｔｒｉｂｕｔｅｄ ｂｙ ＦＥＮＧ Ｚｈｉｑｉａｎｇ， Ｍ． ＡＭＭ Ｅｄｉｔｏｒｉａｌ Ｂｏａｒｄ）

Ａｂｓｔｒａｃｔ： Ｒｕｂｂｅｒ ｍａｔｅｒｉａｌ ｉｓ ｗｉｄｅｌｙ ｕｓｅｄ ｉｎ ｐｒａｃｔｉｃａｌ ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ ｄｕｅ ｔｏ ｉｔｓ ｇｏｏｄ ｓｅｉｓｍｉｃ ａｎｄ ｅｎｅｒｇｙ ａｂｓｏｒｐｔｉｏｎ
ｅｆｆｅｃｔ． Ｈｏｗｅｖｅｒ， ｔｈｅ ｃｏｌｌｉｓｉｏｎ ｏｆ ｈｙｐｅｒｅｌａｓｔｉｃ ｍａｔｅｒｉａｌｓ ｉｓ ａ ｓｔｒｏｎｇ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｐｒｏｂｌｅｍ． Ｉｔ ｉｓ ｏｆ ｇｒｅａｔ ｓｉｇｎｉｆｉｃａｎｃｅ
ｔｏ ａｎａｌｙｚｅ ｔｈｅ ｃｏｎｔａｃｔ ｃｏｌｌｉｓｉｏｎ ａｎｄ ｌａｒｇｅ ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎ ｏｆ ｈｙｐｅｒｅｌａｓｔｉｃ ｍａｔｅｒｉａｌｓ ｔｏ ｉｍｐｒｏｖｅ ｔｈｅ ｂｕｆｆｅｒｉｎｇ ｐｅｒ⁃
ｆｏｒｍａｎｃｅ ｏｆ ｔｈｅ ｄｅｖｉｃｅ． Ｔｈｅ ｓｍｏｏｔｈｅｄ ｆｉｎｉｔｅ ｅｌｅｍｅｎｔ ｍｅｔｈｏｄ （Ｓ⁃ＦＥＭ） ｉｓ ａ ｗｅａｋ ｆｏｒｍ ｏｆ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ
ｍｅｔｈｏｄ． Ｃｏｍｐａｒｅｄ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｔｒａｄｉｔｉｏｎａｌ ｆｉｎｉｔｅ ｅｌｅｍｅｎｔ ｍｅｔｈｏｄ， ｔｈｅ ｓｍｏｏｔｈｅｄ ｆｉｎｉｔｅ ｅｌｅｍｅｎｔ ｍｅｔｈｏｄ ｈａｓ ｌｏｗ ｒｅ⁃
ｑｕｉｒｅｍｅｎｔｓ ｏｎ ｔｈｅ ｍｅｓｈ ｑｕａｌｉｔｙ， ａｌｌｏｗｓ ｔｈｅ ｅｌｅｍｅｎｔ ｔｏ ｕｎｄｅｒｇｏ ｌａｒｇｅ ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎ ｄｕｒｉｎｇ ｔｈｅ ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ
ｐｒｏｃｅｓｓ， ｗｈｅｒｅ ｔｈｅ ｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｓｍｏｏｔｈ ｄｏｍａｉｎ ｉｓ ｍｏｒｅ ｆｌｅｘｉｂｌｅ． Ｔｈｅ Ｓ⁃ＦＥＭ ｈａｓ ｈｉｇｈ ａｃｃｕｒａｃｙ ｗｉｔｈｏｕｔ

７２１

应用数学和力学
４５ 卷 ２ 期　 ２０２４ 年 ２ 月

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ａｎｄ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ
　 　 　 　 　 Ｖｏｌ．４５，Ｎｏ．２，Ｆｅｂ．，２０２４

∗ 收稿日期：　 ２０２３⁃０８⁃１７； 修订日期：　 ２０２３⁃１１⁃２９
基金项目：　 国家自然科学基金（１２００２２９０）
作者简介：　 范亚杰（１９９９—），男，硕士生（Ｅ⁃ｍａｉｌ： ｆａｎｙａｊｉｅ＠ ｍｙ．ｓｗｊｔｕ．ｅｄｕ．ｃｎ）；

李燕（１９９０—），女，副教授，硕士生导师（通讯作者． Ｅ⁃ｍａｉｌ： ｙａｎｌｉ＠ ｓｗｊｔｕ．ｅｄｕ．ｃｎ）；
李中潘（１９９７—），男，博士生（Ｅ⁃ｍａｉｌ： ２０１７１１４４２０＠ ｍｙ．ｓｗｊｔｙ．ｅｄｕ．ｃｎ）；
陈荟键（１９９１—），男，博士生（Ｅ⁃ｍａｉｌ： ｈｕｉｊｉａｎｃ＠ ｆｏｘｍａｉｌ．ｃｏｍ）；
冯志强（１９６３—），男，教授，博士生导师（Ｅ⁃ｍａｉｌ： ｚｈｉｑｉａｎｇ．ｆｅｎｇ＠ ｕｎｉｖ⁃ｅｖｒｙ．ｆｒ） ．

引用格式：　 范亚杰， 李燕， 李中潘， 陈荟键， 冯志强． 接触与大变形问题的光滑有限元分析［ Ｊ］ ． 应用数学和力学，
２０２４， ４５（２）： １２７⁃１４３．



ａｄｄｉｔｉｏｎａｌ ｄｅｇｒｅｅｓ ｏｆ ｆｒｅｅｄｏｍ． Ｂａｓｅｄ ｏｎ ｔｈｅ Ｓ⁃ＦＥＭ， ｔｈｅ ｄｏｕｂｌｅ ｐｏｔｅｎｔｉａｌ ｍｅｔｈｏｄ ｗａｓ ａｐｐｌｉｅｄ ｔｏ ｃｏｎｔａｃｔ ｃａｌｃｕ⁃
ｌａｔｉｏｎ， ｗｉｔｈ ｂｏｔｈ ａｄｖａｎｔａｇｅｓ ｏｆ ｔｈｅ Ｓ⁃ＦＥＭ ｉｎ ｃａｌｃｕｌａｔｉｎｇ ｌａｒｇｅ ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎ ｐｒｏｂｌｅｍｓ ａｎｄ ａｄｖａｎｔａｇｅｓ ｏｆ ｔｈｅ
ｄｏｕｂｌｅ ｐｏｔｅｎｔｉａｌ ｍｅｔｈｏｄ ｉｎ ｓｏｌｖｉｎｇ ｃｏｎｔａｃｔ ｆｏｒｃｅ ｆｕｌｌｙ ｕｓｅｄ． Ｉｎ ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｆｉｎｉｔｅ ｅｌ⁃
ｅｍｅｎｔ ｓｏｆｔｗａｒｅ ＭＳＣ． Ｍａｒｃ， ｔｈｅ ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｔｈｅ ｐｒｏｐｏｓｅｄ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ ｗｅｒｅ ｖｅｒｉｆｉｅｄ ｗｉｔｈ ｈｉｇｈ ａｃｃｕｒａｃｙ ａｎｄ ｇｏｏｄ
ｅｎｅｒｇｙ ｃｏｎｓｅｒｖａｔｉｏｎ， ａｎｄ ｔｈｅ ｅｆｆｅｃｔｓ ｏｆ ｔｈｅ ｆｒｉｃｔｉｏｎ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ ｏｎ ｔｈｅ ｃｏｌｌｉｓｉｏｎ ｂｏｄｙ ｗｅｒｅ ａｎａｌｙｚｅｄ．

Ｋｅｙ ｗｏｒｄｓ： ｃｏｎｔａｃｔ； ｌａｒｇｅ ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎ； ｈｙｐｅｒｅｌａｓｔｉｃ ｍａｔｅｒｉａｌ； ｓｍｏｏｔｈｅｄ ｆｉｎｉｔｅ ｅｌｅｍｅｎｔ ｍｅｔｈｏｄ； ｂｉ⁃ｐｏｔｅｎｔｉａｌ
ｔｈｅｏｒｙ

０　 引　 　 言

接触和大变形问题广泛存在于工程应用当中，例如航天器的对接［１⁃２］、车辆制动［３］ 等．碰撞作为瞬时接

触［４］，属于非光滑的动态现象，摩擦是接触表面结构非线性的最重要来源［５］ ．近年来，有着良好抗震和缓冲性

能的超弹性材料应用广泛，例如在防弹衣中用来吸收枪支发射的子弹或爆炸碎片的冲击能量，应用到隔震支

座中提高支座的抗震性能［６］，用在动车组的车钩缓冲装置中以提高装置的缓冲性能［７⁃８］ ．还有在动力学仿真

研究中，捕捉物体的运动路径对相关领域有着重要的指导作用，比如预测物体的运动路径［９］，从而可以有效

防止二次碰撞对于物体造成的损伤等情况，再结合材料的性能，探究物体接触面的应力、变形等，可以对车辆

碰撞系统、缓冲材料的性能等领域的研究提供一定的指导，非光滑接触动力学仿真研究，在工程领域有着广

阔的应用前景．
近年来，求解接触问题的数值算法发展迅速，例如罚函数法［１０⁃１１］和 Ｌａｇｒａｎｇｅ 乘子法等，虽然这些方法运

用广泛，但却不能精确满足接触边界条件和摩擦定律，而且很难选择合适的罚因子．Ｌａｇｒａｎｇｅ 乘子法虽然满

足法向方向上的接触边界条件，但因为引入了 Ｌａｇｒａｎｇｅ 乘子变量，Ｌａｇｒａｎｇｅ 乘子的迭代速度取决于罚因子，
罚因子会根据碰撞间隙值的变化而更新．Ｄｅ Ｓａｘｃé 和 Ｆｅｎｇ 等［１２⁃１３］ 提出了双势方法来求解接触问题，该方法

在不增加自由度的前提下，既能准确地满足法向的 Ｓｉｇｎｏｒｉｎｉ 接触条件，又能满足切向的 Ｃｏｕｌｏｍｂ 摩擦定律，
使编程简单，在处理接触问题上具有较高的精度和效率．周洋靖等［１４］ 将双势方法应用于非关联材料的弹塑

性本构．Ｐｅｎｇ 等［１５］在原始 Ｕｚａｗａ 算法的基础上，提出了一种具有更高效率的算法，并结合双势方法应用于软

体材料的大变形仿真．
随着有限元法的深入应用，人们发现经典的有限元法存在一定的局限性和缺陷［１６］，由于完全兼容的

Ｇａｌｅｒｋｉｎ 弱形式使得线性三角形单元和四面体单元的精度较差；并且在计算过程中，对生成网格的质量要求

很高，后来出现的混合有限元法、无网格法［１７］ 等都在致力于解决这些问题．比如混合有限元法，其操作仍然

局限在单元内部，无网格法虽然超越了单元的界限，但其通用性不是很强，同时无网格法的编程工作和对计

算成本的消耗比有限元法高出很多．针对有限元法的不足，Ｌｉｕ［１８］在有限元法的基础上，结合无网格法思想，
提出了光滑有限元法（Ｓ⁃ＦＥＭ） ［１９］，成功克服了以上难题．避免了映射过程的出现，使得域积分转化为沿着光

滑域边界的线积分［２０］，计算过程中不涉及形函数的梯度或导数［２１］，不涉及 Ｊａｃｏｂｉ 矩阵的求解．在一定程度

上，光滑有限元法允许使用质量较差的单元，允许单元在计算过程中发生较大的变形．Ｌｉ 等［２２⁃２３］ 利用光滑有

限元法求解弹性和超弹性的接触问题．Ｙｕｅ 等［２４］将该方法应用于接触和散射问题．
本文采用基于面元的光滑有限元法（ＣＳＦＥＭ），在双势框架下求解超弹性体的接触大变形问题．首先介绍

了求解动力学问题的隐式时间积分方法．其次利用双势方法求解得到局部接触力，再向全局转化，将其作为

外力代入到整体方程中求解位移，在完全 Ｌａｇｒａｎｇｅ 框架下，将变形梯度光滑化，建立了超弹性材料的应变能

密度函数表达式．最后通过与有限元软件 ＭＳＣ．Ｍａｒｃ 的数值算例对比，探究了不同摩擦因数对数值结果的影

响，证明了该算法的准确性．

１　 理 论 基 础

１．１　 时间积分计算

在考虑接触力的情况下，动力学控制方程可写为
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　 　 Ｍｕ ＋ ＤＡｕ ＋ Ｆｉｎｔ － Ｆｅｘｔ － Ｒｃ ＝ ０， （１）
其中， Ｍ 为质量矩阵， ＤＡ 为阻尼矩阵， Ｆｉｎｔ 为内力， Ｆｅｘｔ 为外力， Ｒｃ 为接触力； ｕ 为加速度矢量， ｕ 为速度

矢量．
本文采用隐式梯形法则，即 Ｔａｍｍａ⁃Ｎａｍｂｕｒｕ［２５］方法进行时间积分：

　 　 ∫ｔ ＋Δｔ
ｔ

Ｍｄｕ ＝ Ｍ（ｕｔ ＋Δｔ － ｕｔ）， （２）

　 　 ∫ｔ ＋Δｔ
ｔ

Ｆｄｔ ＝ Δｔ［（１ － ξ）Ｆｔ ＋ ξＦｔ ＋Δｔ］， （３）

　 　 ∫ｔ ＋Δｔ
ｔ

Ｒｃｄｔ ＝ ΔｔＲｔ ＋Δｔ
ｃ ， （４）

　 　 ｕｔ ＋Δｔ － ｕｔ ＝ Δｔ［（１ － θ）ｕｔ ＋ θｕｔ ＋Δｔ］， （５）
式中， Ｆ ＝ Ｆｅｘｔ － Ｆｉｎｔ，ｕ 为位移矢量，参数 ξ 和 θ 的取值为 ０ ≤ ξ ≤ １ 和 ０ ≤ θ ≤ １．采用分离非线性的方法，
将材料非线性和接触非线性进行分离．通过 Ｎｅｗｔｏｎ⁃Ｒａｐｈｓｏｎ 迭代方法对动力学非线性方程组进行迭代，定义

迭代步为 ｉ，当 ｉ ＝ １ 时，Ｆ（ ｉ） ＝ Ｆｔ 有

　 　 Ｆｉ ＋１ ＝ Ｆｉ
ｉｎｔ ＋

∂Ｆ
∂ｕ

（ｕｉ ＋１ － ｕｉ） ＋ ∂Ｆ
∂ｕ

（ｕｉ ＋１ － ｕｉ） ＝ Ｆｉ
ｉｎｔ － ＫｉΔｕ － Ｄｉ

ＡΔｕｉ， （６）

式中， Ｋ 为刚度矩阵．根据式（１），得到关于位移的递归形式：
　 　 ＫｉΔｕ ＝ Ｆｉ ＋ Ｒｉ ＋１

ｃ ， （７）
　 　 ｕｉ ＋１ ＝ ｕｉ ＋ Δｕ ． （８）

有效刚度矩阵 Ｋｉ 和有效力载荷 Ｆｉ 可由下式给出：

　 　 Ｋｉ ＝ ξＫｉ ＋ ξ
θΔｔ

Ｄｉ
Ａ ＋ １

θΔｔ２
Ｍｉ， （９）

　 　 Ｆｉ ＝ （１ － ξ）（Ｆｔ
ｉｎｔ ＋ Ｆｔ

ｅｘｔ） ＋ ξ（Ｆｉ
ｉｎｔ ＋ Ｆｔ ＋Δｔ

ｅｘｔ ） － １
θΔｔ２

Ｍｉ（ｕｉ － ｕｔ － Δｔｕｔ） ． （１０）

本文中，Ｎｅｗｔｏｎ⁃Ｒａｐｈｓｏｎ 法求解过程的收敛精度从力和位移两个方向同时进行控制，在第 ｉ 次迭代中

　 　 ΔＦ（ ｉ） ≤ εＦ， （１１）
　 　 Δｕ（ ｉ） ≤ ε ｕ ． （１２）
只有式（１１）和（１２）同时满足，才能达到精度要求，其中收敛精度设置为 εＦ ＝ ０．００１，ε ｕ ＝ ０．００１．跳出迭代

步后，进行速度的更新，如果满足收敛，速度更新为

　 　 ｕｔ ＋Δｔ ＝ １ － １
θ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｕｔ ＋ １

θΔｔ
（ｕｔ ＋Δｔ － ｕｔ） ． （１３）

１．２　 动态接触模型

假设两个物体上的点 Ｍ和点 Ｎ接触，Ｍ和 Ｎ组成一个接触映射关系 α，法向矢量为 ｎ， Ｍｏｒｅａｕ［２６］揭示了

接触模型的动态形式，将其扩展到刚体动力学的冲击问题当中，在动力学问题中，Ｓｉｇｎｏｒｉｎｉ 模型使用的是基

于速度的表达式：
　 　 ＳＳｉｇｎｏｒｉｎｉ（ｘα

ｎ，ｒαｎ） ⇔ ｘα
ｎ ≥ ０， ｒαｎ ≥ ０， ｘα

ｎ ｒαｎ ＝ ０， （１４）
其中， ｘα

ｎ ＝ ｘα
ｎｎ 表示沿法向量 ｎ 的相对速度，ｒαｎ ＝ ｒαｎｎ 为两物体之间的法向接触力．同样，在动态形式下，Ｃｏｕ⁃

ｌｏｍｂ 摩擦模型基于速度的表达式可以写为

　 　 ＣＣｏｕｌｏｍｂ（ｘα
ｔ ，ｒαｔ ） ⇔

ϑ ＝ ‖ｒαｔ ‖ － μｒαｎ ≤ ０，

ｘα
ｔ ＝ － λ

ｒαｔ
‖ｒαｔ ‖

，　 　 λ ≥ ０， ϑλ ＝ ０，

ì

î

í

ï
ï

ïï

（１５）

其中， ｘα
ｔ 为速度 ｘα 在切向方向 ｔ 上的分量， ｒαｔ 为切向摩擦力， μ 为物体间的摩擦因数， λ 为切向速度的模量．综

合上述式子，基于速度的完全 Ｓｉｇｎｏｒｉｎｉ⁃Ｃｏｕｌｏｍｂ 接触准则可写为
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ｒαｎ ＝ ０， ｘα
ｎ ≥ ０，　 　 ｓｅｐａｒａｔｉｎｇ，

ｒα ∈ ｉｎｔ Ｋμ， ｘα
ｎ ＝ ０， ｘα

ｔ ＝ ０，　 　 ｓｔｉｃｋｉｎｇ，

ｒα ∈ ｂｄ Ｋμ， ｘα
ｎ ＝ ０， － ｘα

ｔ ＝ λ
ｒαｔ

‖ｒαｔ ‖
（λ ＞ ０），　 　 ｓｌｉｄｉｎｇ，

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（１６）

ｉｎｔ Ｋμ 和 ｂｄ Ｋμ 表示 Ｃｏｕｌｏｍｂ 摩擦锥的内部和边界．
如图 １ 所示，两物体 Ω１ 和 Ω２ 发生碰撞， Ｐ１ 和 Ｐ２ 分别为其接触节点．基于节点 Ｐ１ 建立局部直角坐标系，

两点之间的距离可以表示为

　 　 Δｕ ＝ ｘ（Ｐ１） － ｘ（Ｐ２） ＝ ｘｔ ｔ ＋ ｘｎｎ， （１７）
式中， ｘｔ 为接触位移在 ｔ 方向上的投影， ｘｎ 为接触位移在 ｎ 方向的投影，

　 　 ｘｔ ＝ ｔＴΔｕ， ｘｎ ＝ ｎＴΔｕ， （１８）
　 　 ｔ ＝ { １　 ０ } Ｔ， ｎ ＝ { ０　 １ } Ｔ ． （１９）

则

　 　 ｘ ＝ { ｘｔ 　 ｘｎ } ＝ { ｔＴΔｕ　 ｎＴΔｕ } ＝ { ｔＴ 　 ｎＴ } Δｕ ＝ ＨΔｕ， （２０）
Ｈ 是从局部坐标系到全局坐标系的转换矩阵．若考虑初始间隙 ｇ， 式（２０）可以改写为

　 　 ｘ ＝ ＨΔｕ ＋ ｇ ． （２１）
同理，在局部坐标系中，接触力 ｒ 被定义为

　 　 ｒ ＝ ｒｔ ｔ ＋ ｒｎｎ ． （２２）

图 １　 碰撞模型示意图

Ｆｉｇ． １　 Ｓｃｈｅｍａｔｉｃ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ｔｈｅ ｃｏｌｌｉｓｉｏｎ ｍｏｄｅｌ

根据虚功原理，局部接触力和全局接触力有以下关系：
　 　 ｒＴδｘ ＝ ＲＴ

ｃ δｕ ． （２３）
可得到

　 　 Ｒｃ ＝ ＨＴｒ ． （２４）
根据以上推导，得到整个接触系统的方程为

　 　
ｘ ＝ ＨΔｕ ＋ ｇ，
Ｒｃ ＝ ＨＴｒ ．{ （２５）

将式（７）代入到式（２５）中，可得到

　 　 ｘ ＝ ＨΔｕ ＋ ｇ ＝ ＨＫ －１（Ｆ ＋ Ｒｃ） ＋ ｇ ＝ ＨＫ －１Ｒｃ ＋ ＨＫ －１Ｆ ＋ ｇ ＝ ＨＫ －１ＨＴｒ ＋ ｘｆ ． （２６）
定义

　 　
Ｗ ＝ ＨＫ －１ＨＴ，
ｘｆ ＝ ＨＫ －１Ｆ ＋ ｇ，{ （２７）

其中， Ｗ 是基于接触系统构建的 Ｄｅｌａｓｓｕｓ 算子［２７］ ．为了在迭代过程之前降低问题的维数，将式（７）重构为
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Ｋｒｒ Ｋｒｃ

Ｋｒｃ Ｋｃｃ

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú

Δｕｒ

Δｕｃ
{ } ＝

Ｆ
Ｒｃ

{ } ， （２８）

其中， Δｕｃ 为接触点的位移矢量， Δｕｒ 为其他节点的位移矢量， Δｕｒ 通过以下方式被消除：
　 　 Δｕｒ ＝ Ｋ －１

ｒｒ （Ｆ － ＫｒｃΔｕｃ） ． （２９）
将式（２９）代入到式（２８），可以得到

　 　 Ｋ∗
ｃｃΔｕｃ ＝ Ｆ∗ ＋ Ｒｃ， （３０）

　 　 Ｋ∗
ｃｃ ＝ Ｋｃｃ － ＫＴ

ｒｃＫ
－１
ｒｒ Ｋｒｃ， （３１）

　 　 Ｆ∗ ＝ － ＫＴ
ｒｃＫ

－１
ｒｒ Ｆ ． （３２）

由此可得

　 　 Ｗｃｃ ＝ （Ｋ∗
ｃｃ ）

－１ ． （３３）
１．３　 双势接触理论

双势理论［１２］是 Ｄｅ Ｓａｘｃé 和 Ｆｅｎｇ 于 １９９１ 年提出的．他们在 Ｌｅｇｅｎｄｒｅ 定理的基础上，通过 Ｆｅｎｃｈｅｌ 不等式

变换，建立了一组能够处理对偶变量的方程，用来处理与隐式标准材料有关的问题，并在此基础上，提出了双

势函数的概念．在接触摩擦问题中，接触距离 ｘα 和接触力 ｒα 构成一组对偶变量，可以得到

　 　 ｂｃ（ － ｘα，ｒα） ＝ ∏
Ｋμ

（ｒα） ＋ ∏
Ｒ －

（ － ｘα
ｎ） ＋ μｒαｎ‖ － ｘα

ｔ ‖， （３４）

式中，∏ Ｋμ
（ｒα） 和∏Ｒ －

（ － ｘα
ｎ） 为指示函数； Ｋμ 和 Ｒ － 分别为指示函数的约束条件， Ｋμ 为 Ｃｏｕｌｏｍｂ 摩擦锥，

Ｒ － ＝ （ － ∞，０］， 当指示函数满足其对应的约束条件时，值为 ０，否则为＋∞ ，可定义为

　 　 ∏
Ｋμ

（ｒα） ＝
０，　 　 　 ｒα ∈ Ｋμ，
＋ ∞， ｏｔｈｅｒｓ，{ （３５）

　 　 ∏
Ｒ －

（ － ｘα
ｎ） ＝

０，　 　 　 － ｘα
ｎ ∈ （ － ∞，０］，

＋ ∞， ｏｔｈｅｒｓ ．{ （３６）

式（３４）的隐式形式可写为

　 　 － ｘα ∈
∂ｂｃ（ － ｘα，ｒα）

∂ｒα
， ｒα ∈

∂ｂｃ（ － ｘα，ｒα）
－ ∂ｘα ． （３７）

由式（３４）可知，双势函数包含了接触力与切向位移的耦合项，它们不能拆分成两个独立的势函数．用增

广 Ｌａｇｒａｎｇｅ 方法对式（３７）进行处理可得到

　 　 ρｂｃ（ － ｘα，ｒα∗） － ρｂｃ（ － ｘα，ｒα） ≥ ［（ｒα － ρｘα） － ｒα］·（ｒα∗ － ｒα）， （３８）
其中， ρ 为双势因子，取值可为柔度矩阵对角线元素最大值的倒数．增广 Ｌａｇｒａｎｇｅ 接触力 ｒα∗ 可以表示为

　 　 ｒα∗ ＝ ｒα － ρ［ｘα
ｔ ＋ （ｘα

ｎ ＋ μ‖ｘα
ｔ ‖）ｎ］ ． （３９）

增广 Ｌａｇｒａｎｇｅ 接触力 ｒα∗ 在接触迭代中又被称为预测接触力，所以在得到 ｒα∗ 后，需要在 Ｃｏｕｌｏｍｂ 摩擦

锥上进行投影修正：
　 　 ｒα ＝ ｐｒｏｊＫμ

（ｒα∗） ． （４０）
如图 ２ 所示，图中 Ｋ∗

μ 为对偶锥．在不同接触状态下，式（４０）右端具体表达式为

　 　

ｓｅｐａｒａｔｉｎｇ：　 ｐｒｏｊＫμ
（ｒα∗） ＝ ０，　 　 μ‖ｒα∗ｔ ‖ ≤－ ｒα∗ｎ ，

ｓｔｉｃｋｉｎｇ：　 ｐｒｏｊＫμ
（ｒα∗） ＝ ｒα∗，　 　 ‖ｒα∗ｔ ‖ ≤ μｒα∗ｎ ，

ｓｌｉｄｉｎｇ：　 ｐｒｏｊＫμ
（ｒα∗） ＝ ｒα∗ －

‖ｒα∗ｔ ‖ － μｒα∗ｎ
１ ＋ μ ２

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｒα∗ｔ
‖ｒα∗ｔ ‖

－ μｎ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ，　 　 ｏｔｈｅｒｓ ．

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

（４１）

利用 Ｕｚａｗａ 算法求解局部接触力，计算过程包含预测⁃修正两部分：

　 　
ｐｒｅｄｉｃｔｉｏｎ：　 ｒα∗（ ｉ ＋１） ＝ ｒα （ ｉ） － ρ （ ｉ）［ｘ（ ｉ）

ｔ ＋ （ｘ（ ｉ）
ｎ ＋ μ‖ｘ（ ｉ）

ｔ ‖）ｎ］，

ｃｏｒｒｅｃｔｉｏｎ：　 ｒα （ ｉ ＋１） ＝ ｐｒｏｊＫμ
（ｒα∗（ ｉ ＋１）），{ （４２）
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其中， ｉ 和 ｉ ＋ １ 为迭代步．Ｕｚａｗａ 算法求解出局部接触力后，通过式（２４）将局部接触力转换为全局接触力，将
其代入到式（７）中即可求得 Δｕ ．

图 ２　 Ｃｏｕｌｏｍｂ 摩擦锥

Ｆｉｇ． ２　 Ｃｏｕｌｏｍｂ’ｓ ｆｒｉｃｔｉｏｎａｌ ｃｏｎｅ

１．４　 光滑变形梯度

假设任意一个质点在初始构型中的几何位置为 Ｘ， 在当前构型中的几何位置为 ｘ， 该质点的位移为 ｕ ＝
ｘ － Ｘ， 则该质点从初始构型到当前构型的变形梯度为

　 　 Ｆ ｉｊ ＝
∂ｘｉ

∂Ｘ ｊ

＝
∂ｕｉ

∂Ｘ ｊ

＋ δ ｉｊ ． （４３）

光滑有限元法是由有限元法结合应变光滑技术发展而来，在 ＣＳＦＥＭ 中，光滑域的构造就是建立在 ＦＥＭ⁃
Ｑ４ 基础网格之上．将问题域 Ω 分成 Ｎｅ 个四边形单元，满足单元之间无重叠，无间隙，即 Ω ＝∪Ｎｅ

ｉ ＝ １Ωｅ
ｉ 且 Ωｅ

ｉ ∩
Ωｅ

ｊ ＝∅（ ｉ≠ ｊ），对于任意一个四边形单元Ωｅ
ｉ ，将其划分为Ｎｓ

ｅ 个四边形光滑域，保证能够覆盖整个单元且光滑

域之间无间隙，如图 ３ 所示．

图 ３　 四边形单元划分光滑域个数

Ｆｉｇ． ３　 Ｎｕｍｂｅｒｓ ｏｆ ｓｍｏｏｔｈ ｄｏｍａｉｎｓ ｔｏ ｂｅ ｄｉｖｉｄｅｄ

在本文中，将每个单元分别划分为 １，２，３，４，８ 和 １６ 个光滑域，用 ＣＳＦＥＭ⁃１ＳＤ、ＣＳＦＥＭ⁃２ＳＤ、ＣＳＦＥＭ⁃
３ＳＤ、ＣＳＦＥＭ⁃４ＳＤ、ＣＳＦＥＭ⁃８ＳＤ 和 ＣＳＦＥＭ⁃１６ＳＤ 来标记．图 ４ 展示了 ９ 个四边形单元被划分为 ３６ 个光滑域的

情况．
在光滑有限元法当中，通过光滑应变技术将光滑域内任意位置的应变光滑化．任意一点 ｘｋ 处的光滑应

变 ε－ 有如下表示：
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　 　 ε－（ｘｋ） ＝ ∫
Ωｓ
ｋ

Ñｕ（ｘ）ψ（ｘｋ － ｘ）ｄΩ， （４４）

Ωｓ
ｋ 是 ｘｋ 所处的光滑域， ψ（ｘｋ － ｘ） 是与 ｘｋ 相关的光滑函数，且满足 ∫

Ωｓ
ｋ

ψ（ｘｋ － ｘ）ｄΩ ＝ １，

　 　 ψ（ｘｋ － ｘ）ｄΩ ＝
１ ／ Ａｓ

ｋ，　 　 ｘ ∈ Ωｓ
ｋ，

０， ｘ ∉ Ωｓ
ｋ ．

{ （４５）

图 ４　 有限元背景网格被划分为 ４ 个光滑域

Ｆｉｇ． ４　 Ｔｈｅ ｆｉｎｉｔｅ ｅｌｅｍｅｎｔ ｂａｃｋｇｒｏｕｎｄ ｍｅｓｈ ｄｉｖｉｄｅｄ ｉｎｔｏ ４ ｓｍｏｏｔｈ ｄｏｍａｉｎｓ

本文采用的 Ｈｅａｖｉｓｉｄｅ 型光滑函数如式（４５）所示， Ａｓ
ｋ 表示光滑域 Ωｓ

ｋ 的面积，使用 Ｇｒｅｅｎ 散度定理［２８］可

得到

　 　 ε－（ｘｋ） ＝ ∫
Ωｓ
ｋ

Ñｕ（ｘ）ψ（ｘｋ － ｘ）ｄΩ ＝

　 　 　 　 － ∫
Ωｓ
ｋ

Ñψ（ｘｋ － ｘ）ｕ（ｘ）ｄΩ ＋ １
Ａｓ

ｋ
∫
Γｓ
ｋ

Ｌｕ（ｘ）ｄΓ ＝

　 　 　 　 １
Ａｓ

ｋ
∫
Γｓ
ｋ

Ｌｕ（ｘ）ｄΓ， （４６）

其中， Ｌ 是沿着光滑域边界的单位外法向矢量， Γｓ
ｋ 为光滑域的边界．注意在这个过程中只需要计算边界上的

线积分而不需要计算面积分，并且不需要坐标的映射．
因此式（４３）引入 Ｈｅａｖｉｓｉｄｅ 型光滑函数，可以得到光滑变形梯度为

　 　 Ｆ
－

ｉｊ（ｘｋ） ＝ ∫
Ωｓ
ｋ

Ｆ ｉｊ（ｘｋ）ψ（ｘｋ － ｘ）ｄΩ ＝

　 　 　 　 ∫
Ωｓ
ｋ

∂ｕｉ

∂Ｘ ｊ
ψ（ｘｋ － ｘ）ｄΩ ＋ δ ｉｊ ＝ － ∫

Ωｓ
ｋ

∂ψ（ｘｋ － ｘ） ｉ

∂Ｘ ｊ
ｕｉｄΩ ＋ １

Ａｓ
ｋ
∫
Γｓ
ｋ

∂ｕｉ

∂Ｘ ｊ
ｄΓ ＋ δ ｉｊ ＝

　 　 　 　 １
Ａｓ

ｋ
∫
Γｓ
ｋ

ｕｉｎ ｊｄΓ ＋ δ ｉｊ ＝ Ñ
－
ｕｉｊ（ｘｋ） ＋ δ ｉｊ ． （４７）

根据光滑变形梯度 Ｆ
－
， 得到右光滑 Ｃａｕｃｈｙ⁃Ｇｒｅｅｎ 变形张量 Ｃ

－
：

　 　 Ｃ
－
＝ Ｆ

－ ＴＦ
－
． （４８）

则光滑 Ｇｒｅｅｎ⁃Ｌａｇｒａｎｇｅ 应变张量 Ｅ
－
为

　 　 Ｅ
－
＝ １

２
（Ｃ

－
－ Ｉ）， （４９）

其中， Ｉ 是单位张量．
在超弹性材料的本构关系中，应变能密度函数Ｗ是应变张量的尺度函数，通过对光滑 Ｇｒｅｅｎ⁃Ｌａｇｒａｎｇｅ 应

变张量 Ｅ
－
求偏导得到第二光滑 Ｐｉｏｌａ⁃Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ 应力张量 Ｓ

－
：
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　 　 Ｓ
－
＝ ∂Ｗ

∂Ｅ
－ ＝ ２ ∂Ｗ

∂Ｃ
－ ． （５０）

对应的四阶材料张量可以写为

　 　 Ｄ ＝ ∂Ｓ
－

∂Ｅ
－ ＝ ∂２Ｗ

∂Ｅ
－
∂Ｅ

－ ， （５１）

其分量形式为

　 　 Ｄｉｊｋｌ ＝
∂２Ｗ

∂Ｅ
－

ｉｊ∂Ｅ
－

ｋｌ

． （５２）

Ｂｌａｔｚ⁃Ｋｏ 模型适用于描述大变形材料［２９］，其应变能密度函数的表达式为

　 　 Ｗ ＝
Ｇ０

２
Ｉ２
Ｉ３

＋ ２ Ｉ３ － ５
æ

è
ç

ö

ø
÷ ， （５３）

其中， Ｇ０ 为剪切模量， Ｉｉ（ ｉ ＝ １，２，３） 表示右光滑 Ｇｒｅｅｎ⁃Ｌａｇｒａｎｇｅ 应变张量 Ｃ
－
的不变量．通过式（５０），得到应力

张量 Ｓ
－
关于 Ｇｒｅｅｎ⁃Ｌａｇｒａｎｇｅ 应变张量 Ｅ

－
的表达式：

　 　 Ｓ
－
（Ｅ

－
） ＝ Ｇ０［η（２Ｅ

－
＋ Ｉ） －１ － （２Ｅ

－
＋ Ｉ） －２］， （５４）

其中， η ＝ ｄｅｔ（２Ｅ
－
＋ Ｉ） ．那么材料张量有以下表达式：

　 　 Ｄｉｊｋｌ ＝ Ｇ０ { － ２η（２Ｅ
－
＋ Ｉ） －１

ｌｊ ＋ η（２Ｅ
－
＋ Ｉ） －１

ｌｊ ＋ η（２Ｅ
－
＋ Ｉ） －１

ｉｋ （２Ｅ
－
＋ Ｉ） －１

ｉｊ ＋

　 　 　 　 ２［（２Ｅ
－
＋ Ｉ） －２

ｉｋ （２Ｅ
－
＋ Ｉ） －１

ｌｊ ＋ （２Ｅ
－
＋ Ｉ） －１

ｉｋ （２Ｅ
－
＋ Ｉ） －２

ｌｊ ］ } ． （５５）

２　 数 值 算 例

如图 ５ 所示，超弹性体的碰撞模型由三部分组成：超弹性体小球和两个对称的楔形刚体．其中， 小球的

圆心 Ｏ 点坐标为（０ ｍ，０ ｍ）， 半径 Ｒ ＝ ０．０１ ｍ，楔形体各顶点的坐标为 Ａ （０．００５ ｍ，０ ｍ）， Ｂ （０．０１５ ｍ，０ ｍ），
Ｃ （０．０１５ ｍ，０．０３５ ｍ）， Ｄ （０．０１２ ｍ，０．０３５ ｍ），给小球施加一个垂直的速度 Ｖｙ ＝ － ３０ ｍ ／ ｓ，小球密度 ρ ＝ ７００
ｋｇ ／ ｍ３ ．用 Ｂｌａｔｚ⁃Ｋｏ 模型来描述超弹性小球，其剪切模量 Ｇ ＝ ３ ＭＰａ，接触区域摩擦因数 μ 为 ０．２．

图 ５　 超弹性体的碰撞模型

Ｆｉｇ． ５　 Ｔｈｅ ｃｏｌｌｉｓｉｏｎ ｍｏｄｅｌ ｆｏｒ ｈｙｐｅｒｅｌａｓｔｉｃ ｂｏｄｉｅｓ

表 １ 展示了在不同摩擦因数下，超弹性小球到达最低点的不同时刻及其对应的最大应力值．图 ６ 为超弹

性小球到达最低点时的 ｖｏｎ Ｍｉｓｅｓ 应力云图．显然，３ 种工况下的最大应力值的位置分布有着明显的差异：工
况①小球下降得更低，导致变形更大，应力值更高，然而随着摩擦因数的增大，下降的高度越来越低，且最大

应力的分布也逐渐移动到接触表面如工况③所示．
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表 １　 不同摩擦因数不同时刻下的 ３ 种工况

Ｔａｂｌｅ １　 Ｔｈｒｅｅ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ ａｔ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｍｏｍｅｎｔｓ ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｆｒｉｃｔｉｏｎ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓ

ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ ｔｈｅ ｍｏｍｅｎｔ ｔｈｅ ｂａｌｌ ｒｅａｃｈｅｓ ｔｈｅ ｌｏｗｅｓｔ ｐｏｉｎｔ Ｔ ／ ｍｓ σｍａｘ ／ Ｐａ

①　 μ ＝ ０．０ ０．８７ ８．３２Ｅ６

②　 μ ＝ ０．２ ０．７０ ４．３７Ｅ６

③　 μ ＝ ０．４ ０．６１ ４．２２Ｅ６

图 ６　 ３ 种工况下的 ｖｏｎ Ｍｉｓｅｓ 应力图

Ｆｉｇ． ６　 Ｔｈｅ ｖｏｎ Ｍｉｓｅｓ ｓｔｒｅｓｓ ｃｏｎｔｏｕｒｓ ｆｏｒ ３ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ

　 　 注　 为了解释图中的颜色，读者可以参考本文的电子网页版本，后同．

图 ７（ａ）为点 Ｅ 的碰撞力⁃时间历程曲线．ＣＳＦＥＭ 取不同的光滑域与 ＭＳＣ．Ｍａｒｃ 进行对比，可以发现，本文

所用算法与 ＭＳＣ．Ｍａｒｃ 结果趋于一致，不过有较小的波动，原因是工业软件会对数据曲线进行平滑的处理．图
７（ｂ）—（ｄ）展示了 ３ 种摩擦因数下的能量⁃时间历程曲线．可以看出，无摩擦时，能量是完全守恒的，有摩擦时

总能量减少，被摩擦效应耗散．摩擦因数从 ０．２ 增加至 ０．４，总能的损耗几乎相同．事实上， 随着摩擦因数的增

大， 摩擦力也增大， 切向上的滑移也减小， 所以能量的耗散不仅取决于摩擦力， 还取决于接触面上的切向

滑移．
图 ８ 为超弹性小球上的 Ｏ点在摩擦因数 μ ＝ ０，０．２，０．４这 ３种情况下，ｘ，ｙ 方向上的位移和速度随时间的

变化曲线．可以看出：水平方向上的位移变化很小；竖直方向上的位移随着摩擦因数的增大，小球下降的高度

越来越低，竖直方向上的速度也逐渐减小．水平方向上的速度随着摩擦因数的增大，其波动也更加剧烈，竖直

方向上的速度随着摩擦因数的增大而不断减小．
本文程序运行环境为 Ｖｉｓｕａｌ Ｓｔｕｄｉｏ ２０１９，编程语言为 Ｃ＋＋．表 ２ 为 ＣＳＦＥＭ 划分不同光滑域的情况下与传

统有限元和商业软件 ＭＳＣ．Ｍａｒｃ 在同一台计算机上的计算效率对比．能明显看出，ＣＳＦＥＭ 方法结合双势理论

的计算效率高于传统有限元方法，略低于商业软件，且随着光滑域划分的数量增多，计算时间也越长．

（ａ） 节点 Ｅ 的碰撞力 （ｂ） μ ＝ ０ 时能量⁃时间历程曲线

（ａ） Ｃｏｌｌｉｓｉｏｎ ｆｏｒｃｅｓ ｏｆ ｎｏｄｅ Ｅ （ｂ） Ｅｎｅｒｇｙ⁃ｔｉｍｅ ｈｉｓｔｏｒｉｅｓ ｆｏｒ μ ＝ ０
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（ｃ） μ ＝ ０．２ 时能量⁃时间历程曲线 （ｄ） μ ＝ ０．４ 时能量⁃时间历程曲线

（ｃ） Ｅｎｅｒｇｙ⁃ｔｉｍｅ ｈｉｓｔｏｒｉｅｓ ｆｏｒ μ ＝ ０．２ （ｄ） Ｅｎｅｒｇｙ⁃ｔｉｍｅ ｈｉｓｔｏｒｉｅｓ ｆｏｒ μ ＝ ０．４
图 ７　 与 ＭＳＣ．Ｍａｒｃ 的一致性对比

Ｆｉｇ． ７　 Ｃｏｎｆｏｒｍｉｔｙ ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｗｉｔｈ ＭＳＣ．Ｍａｒｃ

（ａ） 节点 Ｏ 的 ｘ 方向位移 （ｂ） 节点 Ｏ 的 ｙ 方向位移

（ａ） Ｔｈｅ ｘ⁃ｄｉｒｅｃｔｉｏｎ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ ｏｆ ｎｏｄｅ Ｏ （ｂ） Ｔｈｅ ｙ⁃ｄｉｒｅｃｔｉｏｎ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ ｏｆ ｎｏｄｅ Ｏ

（ｃ） 节点 Ｏ 的 ｘ 方向速度 （ｄ） 节点 Ｏ 的 ｙ 方向速度

（ｃ） Ｔｈｅ ｘ⁃ｄｉｒｅｃｔｉｏｎ ｖｅｌｏｃｉｔｙ ｏｆ ｎｏｄｅ Ｏ （ｄ） Ｔｈｅ ｙ⁃ｄｉｒｅｃｔｉｏｎ ｖｅｌｏｃｉｔｙ ｏｆ ｎｏｄｅ Ｏ
图 ８　 摩擦因数对点 Ｏ 位移、速度的影响

Ｆｉｇ． ８　 Ｅｆｆｅｃｔｓ ｏｆ ｔｈｅ ｆｒｉｃｔｉｏｎ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ ｏｎ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｓ ａｎｄ ｖｅｌｏｃｉｔｉｅｓ ｏｆ ｐｏｉｎｔ Ｏ

如图 ９ 所示， 超弹性小球半径 Ｒ ＝ ０．０２５ ｍ， 小球密度 ρ 为 ７００ ｋｇ ／ ｍ３， 给它施加一个向下的速度 Ｖｙ ＝ １
ｍ ／ ｓ；下面的超弹性块长 Ｌ ＝ ０．１６ ｍ，高度 ｈ ＝ ０．０６ ｍ，最下面是刚性板，用 Ｂｌａｔｚ⁃Ｋｏ 模型来描述超弹性小球和

超弹性块，其剪切模量 Ｇ ＝ ３ ＭＰａ ．接触带 １，超弹性小球与超弹性体之间的接触区域；接触带 ２，超弹性块与

刚性板之间的接触区域，两个接触区域摩擦因数均为 ０．２．
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表 ２　 计算效率对比结果

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ ｅｆｆｉｃｉｅｎｃｙ

ｔｉｍｅ ｉｎｔｅｇｒａｔｉｏｎ ｍｅｔｈｏｄ ｃｏｎｔａｃｔ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ ｔｏｔａｌ ＣＰＵ ＴＣＰＵ ／ ｓ

ＭＳＣ．Ｍａｒｃ Ｎｅｗｍａｒｋ ｉｍｐｌｉｃｉｔ ｐｅｎａｌｔｙ ９．４８

ＦＥＭ １ｓｔ⁃ｏｒｄｅｒ ｉｍｐｌｉｃｉｔ ｂｉ⁃ｐｏｔｅｎｔｉａｌ ２０．１

ＣＳＦＥＭ⁃１ＳＤ １ｓｔ⁃ｏｒｄｅｒ ｉｍｐｌｉｃｉｔ ｂｉ⁃ｐｏｔｅｎｔｉａｌ ９．８８７

ＣＳＦＥＭ⁃２ＳＤ １ｓｔ⁃ｏｒｄｅｒ ｉｍｐｌｉｃｉｔ ｂｉ⁃ｐｏｔｅｎｔｉａｌ １１．０５８

ＣＳＦＥＭ⁃３ＳＤ １ｓｔ⁃ｏｒｄｅｒ ｉｍｐｌｉｃｉｔ ｂｉ⁃ｐｏｔｅｎｔｉａｌ １２．４１５

ＣＳＦＥＭ⁃４ＳＤ １ｓｔ⁃ｏｒｄｅｒ ｉｍｐｌｉｃｉｔ ｂｉ⁃ｐｏｔｅｎｔｉａｌ １３．４９５

ＣＳＦＥＭ⁃８ＳＤ １ｓｔ⁃ｏｒｄｅｒ ｉｍｐｌｉｃｉｔ ｂｉ⁃ｐｏｔｅｎｔｉａｌ １７．６２７

ＣＳＦＥＭ⁃１６ＳＤ １ｓｔ⁃ｏｒｄｅｒ ｉｍｐｌｉｃｉｔ ｂｉ⁃ｐｏｔｅｎｔｉａｌ ２６．３１４

图 ９　 超弹性体碰撞模型

Ｆｉｇ． ９　 Ｔｈｅ ｃｏｌｌｉｓｉｏｎ ｍｏｄｅｌ ｆｏｒ ｈｙｐｅｒｅｌａｓｔｉｃ ｂｏｄｉｅｓ

　 　 图 １０ 分别展示了 Ｔ ＝ ０．０００ ５ ｓ， ０．００１ ｓ， ０．００１ ５ ｓ 和 ０．００２ ｓ 这 ４ 个时刻下的 ｖｏｎ Ｍｉｓｅｓ 应力云图．可以

看到超弹性小球砸向超弹性块，小球和块发生变形并且最后分离的整个过程．

（ａ） Ｔ ＝ ０．０００ ５ ｓ （ｂ） Ｔ ＝ ０．００１ ｓ

（ｃ） Ｔ ＝ ０．００１ ５ ｓ （ｄ） Ｔ ＝ ０．００２ ｓ
图 １０　 各个时刻下的 ｖｏｎ Ｍｉｓｅｓ 应力图

Ｆｉｇ． １０　 Ｔｈｅ ｖｏｎ Ｍｉｓｅｓ ｓｔｒｅｓｓ ｄｉａｇｒａｍｓ ａｔ ｖａｒｉｏｕｓ ｍｏｍｅｎｔｓ

从图 １１（ａ）可知在 ０．０００ ９５ ｓ 时刻， ｘ 方向上的变形位移最大值为 ０．００１ ３８ ｍ，同时还可以观察到，碰撞

导致节点 Ａ 左侧的节点往右拉，右侧节点往左拉，因此 ｘ 方向上的位移时间历程曲线呈现反对称分布；从图

１１（ｂ）可知， ｙ 方向上的变形位移最大值为 ０．００７ ２ ｍ，可以清楚地观察到点 Ａ 附近的压痕最为明显， ｙ 方向
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位移时间历程曲线呈现对称分布．

（ａ） ｘ 方向位移 （ｂ） ｙ 方向位移

（ａ） Ｔｈｅ ｘ⁃ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ （ｂ） Ｔｈｅ ｙ⁃ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ
图 １１　 接触带 １ 的节点位移⁃时间历程图

Ｆｉｇ． １１　 Ｎｏｄａｌ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ⁃ｔｉｍｅ ｈｉｓｔｏｒｉｅｓ ｆｏｒ ｃｏｎｔａｃｔ ｚｏｎｅ １

由图 １２（ａ）可知超弹性块上的点 Ａ和点 Ｂ 的速度时间分布．小球一开始与超弹性块发生碰撞时， 点 Ａ与

小球最先接触， 之后随着纵波向其底部传递， 最先传递到节点 Ｂ， 此时长方体块还未弹起， 开始产生振动现

象．图 １２（ｂ）为碰撞过程中的能量⁃时间历程曲线，因为只给小球施加了法向上的速度，在切向上没有发生明

显的位移，所以能量损耗很小．图示结果与 ＭＳＣ．Ｍａｒｃ 吻合得比较好．

（ａ） 节点 Ａ 和 Ｂ 的 ｙ 方向速度 （ｂ） 能量⁃时间历程曲线

（ａ） Ｔｈｅ ｙ⁃ｄｉｒｅｃｔｉｏｎ ｖｅｌｏｃｉｔｉｅｓ ｏｆ ｎｏｄｅｓ Ａ ａｎｄ Ｂ （ｂ） Ｅｎｅｒｇｙ⁃ｔｉｍｅ ｈｉｓｔｏｒｉｅｓ
图 １２　 与 ＭＳＣ．Ｍａｒｃ 的一致性对比

Ｆｉｇ． １２　 Ｃｏｎｆｏｒｍｉｔｙ ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｗｉｔｈ ＭＳＣ．Ｍａｒｃ

如图 １３ 所示，基于上一个算例，系统由一个超弹性小球碰撞增加为两个超弹性小球，并以相同初速度

Ｖｙ ＝ － ２０ ｍ ／ ｓ 与超弹性板发生碰撞．接触带 １，左边超弹性小球与超弹性板接触的区域；接触带 ２，右边超弹性

小球与超弹性板接触的区域；接触带 ３，超弹性板与最下层的刚性板接触的区域．
图 １４ 为接触带 １⁃２ 上的节点位移图．能明显看出碰撞节点 Ａ和 Ｂ两端的节点均被拉向两侧，碰撞点 Ａ左

侧区域向 ｘ负方向变形，而碰撞点 Ｂ右侧区域向 ｘ正方向变形，因为两个超弹性小球速度相同，所以碰撞点 Ａ
和 Ｂ处区域的压痕相同，为 ０．００３ ４３ ｍ ．图 １５ 为碰撞产生的 ｖｏｎ Ｍｉｓｅｓ 应力图，与图 １４ 的结果相吻合，碰撞点

Ａ 和 Ｂ 的应力最大，两次碰撞产生的应力相互影响，在接触带 １ 和 ２ 的中间节点发生波的汇聚，波的能量相

互影响产生一部分的耗散．
如图 １６（ａ）、（ｂ）所示，碰撞点 Ａ和 Ｂ 在 ０．００１ １１ ｓ 达到最大变形位移，对应的值为－０．００４ ６ ｍ，两超弹性

球同时与超弹性板发生碰撞．图 １６（ｃ）为碰撞过程的能量⁃时间历程曲线，在相同时间内，系统出现了两次的

动能和势能值相等的现象．发现在 ０．００２ ｓ 之前 ＣＳＦＥＭ 所计算出的能量与 ＭＳＣ．Ｍａｒｃ 比较吻合，在 ０．００２ ｓ 之
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后，因为两个超弹性小球、超弹性板和刚性板均已分离，不再产生摩擦效应，所以总能量应该是保持不变的，
ＭＳＣ．Ｍａｒｃ 计算出的总能量仍有较小的下降，因此本文使用的算法更加精确．

图 １３　 两个小球碰撞模型图

Ｆｉｇ． １３　 Ｔｈｅ ｍｏｄｅｌ ｆｏｒ ２ ｃｏｌｌｉｄｉｎｇ ｂａｌｌｓ

（ａ） ｘ 方向位移 （ｂ） ｙ 方向位移

（ａ） ｘ⁃ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ （ｂ） ｙ⁃ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ
图 １４　 接触带 １⁃２ 的节点位移⁃时间历程图 （Ｖｙ０，Ｌ ＝ － ２０ ｍ ／ ｓ， Ｖｙ０，Ｒ ＝ － ２０ ｍ ／ ｓ）

Ｆｉｇ． １４　 Ｎｏｄａｌ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ⁃ｔｉｍｅ ｈｉｓｔｏｒｉｅｓ ｏｆ ｃｏｎｔａｃｔ ｚｏｎｅｓ １⁃２ （Ｖｙ０，Ｌ ＝ － ２０ ｍ ／ ｓ， Ｖｙ０，Ｒ ＝ － ２０ ｍ ／ ｓ）

图 １５　 Ｖｏｎ Ｍｉｓｅｓ 应力图 （Ｖｙ０，Ｌ ＝ － ２０ ｍ ／ ｓ， Ｖｙ０，Ｒ ＝ － ２０ ｍ ／ ｓ）

Ｆｉｇ． １５　 Ｔｈｅ ｖｏｎ Ｍｉｓｅｓ ｓｔｒｅｓｓ ｃｏｎｔｏｕｒ （Ｖｙ０，Ｌ ＝ － ２０ ｍ ／ ｓ， Ｖｙ０，Ｒ ＝ － ２０ ｍ ／ ｓ）

给左边小球施加 Ｖｙ ＝ － ２０ ｍ ／ ｓ 的速度，右边小球施加 Ｖｙ ＝ － １０ ｍ ／ ｓ 的速度，使其产生非对称碰撞．
图 １７ 为接触带 １⁃２ 上的节点位移图， 随着时间的增加， 接触区域逐渐增大， 两处碰撞也相互产生影

响， 碰撞点 Ａ 左侧区域向 Ｘ 正方向发生变形， 碰撞点 Ｂ 右侧区域也向 Ｘ 正方向变形． 点 Ａ 处压痕明显更大，
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为 ０．００４ ５８ ｍ ．

（ａ） 节点 Ａ 的 ｙ 方向位移 （ｂ） 节点 Ｂ 的 ｙ 方向位移

（ａ） Ｔｈｅ ｙ⁃ｄｉｒｅｃｔｉｏｎ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ ｏｆ ｎｏｄｅ Ａ （ｂ） Ｔｈｅ ｙ⁃ｄｉｒｅｃｔｉｏｎ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ ｏｆ ｎｏｄｅ Ｂ

（ｃ） 能量⁃时间历程曲线

（ｃ） Ｅｎｅｒｇｙ⁃ｔｉｍｅ ｈｉｓｔｏｒｉｅｓ
图 １６　 与 ＭＳＣ．Ｍａｒｃ 的一致性对比 （Ｖｙ０，Ｌ ＝ － ２０ ｍ ／ ｓ， Ｖｙ０，Ｒ ＝ － ２０ ｍ ／ ｓ）

Ｆｉｇ． １６　 Ｃｏｎｆｏｒｍｉｔｙ ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｗｉｔｈ ＭＳＣ．Ｍａｒｃ （Ｖｙ０，Ｌ ＝ － ２０ ｍ ／ ｓ， Ｖｙ０，Ｒ ＝ － ２０ ｍ ／ ｓ）

（ａ） ｘ 方向位移 （ｂ） ｙ 方向位移

（ａ） ｘ⁃ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ （ｂ） ｙ⁃ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ
图 １７　 接触带 １⁃２ 的节点位移⁃时间历程图 （Ｖｙ０，Ｌ ＝ － ２０ ｍ ／ ｓ， Ｖｙ０，Ｒ ＝ － １０ ｍ ／ ｓ）

Ｆｉｇ． １７　 Ｎｏｄａｌ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ⁃ｔｉｍｅ ｈｉｓｔｏｒｉｅｓ ｆｏｒ ｃｏｎｔａｃｔ ｚｏｎｅｓ １⁃２ （Ｖｙ０，Ｌ ＝ － ２０ ｍ ／ ｓ， Ｖｙ０，Ｒ ＝ － １０ ｍ ／ ｓ）

图 １８ 为超弹性体的 ｖｏｎ Ｍｉｓｅｓ 应力云图，在接触带 １ 处最先产生应力，碰撞点 Ａ 和 Ｂ 处区域应力较大．
两次碰撞产生的应力相互影响，在接触带 １ 和 ２ 的中间节点发生波的汇聚，波的能量相互影响，产生一部分

的耗散．接触带 １ 产生的波最快到达接触带 ３，使得超弹性板左侧开始脱离刚性板，并向两侧扩展；接触带 ２
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产生的波传递到接触带 ３ 时，超弹性板右侧也逐渐脱离刚性板．

图 １８　 Ｖｏｎ Ｍｉｓｅｓ 应力图 （Ｖｙ０，Ｌ ＝ － ２０ ｍ ／ ｓ， Ｖｙ０，Ｒ ＝ － １０ ｍ ／ ｓ）

Ｆｉｇ． １８　 Ｔｈｅ ｖｏｎ Ｍｉｓｅｓ ｓｔｒｅｓｓ ｃｏｎｔｏｕｒ （Ｖｙ０，Ｌ ＝ － ２０ ｍ ／ ｓ， Ｖｙ０，Ｒ ＝ － １０ ｍ ／ ｓ）

（ａ） 节点 Ａ 的 ｙ 方向位移 （ｂ） 节点 Ｂ 的 ｙ 方向位移

（ａ） Ｔｈｅ ｙ⁃ｄｉｒｅｃｔｉｏｎ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ ｏｆ ｎｏｄｅ Ａ （ｂ） Ｔｈｅ ｙ⁃ｄｉｒｅｃｔｉｏｎ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ ｏｆ ｎｏｄｅ Ｂ

（ｃ） 能量⁃时间历程曲线

（ｃ） Ｅｎｅｒｇｙ⁃ｔｉｍｅ ｈｉｓｔｏｒｉｅｓ
图 １９　 与 ＭＳＣ．Ｍａｒｃ 的一致性对比 （Ｖｙ０，Ｌ ＝ － ２０ ｍ ／ ｓ， Ｖｙ０，Ｒ ＝ － １０ ｍ ／ ｓ）

Ｆｉｇ． １９　 Ｃｏｎｆｏｒｍｉｔｙ ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｗｉｔｈ ＭＳＣ．Ｍａｒｃ （Ｖｙ０，Ｌ ＝ － ２０ ｍ ／ ｓ， Ｖｙ０，Ｒ ＝ － １０ ｍ ／ ｓ）

如图 １９（ａ）所示，明显看出点 Ａ最先与小球发生碰撞，碰撞点Ａ和Ｂ分别在 ０．００１ １ ｓ 和 ０．００１ ７ ｓ 时发生

最大位移，对应的值为 ０．００４ ６ ｍ 和 ０．００２ ４ ｍ ．两次碰撞的速度不同，而且发生碰撞的时刻也不同，在左边超

弹性小球与超弹性块接触时，右边小球就与超弹性块发生了碰撞．因此，两次碰撞会相互影响，节点位移曲线

也因第二次碰撞的影响而不平滑，图示结果和 ＭＳＣ．Ｍａｒｃ 所得的数值结果吻合良好．
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图 １９（ｂ）同上一对称碰撞算例一样，后续过程中，两个超弹性小球、超弹性板和刚性板均已分离，不再产

生摩擦效应，所以总能量应该保持不变，ＭＳＣ．Ｍａｒｃ 计算出的总能量仍有较小的下降，因此本文使用的算法更

加准确．

３　 结　 　 论

本文发展了一种数值方法来处理超弹性体的接触碰撞和大变形问题，该方法结合了 ＣＳＦＥＭ 和计算接触

摩擦的双势理论．利用光滑有限元法在求解大变形问题上的优点，结合双势方法计算接触力的优势，从而可

以达到较高的精度要求．最后，根据数值结果分析，得到了以下结论：
１） 在分析碰撞体的变形时，本文所用算法数值精度较高，与 ＭＳＣ．Ｍａｒｃ 计算出的结果基本一致，并且满

足了能量守恒或耗散定律．
２） 碰撞力的大小，能量的耗散，不仅受摩擦因数的影响，也会受到接触界面结构的影响．
３） 用橡胶作为缓冲材料，适当增加碰撞面的摩擦因数，能得到较好的抗冲击性能．
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