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摘要：　 基于非局部理论，建立了一维纳米准晶层合简支深梁模型，研究了其自由振动、屈曲行为及其弯曲变形问

题．采用伪 Ｓｔｒｏｈ 型公式，导出了纳米梁的控制方程，并通过传递矩阵法获得简支边界条件下纳米准晶层合梁固有频

率、临界屈曲载荷及弯曲变形广义位移和广义应力的精确解．通过数值算例，分析了高跨比、层厚比、叠层顺序及非

局部效应对一维纳米准晶层合简支梁固有频率、临界屈曲载荷和弯曲变形的影响．结果表明：固有频率和临界屈曲

载荷随着非局部参数增大而减小；外层准晶弹性常数更高时，固有频率和临界屈曲载荷更大；叠层顺序对纳米准晶

梁的力学行为有较大影响．所得的精确解可为纳米尺度下梁结构的各种数值方法和实验结果提供参考．
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以色列科学家 Ｓｈｅｃｈｔｍａｎ 于 １９８２ 年在急冷凝固的 Ａｌ⁃Ｍｎ 合金中观测到了五次对称电子衍射图像，１９８４
年准晶被首次报道后［１］，引起了各界的广泛关注．准晶是一种具有特殊对称性，原子常呈定向有序排列，但不

具有周期重复性的固体结构［２］ ．由于原子排列的特殊性，准晶具有很多优异性能，如高硬度、高强度、不黏性、
耐腐蚀等［３］ ．因此，准晶常用作表面改性材料，可涂覆于炊具表面和太阳能工业薄膜等，作为结构材料的增强

相，可提升材料的整体性能［４］，并且在航空航天、汽车制造等领域也有着广泛的应用［５］ ．
当准晶材料尺寸为纳米级时，能有效提高结构的强度和韧性．作为一种超微粒子，纳米准晶因其结构精

细而具有优异的形态可控性，可以作为各种应用的活性材料［６］ ．到目前为止，数百种准晶已经被发现［７］，随着

制备技术的发展，纳米准晶的制备取得了丰富的成果．Ｂａｒｕａ 等［８］ 采用机械合金化技术制备了 Ａｌ⁃Ｃｕ⁃Ｆｅ 纳米

合金，分析了球磨时间和热处理对准晶相形成的影响．Ｓｉｎｇｈ 等［９］ 通过冷铸和挤压得到了含有纳米准晶相的

Ｍｇ⁃Ｚｎ⁃Ｙ 合金，拉伸和压缩时的屈服强度高达 ４００ ＭＰａ ．由于纳米准晶具有以上性质，因此经常被用来制造

纳米器件和纳米传感器等．
梁板结构作为建筑结构中的重要组成部分，吸引了大量学者进行研究．在宏观尺度下，Ｗａｎｇ 等［１０］ 对具

有非理想界面的一维六方准晶层合板的振动和弯曲变形进行了研究，分析了非理想界面参数对材料力学性

能的影响．在微纳米尺度下，结构的尺度效应不可忽略［１１］，经典连续介质力学已不适用于研究纳米结构的力

学性能．人们为了更好地研究微纳米材料，提出了考虑尺度效应的偶应力理论［１２］、非局部理论［１３］、应变梯度

理论［１４］等理论．基于非局部理论，Ｗａｋｓｍａｎｓｋｉ 和 Ｐａｎ［１５］导出了具有非局部效应的简支多层准晶纳米板的解

析解．Ｌｉ 等［１６］研究了功能梯度多层二维准晶纳米板的非局部效应．Ｚｈａｎｇ 等［１７］ 研究了多层一维六方压电准

晶纳米板在表面电弹性载荷作用下的静态弯曲变形问题．Ｓｕｎ 等［１８］通过伪 Ｓｔｒｏｈ 型公式和传递矩阵法得到了

二维准晶层状纳米板非局部振动频率和临界屈曲载荷的精确解．除此之外，很多学者利用其他理论对准晶材

料进行了研究，如 Ｇｕｏ 等［１９］ 研究了具有修正偶应力效应的一维准晶层合板的振动响应．Ｚｈａｎｇ 等［２０］ 基于非

局部应变梯度理论，研究了功能梯度多层准晶纳米板的静态弯曲变形问题．
相对而言，关于准晶梁的研究较少，Ｈｕａｎｇ 等［２１］考虑非局部效应的影响，研究了具有简支和固支边界条

件的双层压电准晶纳米梁的静态问题．Ｌｉ 和 Ｘｉａｏ［２２］基于修正偶应力研究了不同边界条件下一维压电准晶纳

米梁的自由振动，分析了边界条件对固有频率的影响．Ｓｕｎ 和 Ｇｕｏ［２３］利用状态空间⁃微分求积法，研究了一维

准晶层合梁在各种边界条件下的振动响应和弯曲变形．基于经典弹性理论，陈韬等［２４］将伪 Ｓｔｒｏｈ 型公式和传

递矩阵法相结合，获得了一维六方准晶层合梁自由振动和屈曲问题的精确解．
纳米梁作为重要而常见的纳米结构之一，在微纳机电系统、原子力显微镜［２５］、生物传感器和混频器等领

域中有着广泛应用． Ｚｈａｎｇ 等［２６］ 提出了级联纳米梁光谱仪设计方案，提高了光谱仪的测量分辨率；Ｈｕａｎｇ
等［２７］用石墨烯梁加强电池的阳极，增加了锂电池的容量．实验中很难生成块体准晶，一般制备的准晶尺度是

微米或纳米级的，准晶与晶体材料组成的复合材料［２８⁃２９］可有效提升基底材料的力学性能．Ｃｈａｎｇ 等［３０］ 将 Ａｌ⁃
Ｃｕ⁃Ｆｅ 准晶合金层与钒层结合形成多层涂层，发现退火后的多层结构由于准晶强化而表现出较高的流变应

力．然而，目前缺乏纳米尺度下层状准晶梁理论方面的研究．为了揭示准晶增强纳米复合材料的变形机制，为
工程中准晶用于纳米器件的表面涂层和增强复合材料提供科学依据，非常有必要研究纳米准晶层合梁结构

的力学行为．因此，本文基于非局部理论，建立纳米准晶层合简支深梁模型，研究了其自由振动、屈曲和弯曲

问题的力学行为，结合伪 Ｓｔｒｏｈ 型公式和传递矩阵法，导出其固有频率、临界屈曲载荷和弯曲变形的精确解，

９０２第 ２ 期　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 原庆丹，等： 一维纳米准晶层合梁的非局部振动、屈曲与弯曲研究



分析高跨比、层厚比、叠层顺序以及非局部效应对准晶层合简支梁力学行为的影响，为纳米准晶结构的设计

优化提供了理论依据．

１　 问题描述和基本方程

根据准周期方向的维数，可以把准晶分为一维准晶、二维准晶、三维准晶，而它们的结构均为三维的．本
文建立一维六方准晶的二维多层深梁模型，梁长为 Ｌ，宽度为 ｂ，总厚度为 ｈ，如图 １ 所示，准周期方向沿 ｘ３ 轴

方向．

图 １　 一维纳米准晶层合二维简支梁模型
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　 　 εｉｊ ＝
１
２
（ｕｉ，ｊ ＋ ｕ ｊ，ｉ）， ωｉｊ ＝ ｗ ｉ，ｊ， （１）

其中 ｉ，ｊ ＝ ｘ，ｚ（或１，３）；下标中的逗号表示求偏导；ｕｉ，ｗ ｉ 分别表示声子场和相位子场的弹性位移； εｉｊ，ωｉｊ 分别

表示声子场和相位子场的应变张量．
在非局部理论中，一维六方准晶的本构关系为［３１］

　 　
（１ － ｌ２ Ñ２）σｉｊ ＝ Ｃ ｉｊｋｌεｋｌ ＋ Ｒ ｉｊｋｌωｋｌ，

（１ － ｌ２ Ñ２）Ｈｉｊ ＝ Ｒｋｌｉｊεｋｌ ＋ Ｋ ｉｊｋｌωｋｌ，
{ （２）

其中 σｉｊ 表示声子场应力； Ｈｉｊ 表示相位子场应力； Ｃ ｉｊｋｌ 表示声子场弹性常数； Ｋ ｉｊｋｌ 表示相位子场弹性常数；
Ｒ ｉｊｋｌ 表示声子场与相位子场的耦合弹性常数； Ñ２ 是二维 Ｌａｐｌａｃｅ 算子， ｌ ＝ ｅ０ａ是非局部参数，其中 ａ为内部特

征长度，ｅ０ 为与给定材料相关的常数．
运动学方程为

　 　
σｉｊ，ｊ ＝ ｆｉ，
Ｈｉｊ，ｊ ＝ ｇｉ，

{ （３）

其中对于自由振动问题， ｆｉ ＝ ρｕｉ，ｔｔ，ｇｉ ＝ ρｗ ｉ，ｔｔ； 对于屈曲问题， ｆｉ ＝ σ－ １１ｕｉ，１１，ｇｉ ＝ ０； 对于弯曲问题， ｆｉ ＝ ｇｉ ＝ ０．
ρ 表示密度，下标 ｔ 表示时间，σ－ １１ 表示轴向压缩载荷．

对于简支的多层准晶纳米梁，声子场和相位子场的边界条件可以写成

　 　 ｕ３ ＝ ｗ３ ＝ σ１１ ＝ ０，　 　 ｘ１ ＝ ０，Ｌ ． （４）
考虑层 ｊ，其下界面和上界面分别位于 ｘ３ ＝ ｘ（ ｊ －１）

３ 和 ｘ３ ＝ ｘ（ ｊ）
３ ．因此，层 ｊ 的厚度可表示为

　 　 ｈ ｊ ＝ ｘ（ ｊ）
３ － ｘ（ ｊ －１）

３ ， （５）
其中纳米梁的底部为 ｘ（０）

３ ＝ ０， 而纳米梁的顶部为 ｘ（Ｎ）
３ ＝ ｈ ．

假设多层纳米准晶梁的界面均是完美黏结的，满足如下连续性边界条件：

　 　
ｕ（ ｊ） － ｕ（ ｊ －１） ＝ ０，
ｔ（ ｊ） － ｔ（ ｊ －１） ＝ ０，{ （６）

其中 ｕ（ ｊ） ＝ ［ｕ（ ｊ）
１ ，ｕ（ ｊ）

３ ，ｗ（ ｊ）
３ ］ Ｔ， ｔ（ ｊ）１ ＝ ［σ （ ｊ）

１３ ，σ （ ｊ）
３３ ，Ｈ（ ｊ）

３３ ］ Ｔ 分别表示层 ｊ 的广义位移和广义应力，上标 Ｔ 表示矩阵

或向量的转置．
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２　 问 题 解 答

根据简支边界条件（４），一维纳米准晶层合梁的广义位移的通解可表示为

　 　 ｕ 􀰛

ｕ１

ｕ３

ｗ３

ì

î

í

ï
ï

ïï

ü

þ

ý

ï
ï

ïï

＝ ｅϕ

ａ１ｃｏｓ（ｐｘ１）
ａ２ｓｉｎ（ｐｘ１）
ａ３ｓｉｎ（ｐｘ１）

ì

î

í

ï
ï

ïï

ü

þ

ý

ï
ï

ïï

， （７）

其中 ｐ ＝ ｎπ ／ Ｌ，ａ１，ａ２，ａ３ 是待定的未知常数，ｎ为正整数．对于准晶层合梁的自由振动问题，ϕ ＝ ｓｘ３ ＋ ｉωｔ；对于

准晶层合梁的屈曲与弯曲问题， ϕ ＝ ｓｘ３，ω 是角频率， ｓ 是待确定的特征值．
假设广义应力的一般解为

　 　 ｔ 􀰛

σ １３

σ ３３

Ｈ３３

ì

î

í

ï
ï

ïï

ü

þ

ý

ï
ï

ïï

＝ ｅϕ

ｂ１ｃｏｓ（ｐｘ１）
ｂ２ｓｉｎ（ｐｘ１）
ｂ３ｓｉｎ（ｐｘ１）

ì

î

í

ï
ï

ïï

ü

þ

ý

ï
ï

ïï

． （８）

引入两个向量 ａ ＝ ［ａ１ 　 ａ２ 　 ａ３］ Ｔ 和 ｂ ＝ ［ｂ１ 　 ｂ２ 　 ｂ３］ Ｔ， 通过推导可得到如下控制方程：
　 　 Ｑ ＋ ｍ（１ ＋ ｌ２ｐ２）Ｉ ＋ ｓ（Ｒ － ＲＴ） ＋ ｓ２（Ｔ － ｍｌ２Ｉ）{ } ａ ＝ ０， （９）

其中

　 　 Ｒ ＝
０ Ｃ１３ｐ Ｒ１ｐ

－ Ｃ４４ｐ ０ ０
－ Ｒ３ｐ ０ ０

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

， Ｔ ＝
Ｃ４４ ０ ０
０ Ｃ３３ Ｒ２

０ Ｒ２ Ｋ１

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

， Ｑ ＝

－ Ｃ１１ｐ２ ０ ０

０ － Ｃ４４ｐ２ － Ｒ３ｐ２

０ － Ｒ３ｐ２ － Ｋ２ｐ２

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

， （１０）

Ｉ 是对角矩阵．对于准晶层合梁的自由振动问题， ｍ ＝ ρω ２，Ｉ ＝ ｄｉａｇ（１，１，１）； 对于准晶层合梁的屈曲问题， ｍ
＝ σ－ １１ｐ２，Ｉ ＝ ｄｉａｇ（１，１，０）； 对于准晶层合梁的弯曲问题， ｍ ＝ ０．

为了求解控制方程（９），引入中间向量 ｄ，

　 　 ｄ ＝ （ － ＲＴ ＋ ｓＴ）ａ ＝ － １
ｓ
（Ｑ ＋ ｓＲ）ａ ． （１１）

可得如下特征系统：

　 　 Ｎ
ａ
ｄ{ } ＝ ｓ

ａ
ｄ{ } ， （１２）

其中

　 　 Ｎ ＝
（Ｔ － ｍｌ２Ｉ） －１ＲＴ （Ｔ － ｍｌ２Ｉ） －１

－ （Ｑ ＋ ｍ（１ ＋ ｌ２ｐ２）Ｉ） － Ｒ（Ｔ － ｍｌ２Ｉ） －１ＲＴ － Ｒ（Ｔ － ｍｌ２Ｉ） －１

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
． （１３）

从式（１２）中可以得到 ６ 个特征值 ｓｉ（ ｉ ＝ １，２，…，６） 和特征向量 ａ，ｂ ．
利用传递矩阵法［２４］，可获得广义位移和广义应力的一般解为

　 　
ｕ（ｘ３）
ｔ（ｘ３）{ } ＝ Ｐ ｊ（ｘ３ － ｘ ｊ －１

３ ）Ｐ ｊ －１（ｈ ｊ －１）…Ｐ２（ｈ２）Ｐ１（ｈ１）
ｕ（０）
ｔ（０）{ } ， （１４）

其中传递矩阵 Ｐ ｊ（ｘ３ － ｘ ｊ －１
３ ） 为

　 　 Ｐ ｊ（ｘ３ － ｘ ｊ －１
３ ） ＝

Ａ１ Ａ２

Ｂ１ Ｂ２

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
〈ｅｓ ｊ∗（ｘ３－ｘ ｊ

－１
３ ）〉

Ａ１ Ａ２

Ｂ１ Ｂ２

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

－１

， （１５）

且

　 　
Ａ１ ＝ ［ａ１，ａ２，ａ３］， Ａ２ ＝ ［ａ４，ａ５，ａ６］，
Ｂ１ ＝ ［ｂ１，ｂ２，ｂ３］， Ｂ２ ＝ ［ｂ４，ｂ５，ｂ６］，

〈ｅｓ∗ｘ３〉 ＝ ｄｉａｇ［ｅｓ１ｘ３，ｅｓ２ｘ３，ｅｓ３ｘ３，ｅ －ｓ１ｘ３，ｅ －ｓ２ｘ３，ｅ －ｓ３ｘ３］ ．

ì

î

í

ï
ï

ïï

（１６）

由于研究的二维准晶梁的结构相对简单，本文采用传递矩阵法，指数函数的数值计算是稳定的．但对于
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各向异性层状复合材料板、壳等复杂结构，如采用传递矩阵法，指数函数可能会导致数值计算不稳定的现象，
为此研究者们提出了新的计算方法，如双变量位置（ＤＶＰ）法［３２］、节点耦合矩阵法和传统矩阵法相结合的方

法［３３］等．
２．１　 振动与屈曲

对梁的自由振动和屈曲问题，梁的上下表面自由，得到

　 　
ｕ（ｈ）
０{ } ＝

Ｃ１ Ｃ２

Ｃ３ Ｃ４

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

ｕ（０）
０{ } ， （１７）

其中 Ｃ１，Ｃ２，Ｃ３ 和 Ｃ４ 是 Ｃ ＝ ＰＮ（ｈＮ）ＰＮ－１（ｈＮ－１）…Ｐ２（ｈ２）Ｐ１（ｈ１） 的子矩阵．当 Ｃ３ 的行列式为零时，可求出纳

米准晶梁自由振动的固有频率或临界屈曲载荷．
２．２　 弯曲

对梁的弯曲问题，梁的下表面是自由的，梁的上表面受到声子场载荷 σ ３３， 则边界条件为

　 　 ｔ（ｈ） ＝ ［０，σ ０ｓｉｎ（ｐｘ１），０］ Ｔ， ｔ（０） ＝ ［０，０，０］ Ｔ ． （１８）
从式（１４）可得

　 　 ｕ（０） ＝ Ｃ －１
３ ｔ（ｈ） ． （１９）

将式（１８）和（１９）代入式（１４）中，即可得到纳米准晶梁任一点处的广义位移和广义应力的精确解．

３　 数 值 算 例

我们将考虑由一维准晶 Ａｌ⁃Ｎｉ⁃Ｃｏ（ＱＣ１）和另一种一维准晶材料（ＱＣ２）制成的 ＱＣ１ ／ ＱＣ２ ／ ＱＣ１ 和 ＱＣ２ ／
ＱＣ１ ／ ＱＣ２ 两种层合梁，分析高跨比、层厚比、非局部参数、叠层顺序对其自由振动的固有频率和临界屈曲载

荷及弯曲变形的影响．ＱＣ１ 和 ＱＣ２ 的材料性能［２３］如表 １ 所示．
表 １　 Ａｌ⁃Ｎｉ⁃Ｃｏ 准晶（ＱＣ１）和 ＱＣ２ 的材料系数

Ｔａｂｌｅ １　 Ｍａｔｅｒｉａｌ ｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓ ｏｆ Ａｌ⁃Ｎｉ⁃Ｃｏ ｑｕａｓｉｃｒｙｓｔａｌｓ ＱＣ１ ａｎｄ ＱＣ２

Ｃ１１ ／ （１０９ Ｎ ／ ｍ２） Ｃ１３ ／ （１０９ Ｎ ／ ｍ２） Ｃ３３ ／ （１０９ Ｎ ／ ｍ２） Ｃ４４ ／ （１０９ Ｎ ／ ｍ２） Ｒ１ ／ （１０９ Ｎ ／ ｍ２）

ＱＣ１ ２３４．３３ ６６．６３ ２３２．２２ ７０．１９ ８．８４６

ＱＣ２ １５０ ９０ １３０ ５０ １．５

Ｒ２ ＝ Ｒ３ ／ （１０９ Ｎ ／ ｍ２） Ｋ１ ／ （１０９ Ｎ ／ ｍ２） Ｋ２ ／ （１０９ Ｎ ／ ｍ２） ρ ／ （１０３ ｋｇ ／ ｍ３）

ＱＣ１ ８．８４６ １２２ ２４ ４．１８６

ＱＣ２ １．２ ０．３ ０．１８ ４．１８６

３．１　 自由振动

为了验证本文准晶深梁模型的正确性，首先将本文结果与宏观尺度下状态空间⁃微分求积法（ＳＳＤＱＭ）
得到的数值解［２３］以及伪 Ｓｔｒｏｈ 型方法得到的精确解［２４］进行比较，见表 ２，其中高跨比 ｈ ／ Ｌ ＝ ０．１， 固有频率的

无量纲形式为 Ω ＝ ωＬ ／ Ｃｍａｘ ／ ρｍａｘ ．从表中可以看出，本文模型的结果与已有方法所得结果吻合很好．因此，
下面将该模型用于分析纳米准晶层合梁的自由振动问题．

Ｗａｎｇ 等［３４］研究了碳纳米管的本构关系和非局部连续力学中小尺度参数，采用梯度法获得材料的非局

部参数 ｌ ＝ ｅ０ａ ＝ ０．０４ ｎｍ，其中 ｅ０ 的取值取决于晶格动力学中的晶体结构和物理性质．因此，本文所取的非局

部参数的范围是 ０ ｎｍ≤ ｌ ＜０．０４ ｎｍ，即 ｌ ／ Ｌ ＝ ０，０．０１５，０．０３．取高跨比 ｈ ／ Ｌ ＝ ０．１， 得到 ＱＣ１ ／ ＱＣ２ ／ ＱＣ１ 和 ＱＣ２ ／
ＱＣ１ ／ ＱＣ２ 两种叠层顺序下准晶层合简支梁的前四阶固有频率，见表 ３，其中梁模型各层的厚度均相同．可以

看出，在相同阶的固有频率下，随着非局部参数 ｌ 的增大，准晶层合梁的固有频率呈递减趋势，这是因为非局

部效应导致纳米梁的刚度减小，从而降低了固有频率．通过比较两种准晶层合梁的固有频率可以发现，ＱＣ１ ／
ＱＣ２ ／ ＱＣ１ 层合梁的固有频率比 ＱＣ２ ／ ＱＣ１ ／ ＱＣ２ 层合梁高，所以高弹性常数的准晶因具有较高的刚度更适合

用作涂层．
图 ２ 显示了 ＱＣ１ ／ ＱＣ２ ／ ＱＣ１ 和 ＱＣ２ ／ ＱＣ１ ／ ＱＣ２ 两种准晶层合简支梁的第一阶固有频率随高跨比 ｈ ／ Ｌ 的

变化．从图中可知：两种纳米准晶层合梁的一阶固有频率随着高跨比的增加而增大，表明增加厚度可以提高

准晶层合梁的固有频率．

２１２ 应　 用　 数　 学　 和　 力　 学　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ２０２４ 年　 第 ４５ 卷



表 ２　 准晶均匀简支梁的前四阶固有频率

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｔｈｅ ｆｉｒｓｔ ｆｏｕｒ ｎａｔｕｒａｌ ｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｑｕａｓｉｃｒｙｓｔａｌ ｈｏｍｏｇｅｎｏｕｓ ｓｉｍｐｌｙ ｓｕｐｐｏｒｔｅｄ ｂｅａｍ

ｈ ／ Ｌ ｍｏｄｅ ｐｒｅｓｅｎｔ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ＳＳＤＱＭ［２３］ Ｓｔｒｏｈ ｆｏｒｍｕｌａ［２４］

０．１

１ ０．２６７ ７ ０．２６７ ６ ０．２６７ ２

２ ０．９８２ ３ ０．９８２ ３ ０．９８２ ３

３ １．０１６ ４ １．０１４ ７ １．０１４ ７

４ １．９６８ ７ １．９６８ ７ １．９６８ ７

０．１５

１ ０．３９２ ７ ０．３９２ ３ ０．３９２ ６

２ ０．９８３ １ ０．９８３ １ ０．９８３ １

３ １．４１２ １ １．４０７ ９ １．４１２ １

４ １．９７９ ０ ７．９７８ ８ １．９７９ ０

０．２

１ ０．５０８ ２ ０．５０７ ４ ０．５０８ ２

２ ０．９８４ ４ ０．９８４ ４ ０．９８４ ４

３ １．７０７ ３ １．７００ ７ １．７０７ ３

４ ２．００９ ８ ２．００８ ３ ２．００９ ８

表 ３　 两种叠层顺序下准晶简支梁的前四阶固有频率

Ｔａｂｌｅ ３　 Ｔｈｅ ｆｉｒｓｔ ｆｏｕｒ ｎａｔｕｒａｌ ｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓ ｏｆ ｑｕａｓｉｃｒｙｓｔａｌ ｓｉｍｐｌｙ ｓｕｐｐｏｒｔｅｄ ｂｅａｍｓ ｕｎｄｅｒ ｔｗｏ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｓｔａｃｋｉｎｇ ｓｅｑｕｅｎｃｅｓ

ｌ ／ Ｌ
ＱＣ１ ／ ＱＣ２ ／ ＱＣ１

１ ２ ３ ４

ＱＣ２ ／ ＱＣ１ ／ ＱＣ２

１ ２ ３ ４

０ ０．２６４ １ ０．７９６ ６ ０．９９６ ８ １．５５１ ３ ０．１７５ ５ ０．５５３ ２ ０．６７９ １ １．００８ ２

０．０１５ ０．２６３ ９ ０．７９４ ８ ０．９９３ ８ １．４９７ ３ ０．１７５ １ ０．５５１ ４ ０．６７２ ６ ０．９７６ ８

０．０３ ０．２６３ ３ ０．７８７ ０ ０．９８５ ６ １．０８７ ７ ０．１７３ ８ ０．５４５ ４ ０．６５３ ６ ０．８６０ ２

图 ２　 两种叠层顺序下准晶层合简支梁的第一阶固有频率随 ｈ ／ Ｌ 的变化

Ｆｉｇ． ２　 Ｖａｒｉａｔｉｏｎｓ ｏｆ ｔｈｅ １ｓｔ⁃ｏｒｄｅｒ ｎａｔｕｒａｌ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ｏｆ ｑｕａｓｉｃｒｙｓｔａｌ ｌａｙｅｒｅｄ ｓｉｍｐｌｙ ｓｕｐｐｏｒｔｅｄ
ｂｅａｍｓ ｗｉｔｈ ｈ ／ Ｌ ｕｎｄｅｒ ｔｗｏ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｓｔａｃｋｉｎｇ ｓｅｑｕｅｎｃｅｓ

　 　 图 ３ 显示了 ＱＣ１ ／ ＱＣ２ ／ ＱＣ１ 和 ＱＣ２ ／ ＱＣ１ ／ ＱＣ２ 两种准晶层合简支梁的第一阶固有频率随层厚比 ｈ１ ／ ｈ２

的变化．从图中可知：在层厚比 ｈ１ ／ ｈ２ 小于 １ 时，两种准晶层合简支梁的固有频率变化幅度较大；当层厚比

ｈ１ ／ ｈ２ 大于 １ 时，固有频率的增长变化趋于平缓．当 ｈ１ ／ ｈ２ 约为 ０．１３ 时，两种准晶层合梁具有相同的固有频率．
随着 ｈ１ ／ ｈ２ 的增大，非局部效应的影响更加明显．

图 ４ 为在不同非局部参数 ｌ 下 ＱＣ１ ／ ＱＣ２ ／ ＱＣ１ 和 ＱＣ２ ／ ＱＣ１ ／ ＱＣ２ 两种准晶层合梁沿厚度方向的模态，其
中 ｕｍａｘ 为 ｕ１，ｕ３，ｗ３ 中的最大值．从图中可以观察到，随着非局部参数的增大，声子场位移模态逐渐增加，而相

位子场位移模态逐渐减小，且两种准晶层合简支梁的振型都是关于中间层对称的．
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图 ３　 两种叠层顺序下准晶层合简支梁的第一阶固有频率随 ｈ１ ／ ｈ２ 的变化

Ｆｉｇ． ３　 Ｖａｒｉａｔｉｏｎｓ ｏｆ ｔｈｅ １ｓｔ⁃ｏｒｄｅｒ ｎａｔｕｒａｌ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ｏｆ ｑｕａｓｉｃｒｙｓｔａｌ ｌａｙｅｒｅｄ ｓｉｍｐｌｙ ｓｕｐｐｏｒｔｅｄ
ｂｅａｍｓ ｗｉｔｈ ｈ１ ／ ｈ２ ｕｎｄｅｒ ｔｗｏ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｓｔａｃｋｉｎｇ ｓｅｑｕｅｎｃｅｓ

图 ４　 不同非局部参数下准晶层合简支梁一阶模态沿厚度方向的变化

Ｆｉｇ． ４　 Ｖａｒｉａｔｉｏｎｓ ｏｆ ｔｈｅ １ｓｔ ｍｏｄｅ ｓｈａｐｅ ｏｆ ｑｕａｓｉｃｒｙｓｔａｌ ｌａｙｅｒｅｄ ｓｉｍｐｌｙ ｓｕｐｐｏｒｔｅｄ ｂｅａｍｓ ａｌｏｎｇ
ｔｈｅ ｔｈｉｃｋｎｅｓｓ ｄｉｒｅｃｔｉｏｎ ｕｎｄｅｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｎｏｎｌｏｃａｌ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ
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３．２　 屈曲

为了分析纳米准晶层合简支梁的屈曲问题，首先将单层简支梁模型结果与已有解［２４］进行对比，见表 ４，

其中材料参数为 Ｅ ＝ ７０ ＧＰａ，ν ＝ ０．２３，临界屈曲载荷的无量纲形式为 Ｎ
－

ｃｒ ＝ Ｎｃｒ × Ｌ２ ／ （ＥＩ） ．可以发现，本文模

型所得解与已有解吻合很好．

表 ４　 均匀准晶简支梁的临界屈曲载荷 （Ｎ
－

ｃｒ）

Ｔａｂｌｅ ４　 Ｃｒｉｔｉｃａｌ ｂｕｃｋｌｉｎｇ ｌｏａｄｓ （Ｎ
－

ｃｒ） ｏｆ ｔｈｅ ｈｏｍｏｇｅｎｏｕｓ ｓｉｍｐｌｙ ｓｕｐｐｏｒｔｅｄ ｂｅａｍ

ｈ ／ Ｌ ０．１ ０．０５ ０．０２

ｐｒｅｓｅｎｔ ｒｅｓｕｌｔｓ １０．０９１ １ １０．３３６ ０ １０．４０６ ６

ｅｘａｃｔ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ［２４］ １０．０９０ ０ １０．３４０ ０ １０．４１０ ０

　 　 表 ５ 给出了在非局部参数 ｌ 影响下两种准晶层合梁高跨比为 ０．１，０．１５，０．２ 时的临界屈曲载荷值，其中

σ－ ｃｒ ＝ σ ｃｒ ／ Ｃｍａｘ， 且梁模型各层的厚度均相同．
表 ５　 两种叠层顺序下纳米准晶层合简支梁的临界屈曲载荷 （σ－ ｃｒ）

Ｔａｂｌｅ ５　 Ｃｒｉｔｉｃａｌ ｂｕｃｋｌｉｎｇ ｌｏａｄｓ （σ－ ｃｒ） ｏｆ ｎａｎｏ⁃ｑｕａｓｉｃｒｙｓｔａｌ ｌａｙｅｒｅｄ ｓｉｍｐｌｙ ｓｕｐｐｏｒｔｅｄ ｂｅａｍｓ ｕｎｄｅｒ ｔｗｏ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｓｔａｃｋｉｎｇ ｓｅｑｕｅｎｃｅｓ

ｌ ／ Ｌ
ＱＣ１ ／ ＱＣ２ ／ ＱＣ１

ｈ ／ Ｌ ＝ ０．１ ｈ ／ Ｌ ＝ ０．１５ ｈ ／ Ｌ ＝ ０．２

ＱＣ２ ／ ＱＣ１ ／ ＱＣ２

ｈ ／ Ｌ ＝ ０．１ ｈ ／ Ｌ ＝ ０．１５ ｈ ／ Ｌ ＝ ０．２

０ ７．０６８ ０×１０－３ １．５１２ ７９×１０－２ ２．５２０ ２３×１０－２ ３．１２３ ３×１０－３ ６．８４８ ０×１０－３ １．１７６ ００×１０－２

０．０１５ ７．０５７ ４×１０－３ １．５１０ ４９×１０－２ ２．５１６ ３７×１０－２ ３．１０７ ９×１０－３ ６．８１５ ２×１０－３ １．１７０ ４９×１０－２

０．０３ ７．０２６ ３×１０－３ １．５０３ ７９×１０－２ ２．５０５ ０６×１０－２ ３．０６２ ８×１０－３ ６．７１７ ７×１０－３ １．１５４ １５×１０－２

　 　 图 ５ 显示了 ＱＣ１ ／ ＱＣ２ ／ ＱＣ１ 和 ＱＣ２ ／ ＱＣ１ ／ ＱＣ２ 两种纳米准晶层合简支梁的临界屈曲载荷随高跨比 ｈ ／ Ｌ
的变化．从图中可以看出，两种纳米准晶梁的临界屈曲载荷均随着高跨比的增加而逐渐增大．

图 ５　 两种纳米准晶层合简支梁的临界屈曲载荷随高跨比 ｈ ／ Ｌ 的变化

Ｆｉｇ． ５　 Ｖａｒｉａｔｉｏｎｓ ｏｆ ｔｈｅ ｃｒｉｔｉｃａｌ ｂｕｃｋｌｉｎｇ ｌｏａｄｓ ｏｆ ｎａｎｏ⁃ｑｕａｓｉｃｒｙｓｔａｌ ｌａｙｅｒｅｄ ｓｉｍｐｌｙ ｓｕｐｐｏｒｔｅｄ ｂｅａｍｓ ｗｉｔｈ ｈ ／ Ｌ

图 ６ 显示了 ＱＣ１ ／ ＱＣ２ ／ ＱＣ１ 和 ＱＣ２ ／ ＱＣ１ ／ ＱＣ２ 两种纳米准晶层合简支梁的临界屈曲载荷随层厚比

ｈ１ ／ ｈ２ 的变化．从图中可知，随着 ｈ１ ／ ｈ２ 的增加，ＱＣ１ ／ ＱＣ２ ／ ＱＣ１ 和 ＱＣ２ ／ ＱＣ１ ／ ＱＣ２ 的临界屈曲载荷的变化趋势

相反．当层厚比 ｈ１ ／ ｈ２ 小于１时，两种纳米准晶梁的临界屈曲载荷变化明显；当层厚比大于１时，临界屈曲载荷

逐渐趋于平稳．当 ｈ１ ／ ｈ２ 约为 ０．１３时，两种准晶层合梁具有相同的临界屈曲载荷．随着 ｈ１ ／ ｈ２ 的增大，非局部效

应的影响更加显著．
３．３　 弯曲

假设在纳米准晶层合梁的上表面仅受声子场载荷作用，即 σ ０ ＝ １ Ｎ ／ ｍ２ ．图 ７ 和 ８ 分别显示了两种叠层

顺序下广义位移和广义应力沿厚度方向的变化，其中层合梁的尺寸 ｈ ／ Ｌ ＝ ０．１， 且各层的厚度均相同．从图中

可以看出，叠层顺序对声子场位移的影响相对较小，而对相位子场位移和相位子场应力的影响较大．随着非
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局部参数的增加，声子场位移 ｕ３ 的幅值逐渐增大，而相位子场位移 ｗ３ 的幅值逐渐减小．非局部参数对 ＱＣ１ ／
ＱＣ２ ／ ＱＣ１ 相位子场的应力几乎没有影响，但对 ＱＣ２ ／ ＱＣ１ ／ ＱＣ２ 相位子场的应力的影响较大．

图 ６　 两种纳米准晶层合简支梁的临界屈曲载荷随层厚比 ｈ１ ／ ｈ２ 的变化

Ｆｉｇ． ６　 Ｖａｒｉａｔｉｏｎｓ ｏｆ ｔｈｅ ｃｒｉｔｉｃａｌ ｂｕｃｋｌｉｎｇ ｌｏａｄｓ ｏｆ ｎａｎｏ⁃ｑｕａｓｉｃｒｙｓｔａｌ ｌａｙｅｒｅｄ ｓｉｍｐｌｙ ｓｕｐｐｏｒｔｅｄ ｂｅａｍｓ ｗｉｔｈ ｈ１ ／ ｈ２

图 ７　 声子场位移 ｕ３ 和相位子场位移 ｗ３ 沿层合梁厚度方向的变化

Ｆｉｇ． ７　 Ｖａｒｉａｔｉｏｎｓ ｏｆ ｐｈｏｎｏｎ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ ｕ３ ａｎｄ ｐｈａｓｏｎ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ ｗ３ ａｌｏｎｇ ｔｈｅ ｔｈｉｃｋｎｅｓｓ ｄｉｒｅｃｔｉｏｎ ｏｆ ｌａｙｅｒｅｄ ｂｅａｍｓ
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图 ８　 相位子场应力沿层合梁厚度方向的变化

Ｆｉｇ． ８　 Ｖａｒｉａｔｉｏｎｓ ｏｆ ｔｈｅ ｐｈａｓｏｎ ｓｔｒｅｓｓ ａｌｏｎｇ ｔｈｅ ｔｈｉｃｋｎｅｓｓ ｄｉｒｅｃｔｉｏｎ ｏｆ ｌａｙｅｒｅｄ ｂｅａｍｓ

４　 结　 　 论

本文基于非局部理论，研究了一维准晶多层纳米梁的自由振动、屈曲和弯曲问题，将伪 Ｓｔｒｏｈ 型公式和传

递矩阵法相结合，导出了简支边界条件下一维纳米准晶层合深梁自由振动、屈曲和弯曲问题的精确解．通过

数值算例分析，得出了如下结论：
１） 纳米准晶层合简支梁的固有频率和临界屈曲载荷均随着高跨比的增加而增大，表明厚度的增加可提

高纳米准晶层合梁的固有频率和临界屈曲载荷．
２） 随着层厚比的增加，ＱＣ１ ／ ＱＣ２ ／ ＱＣ１ 层合梁的固有频率和临界屈曲载荷逐渐增大，但 ＱＣ２ ／ ＱＣ１ ／ ＱＣ２

层合梁的固有频率和临界屈曲载荷逐渐减小．ＱＣ１ ／ ＱＣ２ ／ ＱＣ１ 层合梁的固有频率和临界屈曲载荷高于 ＱＣ２ ／
ＱＣ１ ／ ＱＣ２ 层合梁，这是由于 ＱＣ１ 材料具有较高的刚度，更适用于作表面涂层．

３） 准晶层合梁的自由振动固有频率和临界屈曲载荷均随着非局部参数 ｌ 的增大而减小，这是因为非局

部效应使得纳米梁的刚度减小，从而降低其固有频率和临界屈曲载荷．
４） 叠层顺序对一维准晶纳米层合梁的力学性能有较大影响，特别是对相位子场的影响要大于对声子场

的影响．
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ｈｅｘａｇｏｎａｌ ｓｉｍｐｌｙ⁃ｓｕｐｐｏｒｔｅｄ ａｎｄ ｌａｙｅｒｅｄ ｑｕａｓｉｃｒｙｓｔａｌ ｂｅａｍｓ［Ｊ］ ． Ｃｈｉｎｅｓｅ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｓｏｌｉｄ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ， ２０２３，
４４（１）：１０９⁃１１９．（ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

８１２ 应　 用　 数　 学　 和　 力　 学　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ２０２４ 年　 第 ４５ 卷



［２５］　 ＭＡＨＤＡＶＩ Ｍ Ｈ， ＦＡＲＳＨＩＤＡＩＮＦＡＲ Ａ， ＴＡＨＡＮＩ Ｍ， ｅｔ ａｌ． Ａ ｍｏｒｅ ｃｏｍｐｒｅｈｅｎｓｉｖｅ ｍｏｄｅｌｉｎｇ ｏｆ ａｔｏｍｉｃ ｆｏｒｃｅ ｍｉ⁃
ｃｒｏｓｃｏｐｅ ｃａｎｔｉｌｅｖｅｒ［Ｊ］ ． Ｕｌｔｒａｍｉｃｒｏｓｃｏｐｙ， ２００８， １０９（１）： ５４⁃６０．

［２６］　 ＺＨＡＮＧ Ｊ Ｈ， ＣＨＥＮＧ Ｚ Ｗ， ＤＯＮＧ Ｊ Ｊ， ｅｔ ａｌ． Ｃａｓｃａｄｅｄ ｎａｎｏｂｅａｍ ｓｐｅｃｔｒｏｍｅｔｅｒ ｗｉｔｈ ｈｉｇｈ ｒｅｓｏｌｕｔｉｏｎ ａｎｄ ｓｃａｌ⁃
ａｂｉｌｉｔｙ［Ｊ］ ． Ｏｐｔｉｃａ， ２０２２， ９（５）： ５１７⁃５２１．

［２７］　 ＨＵＡＮＧ Ｑ Ｙ， ＬＯＶＥＲＩＤＧＥ Ｍ Ｊ， ＧＥＮＩＥＳＥＲ Ｒ， ｅｔ ａｌ． Ｅｌｅｃｔｒｏｃｈｅｍｉｃａｌ ｅｖａｌｕａｔｉｏｎ ａｎｄ ｐｈａｓｅ⁃ｒｅｌａｔｅｄ ｉｍｐｅｄａｎｃｅ
ｓｔｕｄｉｅｓ ｏｎ ｓｉｌｉｃｏｎ⁃ｆｅｗ ｌａｙｅｒ ｇｒａｐｈｅｎｅ （ＦＬＧ） ｃｏｍｐｏｓｉｔｅ ｅｌｅｃｔｒｏｄｅ ｓｙｓｔｅｍｓ［ Ｊ］ ． Ｓｃｉｅｎｔｉｆｉｃ Ｒｅｐｏｒｔｓ， ２０１８， ８
（１）： １３８６．

［２８］　 马文赛， 刘方浩， 李东霄， 等． 特殊对称铺设复合材料层合矩形板的全局动力学研究［Ｊ］ ． 内蒙古工业大学学报，
２０２３， ４２（２）： １０９⁃１１５．（ＭＡ Ｗｅｎｓａｉ， ＬＩＵ Ｆａｎｇｈａｏ， ＬＩ Ｄｏｎｇｘｉａｏ， ｅｔ ａｌ． Ｇｌｏｂａｌ ｄｙｎａｍｉｃｓ ｏｆ ａ ｓｐｅｃｉａｌ ｓｙｍｍｅｔｒｉ⁃
ｃａｌｌｙ ｌａｉｄ ｃｏｍｐｏｓｉｔｅ ｌａｍｉｎａｔｅｄ ｒｅｃｔａｎｇｕｌａｒ ｐｌａｔｅ［ Ｊ］ ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｉｎｎｅｒ Ｍｏｎｇｏｌｉａ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ ｏｆ Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ，
２０２３， ４２（２）： １０９⁃１１５．（ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［２９］　 娄阁， 陈思． 三维针织 ／机织混合聚氨酯基复合材料的压缩性能研究［Ｊ］ ． 内蒙古工业大学学报， ２０２３， ４２（３）：
２５２⁃２５６．（ＬＯＵ Ｇｅ， ＣＨＥＮ Ｓｉ． Ｃｏｍｐｒｅｓｓｉｏｎ ｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓ ｏｆ ｔｈｒｅｅ⁃ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ ｋｎｉｔｔｅｄ ／ ｗｏｖｅｎ ｈｙｂｒｉｄ ｐｏｌｙｕｒｅｔｈａｎｅ
ｍａｔｒｉｘ ｃｏｍｐｏｓｉｔｅｓ［Ｊ］ ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｉｎｎｅｒ Ｍｏｎｇｏｌｉａ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ ｏｆ Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ， ２０２３， ４２（３）： ２５２⁃２５６．（ ｉｎ Ｃｈｉ⁃
ｎｅｓｅ））

［３０］　 ＣＨＡＮＧ Ｓ Ｙ， ＣＨＥＮ Ｂ Ｊ， ＨＳＩＡＯ Ｙ Ｔ， ｅｔ ａｌ． Ｐｒｅｐａｒａｔｉｏｎ ａｎｄ ｎａｎｏｓｃｏｐｉｃ ｐｌａｓｔｉｃ ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎ ｏｆ ｔｏｕｇｈｅｎｅｄ Ａｌ⁃
Ｃｕ⁃Ｆｅ⁃ｂａｓｅｄ ｑｕａｓｉｃｒｙｓｔａｌ ／ ｖａｎａｄｉｕｍ ｍｕｌｔｉｌａｙｅｒｅｄ ｃｏａｔｉｎｇｓ［Ｊ］ ． Ｍａｔｅｒｉａｌｓ Ｃｈｅｍｉｓｔｒｙ ａｎｄ Ｐｈｙｓｉｃｓ， ２０１８， ２１３：
２７７⁃２８４．

［３１］　 ＧＵＯ Ｊ Ｈ， ＳＵＮ Ｔ Ｙ， ＰＡＮ Ｅ． Ｔｈｒｅｅ⁃ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ ｎｏｎｌｏｃａｌ ｂｕｃｋｌｉｎｇ ｏｆ ｃｏｍｐｏｓｉｔｅ ｎａｎｏｐｌａｔｅｓ ｗｉｔｈ ｃｏａｔｅｄ ｏｎｅ⁃
ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ ｑｕａｓｉｃｒｙｓｔａｌ ｉｎ ａｎ ｅｌａｓｔｉｃ ｍｅｄｉｕｍ［Ｊ］ ． Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｓｏｌｉｄｓ ａｎｄ Ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓ， ２０２０， １８５：
２７２⁃２８０．

［３２］　 ＬＩＵ Ｈ， ＰＡＮ Ｅ， ＣＡＩ Ｙ Ｃ． Ｇｅｎｅｒａｌ ｓｕｒｆａｃｅ ｌｏａｄｉｎｇ ｏｖｅｒ ｌａｙｅｒｅｄ ｔｒａｎｓｖｅｒｓｅｌｙ ｉｓｏｔｒｏｐｉｃ ｐａｖｅｍｅｎｔｓ ｗｉｔｈ ｉｍｐｅｒｆｅｃｔ
ｉｎｔｅｒｆａｃｅｓ［Ｊ］ ． Ａｄｖａｎｃｅｓ ｉｎ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ Ｓｏｆｔｗａｒｅ， ２０１８， １１５： ２６８⁃２８２．

［３３］　 ＦＥＮＧ Ｘ， ＦＡＮ Ｘ Ｙ， ＬＩ Ｙ， ｅｔ ａｌ． Ｓｔａｔｉｃ ｒｅｓｐｏｎｓｅ ａｎｄ ｆｒｅｅ ｖｉｂｒａｔｉｏｎ ａｎａｌｙｓｉｓ ｆｏｒ ｃｕｂｉｃ ｑｕａｓｉｃｒｙｓｔａｌ ｌａｍｉｎａｔｅｓ
ｗｉｔｈ ｉｍｐｅｒｆｅｃｔ ｉｎｔｅｒｆａｃｅｓ［Ｊ］ ． Ｅｕｒｏｐｅａｎ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ Ａ： Ｓｏｌｉｄｓ， ２０２１， ９０（１４）： １０４３６５．

［３４］　 ＷＡＮＧ Ｑ， ＷＡＮＧ Ｃ Ｍ． Ｔｈｅ ｃｏｎｓｔｉｔｕｔｉｖｅ ｒｅｌａｔｉｏｎ ａｎｄ ｓｍａｌｌ ｓｃａｌｅ ｐａｒａｍｅｔｅｒ ｏｆ ｎｏｎｌｏｃａｌ ｃｏｎｔｉｎｕｕｍ ｍｅｃｈａｎｉｃｓ
ｆｏｒ ｍｏｄｅｌｌｉｎｇ ｃａｒｂｏｎ ｎａｎｏｔｕｂｅｓ［Ｊ］ ． Ｎａｎｏｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ， ２００７， １８（７）： ０７５７０２．

９１２第 ２ 期　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 原庆丹，等： 一维纳米准晶层合梁的非局部振动、屈曲与弯曲研究


