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摘要：　 机翼中的多墙式盒段结构是飞机结构设计的重点关注区域之一．盒段结构主要由蒙皮以及支撑件组合而

成，其中蒙皮被支撑件近似分隔为多个矩形壁板．在飞机服役过程中，机翼主要承受弯曲、扭转或者弯扭耦合载荷等

作用，导致盒段结构中矩形壁板容易产生失稳．在传统复合材料壁板屈曲分析中，往往将边界简化为固支或简支，所
得结果与试验差距较大，而采用有限元方法进行全面模拟往往效率较低．针对上述问题，该文提出了一种结合单胞

模型以及微分求积法的复合材料壁板快速屈曲分析方法．首先，建立了单胞模型计算矩形壁板的弹性边界刚度系

数；然后，通过微分求积法求解控制方程，获得了壁板的屈曲载荷；最后，计算了不同类型盒段结构中复合材料壁板

的屈曲载荷，并与有限元结果进行对比，验证了该文屈曲分析方法的准确性．
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０　 引　 　 言

复合材料多墙式盒段结构因其扭转刚度大和承载能力高的特点而广泛应用于飞机机翼中．盒段结构通

常承受弯曲、扭转或弯扭耦合载荷作用，受力状态复杂，翼板、腹板等薄壁构件可能发生局部失稳并导致整体

结构过早破坏［１］ ．因此，有必要对盒段结构复合材料壁板开展屈曲分析，助力结构安全设计．
当前，复合材料壁板屈曲问题的求解方法主要分为解析和数值方法两大类．在实际工程应用中，复合材

料壁板的应力分布往往是不均匀的，而传统解析的工程分析方法往往需要将实际的不均匀应力场等效成均

匀应力场，然后采用经验公式进行计算，这种近似的等效处理方法可能造成较大误差．为更准确地处理实际

问题，奇异摄动法［２⁃３］、有限差分法［４⁃５］、边界元法［６⁃７］、无网格法［８⁃１１］、有限条法［１２⁃１４］、有限元法（ＦＥＭ） ［１５］、微
分求积法［１６⁃１９］、等几何法［２０］、Ｇａｌｅｒｋｉｎ 法［２１］等数值方法应运而生．然而，采用有限元等方法对复杂结构开展

屈曲分析时，往往由于结构件数量多、构型以及部件间连接方式复杂等原因，导致分析过程耗时较长，效率较

低．微分求积法是一种高效且高精度的数值分析方法，该方法将复合材料壁板屈曲问题对应的高阶偏微分方

程复杂边值问题转化为线性方程组求解问题，同时不需要复杂的前处理工作，广泛适用于求解各类型壁板的

屈曲问题．
在实际工程应用中，盒段结构蒙皮由长筋条等支撑件支撑，蒙皮被支撑件近似分隔为多个矩形壁板．当

采用传统分析方法处理单个矩形壁板的屈曲问题时，往往需要将边界简化为固支、简支或按照经验给出折中

系数，而实际多墙式盒段结构壁板的边界条件并非简单的固支或者简支，而是处于固支和简支之间的一种复

杂的弹性边界．为此，亟需发展多墙式盒段结构壁板弹性边界的表征方法，进一步开展基于弹性边界的壁板

精细化屈曲分析研究．
本文提出了一种结合微分求积法与弹性边界模型的复合材料矩形壁板屈曲分析方法，以达到快速求解

盒段结构中多个矩形壁板屈曲载荷的目的．首先，针对目标壁板及其支撑件的具体尺寸，通过参数化建模的

方式快速建立单胞模型，并计算对应的弹性边界刚度系数；然后利用微分求积法求解含有弹性边界壁板屈曲

问题的控制方程，计算矩形壁板的屈曲载荷；最后将计算结果与有限元结果进行对比，以验证本文复合材料
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壁板屈曲分析方法的准确性．

１　 壁板屈曲问题的微分求积法

１．１　 微分求积法

由于具有公式简单、使用方便、计算量小以及精度高等优点，微分求积法被广泛应用于求解板的力学问

题．微分求积法是美国数学家 Ｂｅｌｌｍａｎ 和 Ｃａｓｔｉ 于 １９７１ 年提出的［２２］，其本质是函数以及其导数在任一节点处

的值都可以用全域中所有节点的函数值加权表示，于是微分方程就可以转换成以节点处的函数值为未知数

的代数方程组［２３］ ．
不失一般性，假设一维函数 ｆ（ｘ） 在区间 ［ａ，ｂ］ 上连续可微，则

　 　 Ｌ { ｆ（ｘ） } ＝ ∑
Ｎ

ｊ ＝ １
Ｗ ｊ（ｘ） ｆ（ｘ ｊ）， （１）

其中， Ｌ 为线性微分算子； ａ ＝ ｘ１ ＜ ｘ２ ＜ … ＜ ｘＮ ＝ ｂ 为 Ｎ 个互异节点， ｘ ｊ 为其中第 ｊ个节点的坐标值；Ｗ ｊ（ｘ）
为插值基函数，当采用多项插值时，其为 Ｎ -１ 次多项式．

若 Ｌ ＝ ｄ ／ ｄｘ， 令 Ａｉｊ ＝ Ｗ ｊ（ｘｉ），ｆ ｊ ＝ ｆ（ｘ ｊ）， 则一阶导数为

　 　 ｆ ′ｉ ＝ ∑
Ｎ

ｊ ＝ １
Ａｉｊ ｆ ｊ， （２）

其中， ｉ ＝ １，２，…，Ｎ，Ａｉｊ 为函数 ｆ（ｘ） 的一阶导数的加权系数．
记 ｋ 阶导数 ｆ［ｋ］（ｘｉ） 为 ｆ［ｋ］ｉ ， 其中 ｉ ＝ １，２，…，Ｎ， 可将节点处的高阶导数用节点函数值插值表示为

　 　 ｆ［２］ｉ ＝ ∑
Ｎ

ｊ ＝ １
Ｂ ｉｊ ｆ ｊ， （３）

　 　 ｆ［３］ｉ ＝ ∑
Ｎ

ｊ ＝ １
Ｃ ｉｊ ｆ ｊ， （４）

　 　 ｆ［４］ｉ ＝ ∑
Ｎ

ｊ ＝ １
Ｅ ｉｊ ｆ ｊ， （５）

其中， Ｂ ｉｊ，Ｃ ｉｊ 和 Ｅ ｉｊ 分别为函数 ｆ（ｘ） 的二、三、四阶导数的加权系数．
根据低阶导数插值求高阶导数，可推导出各阶导数加权系数之间的关系．比如，当求 ｆ（ｘ） 的二阶导数

ｆ［２］（ｘ） 时，可以将式（２）左右两边分别对 ｘ 求导，即

　 　 ｄ２ ｆ（ｘ）
ｄｘ２

＝ ｄ
ｄｘ ∑

Ｎ

ｊ ＝ １
Ｗ ｊ（ｘ） ｆ（ｘ ｊ）{ } ＝ ∑

Ｎ

ｊ ＝ １

ｄ
ｄｘ

{Ｗ ｊ（ｘ） } ｆ（ｘ ｊ）， （６）

并且插值基函数 Ｗ ｊ（ｘ） 的一阶导数可用该函数节点值插值表示，即

　 　 ｄ
ｄｘ

{Ｗ ｊ（ｘ） } ＝ ∑
Ｎ

ｋ ＝ １
Ｗｋ（ｘ）Ｗ ｊ（ｘｋ） ＝ ∑

Ｎ

ｋ ＝ １
Ｗｋ（ｘ）Ａｋｊ ． （７）

将式（７）代入式（６）可以得到

　 　 ｆ［２］ｉ ＝ ∑
Ｎ

ｊ ＝ １
∑
Ｎ

ｋ ＝ １
Ｗｋ（ｘｉ）Ａｋｊ ｆ（ｘ ｊ） ＝ ∑

Ｎ

ｊ ＝ １
∑
Ｎ

ｋ ＝ １
ＡｉｋＡｋｊ ｆ ｊ ． （８）

将式（８）与式（３）比较，可以得到

　 　 Ｂ ｉｊ ＝ ∑
Ｎ

ｋ ＝ １
ＡｉｋＡｋｊ， （９）

其中， ｊ ＝ １，２，…，Ｎ ．
同理，可以得到

　 　 Ｃ ｉｊ ＝ ∑
Ｎ

ｋ ＝ １
ＡｉｋＢｋｊ ＝ ∑

Ｎ

ｋ ＝ １
Ｂ ｉｋＡｋｊ， （１０）

　 　 Ｅ ｉｊ ＝ ∑
Ｎ

ｋ ＝ １
ＡｉｋＣｋｊ ＝ ∑

Ｎ

ｋ ＝ １
Ｂ ｉｋＢｋｊ ＝ ∑

Ｎ

ｋ ＝ １
Ｃ ｉｋＡｋｊ ． （１１）

根据式（９）—（１１）可知，已知 Ａｉｊ， 则 Ｂ ｉｊ，Ｃ ｉｊ 和 Ｅ ｉｊ 均容易计算得到．
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二维函数 ｇ（ｘ，ｙ） 通常可以用两个一维函数的积来表示，比如

　 　 ｇ（ｘ，ｙ） ＝ ｐ（ｘ）ｈ（ｙ） ． （１２）
根据微分求积法的基本原理，任意一维函数在任一节点处的 ｋ 阶导数值均可由节点的函数值来表示：

　 　 ｐ［ｋ］
ｉ ＝ ∑

Ｎ

ｌ ＝ １
ϕ［ｋ］

ｉｌ ｐｌ， （１３）

　 　 ｈ［ｋ］
ｊ ＝ ∑

Ｍ

ｍ ＝ １
ψ［ｋ］

ｊｍ ｈｍ， （１４）

其中， ϕ［ｋ］
ｉｌ 与 ψ［ｋ］

ｊｍ 为一维函数的 ｋ 阶导数的加权系数， Ｎ，Ｍ 分别为 ｘ，ｙ 方向上划分的节点数．令 ｇ（ｘｉ，ｙ ｊ） ＝
ｇｉｊ， 根据式（１３）与式（１４），可以推导出二维函数 ｇ（ｘ，ｙ） 在任一节点的各阶偏导数的公式：

　 　
∂ｋｇ
∂ｘｋ

ｉｊ

＝ ｐ［ｋ］
ｉ ｈ ｊ ＝ ∑

Ｎ

ｌ ＝ １
ϕ［ｋ］

ｉｌ ｐｌｈ ｊ ＝ ∑
Ｎ

ｌ ＝ １
ϕ［ｋ］

ｉｌ ｇｌｊ， （１５）

　 　
∂ｋｇ
∂ｙｋ

ｉｊ

＝ ｐｉｈ［ｋ］
ｊ ＝ ∑

Ｍ

ｍ ＝ １
ψ［ｋ］

ｊｍ ｐｉｈｍ ＝ ∑
Ｍ

ｍ ＝ １
ψ［ｋ］

ｊｍ ｇｉｍ， （１６）

　 　
∂ｒ＋ｓｇ
∂ｘｒ∂ｙｓ

ｉｊ

＝ ｐ［ ｒ］
ｉ ｈ［ ｓ］

ｊ ＝ ∑
Ｎ

ｌ ＝ １
ϕ［ ｒ］

ｉｌ ｐｌ∑
Ｍ

ｍ ＝ １
ψ［ ｓ］

ｊｍ ｈｍ ＝ ∑
Ｎ

ｌ ＝ １
ϕ［ ｒ］

ｉｌ ∑
Ｍ

ｍ ＝ １
ψ［ ｓ］

ｊｍ ｇｌｍ ． （１７）

式（１５）—（１７）中各阶偏导数的加权系数均可由一维函数的加权系数计算得到，因此我们只需推导一维

函数的权函数．一维函数权函数求解过程如下．将函数 ｆ（ｘ） 用节点函数值进行 Ｌａｇｒａｎｇｅ 插值来表示，即

　 　 ｆ（ｘ） ＝ ∑
Ｎ

ｊ ＝ １
ｌ ｊ（ｘ） ｆ（ｘ ｊ）， （１８）

其中， ｌ ｊ（ｘ） 为 Ｌａｇｒａｎｇｅ 插值多项式，其表达形式为

　 　 ｌ ｊ（ｘ） ＝ ∏
Ｎ

ｘ － ｘｋ

ｘ ｊ － ｘｋ
． （１９）

根据式（１８）对 ｆ（ｘ） 求一阶导数，则

　 　 ｆ ′ｉ ＝ ｆ ′（ｘｉ） ＝ ∑
Ｎ

ｊ ＝ １
ｌ′ｊ（ｘｉ） ｆ ｊ ． （２０）

将式（２０）与式（２）对比可以得到

　 　 Ａｉｊ ＝ ｌ′ｊ（ｘｉ） ． （２１）
权系数的表达式为

　 　 Ａｉｊ ＝ ｌ′ｊ（ｘｉ） ＝

∏
Ｎ

（ｘｉ － ｘｋ）

∏
Ｎ

（ｘ ｊ － ｘｋ）
，　 　 ｉ ≠ ｊ，

∑
Ｎ

１
ｘｉ － ｘｋ

，　 　 ｉ ＝ ｊ ．

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ï

（２２）

根据插值函数 ｌ ｊ（ｘ） 各阶导数的递推关系，可得到二阶以及二阶以上导数的权系数表达式：

　 　 Ｗ［ｋ］
ｉｊ ＝ ｌ［ｋ］ｊ （ｘｉ） ＝

ｋ ｌ［ｋ－１］ｉ （ｘｉ） ｌ′ｊ（ｘｉ） －
ｌ［ｋ－１］ｊ （ｘｉ）
ｘｉ － ｘ ｊ

{ } ，　 　 ｉ ≠ ｊ，

－ ∑
Ｎ
ｌ［ｋ］ｍ （ｘｉ），　 　 ｉ ＝ ｊ，

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（２３）

其中， ２ ≤ ｋ ≤ Ｎ － １，Ｗ［ｋ］
ｉｊ 为第 ｋ 阶导数的权系数．

通过权系数的表达式可知，权系数矩阵的值由节点的选择以及分布所决定，因此节点选择方法以及其分

布结果对微分求积法的稳定性和收敛性的影响较大［２４］ ．表 １ 展示了常用非均匀节点的分布公式．其中 ｘ１ ＝ ０，
ｘＮ＋１ ＝ １，ｉ ＝ ２，３，…，Ｎ， 节点总数为 Ｎ ＋ １．表 １ 中编号 ３ 为采用 Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ 多项式的根进行变形得到的节点

选取公式，用其选取节点时解决问题收敛速度相对较快，能够得到较好的结果，因此本文在采用微分求积法

求解时选用编号 ３ 的公式选取节点．
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表 １　 常用节点分布公式

Ｔａｂｌｅ １　 Ｃｏｍｍｏｎｌｙ ｕｓｅｄ ｆｏｒｍｕｌａｓ ｏｆ ｎｏｄｅ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ

ｎｕｍｂｅｒ ｆｏｒｍｕｌａ

１ ｘｉ ＝ ２
ｉ － １
Ｎ

－ １， ｘ１ ＝ － １， ｘＮ＋１ ＝ １

２ ｘｉ ＝ １
２

－ １
２

ｃｏｓ
（ ｉ － １）π

Ｎ[ ]

３ ｘｉ ＝ １
２

＋ １
２

ｃｏｓ
（Ｎ ＋ １ － ｉ）π

Ｎ[ ]

４ ｘｉ ＝ ｃｏｓ
（Ｎ ＋ １ － ｉ）π

Ｎ[ ]

５ ｘｉ ＝ － １
２

ｃｏｓ
（ ｉ － １）π

Ｎ[ ]

１．２　 控制方程以及常见边界条件

求解薄板屈曲问题需联立控制方程以及边界条件．正交各向异性薄板屈曲控制方程为［２５］

　 　 Ｄ１１
∂４ｗ
∂ｘ４

＋ ４Ｄ１６
∂４ｗ
∂ｘ３∂ｙ

＋ ２（Ｄ１２ ＋ ２Ｄ６６）
∂４ｗ

∂ｘ２∂ｙ２
＋

　 　 　 　 ４Ｄ２６
∂４ｗ
∂ｘ∂ｙ３

＋ Ｄ２２
∂４ｗ
∂ｘ４

＋ Ｎｘ
∂２ｗ
∂ｙ２

＋ Ｎｙ
∂２ｗ
∂ｙ２

＋ ２Ｎｘｙ
∂２ｗ
∂ｘ∂ｙ

＝ ０， （２４）

其中， ｗ 为中面位移函数； Ｎｘ 和 Ｎｙ 分别为层合板在 ｘ 和 ｙ 方向承受的轴向载荷； Ｎｘｙ 为层合板在 ｘＯｙ 平面内

承受的剪切载荷； Ｄｉｊ（ ｉ，ｊ ＝ １，２，６） 为层合板刚度矩阵元素．
薄板典型边界条件包括固支、简支以及弹性边界条件，其表达方式如下：
（ａ） 固支边界条件

　 　

ｗ ｘ ＝ ０，ａ
ｙ ＝ ０，ｂ

＝ ０，

∂ｗ
∂ｘ ｘ ＝ ０，ａ

＝ ０，

∂ｗ
∂ｙ ｙ ＝ ０，ｂ

＝ ０；

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ï

（２５）

（ｂ） 简支边界条件

　 　

ｗ ｘ ＝ ０，ａ
ｙ ＝ ０，ｂ

＝ ０，

Ｍｘ ｘ ＝ ０，ａ ＝ ０，
Ｍｙ ｙ ＝ ０，ｂ ＝ ０；

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（２６）

（ｃ） 弹性边界条件

　 　

ｗ ｘ ＝ ０，ａ
ｙ ＝ ０，ｂ

＝ ０，

Ｍｘ ＋ ｋ ∂ｗ
∂ｘ ｘ ＝ ０，ａ

＝ ０，

Ｍｙ ＋ ｋ ∂ｗ
∂ｙ ｙ ＝ ０，ｂ

＝ ０，

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ï

（２７）

其中， ｋ 为弹性边界刚度系数．
基于微分求积法求解控制方程．采用上文中编号 ３ 的公式选取节点，沿矩形壁板长宽两个方向各取 Ｎ 个

离散点，并通过式（２２）、（２３）求解权系数值，以此将连续高阶偏微分方程离散成为代数方程，将离散形式的

控制方程和边界条件整理成如下矩阵形式：
　 　 ＳＵ ＝ ０， （２８）

其中， Ｓ 是系数矩阵， Ｕ 是离散节点位移向量． 令上述矩阵方程的系数矩阵行列式为零， 即可确定薄板屈曲
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载荷．
式（２４）中的 Ｄｉｊ 可以通过以下公式计算得到：

　 　 Ｄｉｊ ＝ ∫ｈ ／ ２
－ｈ ／ ２

Ｑ
－ ［ｋ］
ｉｊ ｚ２ｄｚ， （２９）

其中， ｉ，ｊ ＝ １，２，６， Ｑ
－ ［ｋ］
ｉｊ 为第 ｋ 层铺层的偏轴折减刚度矩阵系数，与正轴折减刚度矩阵系数 Ｑｉｊ 的转换关系为

　 　

Ｑ
－

１１

Ｑ
－

２２

Ｑ
－

１２

Ｑ
－

６６

Ｑ
－

１６

Ｑ
－

２６

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ïï

ü

þ

ý

ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ïï

＝

ｍ４ ｎ４ ２ｍ２ｎ２ ４ｍ２ｎ２

ｎ４ ｍ４ ２ｍ２ｎ２ ４ｍ２ｎ２

ｍ２ｎ２ ｍ２ｎ２ ｍ４ ＋ ｎ４ － ４ｍ２ｎ２

ｍ２ｎ２ ｍ２ｎ２ － ２ｍ２ｎ２ （ｍ２ － ｎ２） ２

ｍ３ｎ － ｍｎ３ ｍｎ３ － ｍ３ｎ ２（ｍｎ３ － ｍ３ｎ）
ｍｎ３ － ｍ３ｎ ｍ３ｎ － ｍｎ３ ２（ｍ３ｎ － ｍｎ３）

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
úú

Ｑ１１

Ｑ２２

Ｑ１２

Ｑ６６

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

ü

þ

ý

ï
ïï

ï
ïï

， （３０）

其中， ｍ ＝ ｓｉｎ θ，ｎ ＝ ｃｏｓ θ，θ 为坐标轴 ｘ 至材料主方向 １ 轴的角度，以逆时针方向为正．
正轴折减刚度矩阵系数可以通过材料工程弹性常数表示：

　 　 Ｑ１１ ＝
Ｅ１１

１ － υ １２υ ２１
， Ｑ２２ ＝

Ｅ２２

１ － υ １２υ ２１
， Ｑ１２ ＝

υ １２Ｅ１１

１ － υ １２υ ２１

＝
υ ２１Ｅ２２

１ － υ １２υ ２１
， Ｑ６６ ＝ Ｇ１２， （３１）

其中， Ｇ１２ 是面内剪切模量， Ｅ１１，Ｅ２２ 是材料主轴方向的弹性模量， υ １２，υ ２１ 为 Ｐｏｉｓｓｏｎ 比，且 υ １２ ＝ υ ２１Ｅ１１ ／ Ｅ２２ ．
１．３　 屈曲分析算例

以正交各向异性单层方板为例，对采用微分求积法分析屈曲问题的收敛性以及准确性进行确认．单层板

属性 Ｄ２２ ＝ ４Ｄ１１，Ｄ６６ ＝ ０．８５Ｄ１１，Ｄ１２ ＝ ０．３Ｄ１１ ．单层板长宽 ａ ＝ ｂ ＝ １００ ｍｍ ．首先，以固支和简支边界下正交各向

异性单层板在单轴压载荷下的屈曲结果为例， 对微分求积法开展收敛性分析， 令单层板单边离散点数为 Ｎ ．
表 ２展示了当Ｎ取不同值时，单层板分别在固支、简支边界下的屈曲结果，均采用式（３２）进行无量纲化处理：

　 　 Ｎ
－

ｃｒ ＝
Ｎｃｒａ２

Ｄ１１π ２， （３２）

其中， Ｎｃｒ 为屈曲载荷．图 １ 展示了求解结果的收敛趋势，将不同离散点下的求解结果进行归一化处理．可见，
当离散点数 Ｎ 取 ２０ 时，求解结果均可收敛至五位有效数字．本文在后续使用微分求积法求解复合材料壁板

屈曲问题时均将离散点数 Ｎ 取 ２０，在保证求解精度的同时提高计算效率．
表 ２　 正交各向异性单层板无量纲屈曲载荷 Ｎ

－
ｃｒ 的收敛性分析

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｄｉｍｅｎｓｉｏｎｌｅｓｓ ｂｕｃｋｌｉｎｇ ｌｏａｄｓ ｏｎ ｔｈｅ ｏｒｔｈｏｔｒｏｐｉｃ ｓｉｎｇｌｅ⁃ｌａｙｅｒ ｐｌａｔｅ

Ｎ
ｄｉｍｅｎｓｉｏｎｌｅｓｓ ｂｕｃｋｌｉｎｇ ｌｏａｄ Ｎ

－
ｃｒ

ｃｌａｍｐｅｄ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｓｉｍｐｌｙ ｓｕｐｐｏｒｔｅｄ ｂｏｕｎｄａｒｙ

５ １１．１７５ ４．４７９ ２

６ １２．３２１ ４．４９８ ９

７ １２．４２８ ４．５００ ０

８ １２．４８７ ４．５００ ０

９ １２．４０３ ４．５００ ０

１０ １２．４４８ ４．５００ ０

２０ １２．４４９ ４．５００ ０

５０ １２．４４９ ４．５００ ０

　 　 定义［０，１］范围内的无量纲系数 Ｒ， 用于描述弹性边界刚度系数与板弯曲刚度的关系［２６］， η ＝ Ｎｙ ／ Ｎｘ，
板的弹性边界刚度系数可以通过式（３３）、（３４）得到．接下来通过微分求积法求解双轴压缩工况下基于弹性

边界的正交各向异性单层板的屈曲载荷，并与文献［２７］中采用积分变换法求解的结果进行对比，屈曲载荷

结果均采用式（３２）进行无量纲化处理，结果如表 ３ 所示．
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　 　 ｋｘ ＝
３Ｄ１１Ｒ

ａ（１ － Ｒ）
， （３３）

　 　 ｋｙ ＝
３Ｄ２２Ｒ

ｂ（１ － Ｒ）
． （３４）

图 １　 微分求积法的收敛性分析

Ｆｉｇ． １　 Ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｓｔｕｄｙ ｏｆ ｔｈｅ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ ｑｕａｄｒａｔｕｒｅ ｍｅｔｈｏｄ

表 ３　 弹性边界下正交各向异性单层板的无量纲屈曲载荷 Ｎ
－
ｃｒ

Ｔａｂｌｅ ３　 Ｄｉｍｅｎｓｉｏｎｌｅｓｓ ｂｕｃｋｌｉｎｇ ｌｏａｄｓ Ｎ
－
ｃｒ ｏｎ ｔｈｅ ｏｒｔｈｏｔｒｏｐｉｃ ｓｉｎｇｌｅ⁃ｌａｙｅｒ ｐｌａｔｅ ｕｎｄｅｒ ｅｌａｓｔｉｃ ｂｏｕｎｄａｒｉｅｓ

η Ｒ ｒｅｆ． ［２７］ ｐｒｅｓｅｎｔ

０．５

０．１ ６．４３６ １ ６．４３６ １

０．３ ７．５３７ ４ ７．５３７ ４

０．５ ９．０７３ ５ ９．０７３ ５

０．７ １１．１４７ １１．１４７

１

０．１ ４．８２７ １ ４．８２７ １

０．３ ５．６５４ ８ ５．６５４ ８

０．５ ６．８２０ ４ ６．８２０ ４

０．７ ８．５１１ ６ ８．５１１ ６

２

０．１ ３．２１８ １ ３．２１８ １

０．３ ３．７６９ ９ ３．７６９ ９

０．５ ４．５４８ ４ ４．５４８ ４

０．７ ５．６８８ ３ ５．６８８ ３

　 　 本文也采用微分求积法求解了弹性边界下复合材料层合板的屈曲载荷．层合板长 ａ ＝ ５００ ｍｍ，宽 ｂ ＝ ２００
ｍｍ，采用碳 ／环氧复合材料 Ｔ３００ ／ ９７６［２８］，其材料属性参数如表 ４ 所示，铺层顺序为［９０° ／ ０° ／ ４５° ／ －４５°］ ｓ，单
层板厚度为 ０．２５ ｍｍ ．

表 ４　 Ｔ３００ ／ ９７６ 的材料参数

Ｔａｂｌｅ ４　 Ｍａｔｅｒｉａｌ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ｏｆ Ｔ３００ ／ ９７６

ｍａｔｅｒｉａｌ ｐａｒａｍｅｔｅｒ Ｅ１１ ／ ＭＰａ Ｅ２２ ／ ＭＰａ Ｇ１２ ／ ＭＰａ Ｇ１３ ／ ＭＰａ Ｇ２３ ／ ＭＰａ υ １２

ｖａｌｕｅ １５６ ５００ １３ ０００ ６ ９６０ ６ ９６０ ３ ４５０ ０．２３

　 　 设置弹性边界条件时令无量纲系数 Ｒ 在（０，１）范围内取值．当 Ｒ 为 １ 时，弹性边界退化为固支边界；当 Ｒ
为 ０ 时，弹性边界则退化为简支边界．复合材料层合板的弹性边界刚度系数 ｋｘ 与 ｋｙ 分别通过式（３３）和式

（３４）得到．采用微分求积法分别求解弹性边界下复合材料层合板在单轴压、双轴压工况下屈曲载荷，通过式

（３２）进行无量纲化．由于没有可供对比的文献结果，将计算结果与有限元结果对比，如表 ５ 与表 ６ 所示．
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表 ５　 单轴压工况下复合材料层合板的无量纲屈曲载荷 Ｎ
－
ｃｒ

Ｔａｂｌｅ ５　 Ｄｉｍｅｎｓｉｏｎｌｅｓｓ ｂｕｃｋｌｉｎｇ ｌｏａｄｓ Ｎ
－
ｃｒ ｏｎ ｃｏｍｐｏｓｉｔｅ ｌａｍｉｎａｔｅｓ ｕｎｄｅｒ ｕｎｉａｘｉａｌ ｃｏｍｐｒｅｓｓｉｏｎ

Ｒ
Ｎ
－
ｃｒ

ＦＥＭ ｐｒｅｓｅｎｔ
ｅｒｒｏｒ ε ／ ％

０．０００ ０１ ２２．１１０ ２２．２８８ ０．８０

０．１ ２２．８０２ ２２．９８７ ０．８１

０．２ ２３．５９９ ２３．７９２ ０．８２

０．３ ２４．５３０ ２４．７２９ ０．８１

０．４ ２５．６３２ ２５．８３６ ０．７９

０．５ ２６．９６４ ２７．１７０ ０．７６

０．６ ２８．６１６ ２８．８２１ ０．７２

０．７ ３０．７５６ ３０．９５９ ０．６６

０．８ ３３．７４３ ３３．９４５ ０．６０

０．９ ３８．４２８ ３８．６４５ ０．５６

０．９９９ ９９ ４７．１２２ ４７．４２２ ０．６４

表 ６　 双轴压工况下复合材料层合板的无量纲屈曲载荷 Ｎ
－
ｃｒ

Ｔａｂｌｅ ６　 Ｄｉｍｅｎｓｉｏｎｌｅｓｓ ｂｕｃｋｌｉｎｇ ｌｏａｄｓ Ｎ
－
ｃｒ ｏｎ ｃｏｍｐｏｓｉｔｅ ｌａｍｉｎａｔｅｓ ｕｎｄｅｒ ｂｉａｘｉａｌ ｃｏｍｐｒｅｓｓｉｏｎ

Ｒ
Ｎ
－
ｃｒ

ＦＥＭ ｐｒｅｓｅｎｔ
ｅｒｒｏｒ ε ／ ％

０．０００ ０１ ９．９４２ ７ ９．９７０ ２ ０．２８

０．１ １０．４５７ １０．４９１ ０．３３

０．２ １１．０７１ １１．１１３ ０．３８

０．３ １１．８１６ １１．８６７ ０．４３

０．４ １２．６５０ １２．７４４ ０．７４

０．５ １３．６４２ １３．７４３ ０．７４

０．６ １４．９３２ １５．０３９ ０．７１

０．７ １６．６９０ １６．８０４ ０．６８

０．８ １９．２５９ １９．３８０ ０．６３

０．９ ２３．４０６ ２３．５３２ ０．５４

０．９９９ ９９ ３０．２９８ ３０．４２３ ０．４１

　 　 由表 ３ 可知，微分求积法所得正交各向异性单层板屈曲计算结果与文献中采用积分变换法计算的结果

高度吻合；由表 ５ 以及表 ６ 可知，微分求积法求解的层合板屈曲结果与有限元结果吻合良好，最大误差不超

过 １％，证明了微分求积法求解复合材料壁板屈曲问题的准确性．

２　 弹性边界刚度系数的计算方法

如前所述，当对实际多墙式盒段结构中单个壁板开展屈曲分析时，其边界条件是处于固支和简支之间的

一种复杂的弹性边界，如图 ２ 所示．实际工程应用中，无量纲系数 Ｒ 难以确定，使得弹性边界刚度系数的计算

缺乏有效的方法，严重制约了相关问题的求解．
２．１　 弹性边界刚度系数的计算流程

首先通过算例明确弹性边界与固支、简支边界的区别．以长 ５００ ｍｍ，宽 ２００ ｍｍ 的复合材料矩形层合板

为例， 采用碳 ／环氧复合材料 Ｔ３００ ／ ９７６， 其材料属性参数如表 ４ 所示，复合材料的铺层顺序为［９０° ／ ０° ／ ４５° ／
－４５°］ ｓ，单层板厚度为 ０．３ ｍｍ ．设置单轴压工况，载荷沿矩形壁板短边分布，计算复合材料矩形壁板在固支、
简支以及弹性边界下的屈曲载荷．设置弹性边界条件时令无量纲系数 Ｒ 分别取 ０．３，０．４，０．５，０．６ 和 ０．７，复合

材料矩形壁板的弹性边界刚度系数 ｋｘ 与 ｋｙ 分别通过式（３３）和式（３４）给出，屈曲载荷结果如表 ７ 所示．
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图 ２　 弹性边界示意图

Ｆｉｇ． ２　 Ｓｃｈｅｍａｔｉｃ ｏｆ ｅｌａｓｔｉｃ ｂｏｕｎｄａｒｉｅｓ

表 ７　 不同边界下复合材料层合板的屈曲载荷

Ｔａｂｌｅ ７　 Ｂｕｃｋｌｉｎｇ ｌｏａｄｓ ｏｎ ｃｏｍｐｏｓｉｔｅ ｌａｍｉｎａｔｅｓ ｕｎｄｅｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ

ｓｉｍｐｌｙ ｓｕｐｐｏｒｔｅｄ ｂｏｕｎｄａｒｙ
Ｎｃｒ ／ Ｎ

ｃｌａｍｐｅｄ ｂｏｕｎｄａｒｙ
Ｎｃｒ ／ Ｎ

ｅｌａｓｔｉｃ ｂｏｕｎｄａｒｙ Ｎｃｒ ／ Ｎ

Ｒ ＝ ０．３ Ｒ ＝ ０．４ Ｒ ＝ ０．５ Ｒ ＝ ０．６ Ｒ ＝ ０．７

６１．４２ １３０．６８ ７１．９６ ７６．８８ ８２．８５ ８９．９１ ９６．１２

　 　 图 ３ 给出了单轴压工况下复合材料矩形壁板在三种边界下的屈曲载荷，可见弹性边界下复合材料矩形

壁板的失稳载荷处于固支与简支边界之间，而目前工程经验采用将边界简化为固支、简支的处理办法势必造

成计算结果的误差较大．本文将弹性边界处理为简支加边界转角约束的形式，已知边界处转角 θ 与弯矩 Ｍ，
弹性边界刚度系数 ｋ 由式（３５）计算得到

　 　 ｋ ＝ Ｍ
θ

． （３５）

图 ３　 复合材料层合板屈曲载荷与边界条件的关系

Ｆｉｇ． ３　 Ｂｕｃｋｌｉｎｇ ｌｏａｄｓ ｏｎ ｃｏｍｐｏｓｉｔｅ ｌａｍｉｎａｔｅｓ ｖｓ． ｔｈｅ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ

２．２　 计算弹性边界刚度系数的单胞模型

对于较为复杂的支撑件，难以直接计算弹性边界刚度系数．因此，本文提出了一种计算弹性边界刚度系

数的思路：首先建立用于计算弹性边界刚度系数的单胞模型，对单胞模型施加单位弯矩载荷以及边界条件，
然后从有限元结果文件中提取中点转角，由式（３５）计算即可得到复合材料壁板边界的弹性边界刚度系数．

在确定了计算弹性边界的基本思路后，如何建立可准确表征弹性边界刚度系数的单胞模型变得至关重

要．在实际工程应用中，盒段结构中的复合材料壁板由长筋条和加强肋等支撑件支撑．在对单块复合材料壁

板进行屈曲分析时，支撑件对单块矩形壁板区域的屈曲载荷影响显著．因此，建立单胞模型时需要充分考虑

支撑件的影响．
如图 ４ 所示，本文提出了一种用于计算目标矩形壁板弹性边界刚度系数的单胞模型．其中，单胞长度、宽
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度与目标壁板长、宽相同，高度与筋条高度相同，单胞模型腹板两侧加强肋延伸长度 Ｌ 根据式（３６）计算得到

　 　 Ｌ ＝ ｍａｘ
Ｌ１

ｍａｘ［（６ｄ１ － ｄ２），５］
，１０

æ

è
ç

ö

ø
÷ ， （３６）

其中， Ｌ１ 为目标壁板待求边界对应边长度， ｄ１ 为壁板厚度， ｄ２ 为筋条厚度．式（３６）通过求解大量盒段结构复

合材料壁板的屈曲载荷并修正单胞模型所获得，适用于求解不同类型盒段结构复合材料壁板的弹性边界刚

度系数．单胞模型中壁板材料属性以及尺寸与复合材料壁板相同，腹板、加强肋材料属性以及尺寸与筋条相

同．当目标壁板以及支撑筋条确定后，用于计算弹性边界刚度系数的单胞模型唯一确定．

图 ４　 单胞模型

Ｆｉｇ． ４　 Ｔｈｅ ｕｎｉｔ ｃｅｌｌ ｍｏｄｅｌ

上述单胞模型与实际复合材料壁板边界构型类似．通过参数化建模建立用于求解不同边界的单胞模型；
按照上文中介绍的弹性边界刚度系数计算思路，首先，对单胞模型施加弯矩以及边界条件，如图 ５ 所示；然
后，提取单胞模型边界中点的转角；最后，通过式（３５）计算得到目标复合材料壁板的弹性边界刚度系数．

图 ５　 边界与弯矩载荷

Ｆｉｇ． ５　 Ｂｏｕｎｄａｒｉｅｓ ａｎｄ ｂｅｎｄｉｎｇ ｍｏｍｅｎｔ ｌｏａｄｓ

３　 复合材料壁板屈曲分析方法的验证

以上确定了弹性边界的计算方法以及单胞模型，接下来通过求解不同类型盒段结构复合材料壁板的屈

曲载荷以验证本文屈曲分析方法的准确性．
验证前需要注意，盒段结构中复合材料壁板内部的应力分布是非均匀的，如果等效为均匀应力场计算将

会造成较大误差．为了精准表征盒段结构中复合材料矩形壁板的应力分布，提高计算精度，需要通过有限元

获得目标壁板的单元应变信息，包括单元的坐标以及单元的应变分量．仅通过单次较小计算量的静力分析即

可为后续盒段结构中全部矩形壁板屈曲分析以及优化提供输入．在有限元中对目标壁板设置单元、节点集
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合，设置静力分析步，通过 Ｐｙｔｈｏｎ 脚本提取结果文件中的单元信息，包括单元坐标以及单元上下表面的应

变．通过式（３７）求解待求复合材料壁板的应力：
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其中， ε ０
ｘ，ε ０

ｙ，ε ０
ｘｙ 为中面应变， κ ｘ，κ ｙ，κ ｘｙ 为中面曲率、扭曲率．由于本文求解对象为对称层合板，拉伸与弯曲

之间不存在耦合关系，所以刚度阵中 Ｂ ｉｊ ＝ ０［２９］ ．图 ６ 展示了复合材料层合板单层 ｚ 坐标，拉伸刚度阵 Ａ 可以

通过式（３８）计算得到

　 　 Ａｉｊ ＝ ∑
ｎ

ｋ ＝ １
Ｑ
－ ［ｋ］
ｉｊ （ ｚｋ － ｚｋ－１）， （３８）

其中，偏轴折减刚度矩阵系数可以通过式（３０）以及式（３１）计算得到．通过有限元计算可以获得单元信息，包
括单元中心点三个方向坐标以及对应单元上下表面的应变，并根据式（３７）计算对应单元应力．根据单元坐标

以及计算得到的单元应力，可以通过函数拟合以达到准确表征不均匀应力场的目的．

图 ６　 层合板各单层 ｚ 坐标

Ｆｉｇ． ６　 Ｚ⁃ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓ ｏｆ ｅａｃｈ ｌａｙｅｒ ｏｆ ｔｈｅ ｌａｍｉｎａｔｅ

图 ７ 展示了验证本文屈曲分析方法的过程：首先，明确求解目标，多墙式盒段结构复合材料壁板被长筋

条等支撑件分隔成多个部分，其中任一部分可以等效为独立的含弹性边界的矩形壁板，此为本文的求解目

标；接下来，针对单胞模型进行参数化建模，计算盒段结构中复合材料矩形壁板的弹性边界刚度系数；然后，
从有限元结果文件中提取并计算目标壁板的单元信息，通过函数拟合的方式求得微分求积法中所选取离散

节点的应力分量；最后，通过微分求积法求解控制方程获得目标复合材料矩形壁板的屈曲载荷．由于没有可

供对比的文献结果，本文将不同工况下的计算结果与精细有限元结果进行对比，从而验证本文屈曲分析方法的

准确性．
３．１　 弯剪工况下的准确性验证

首先针对弯剪工况下的不同盒段结构开展屈曲分析．以图 ８（ａ）所示的复合材料盒段结构为例，下文简

称为模型 １，上下蒙皮被正交筋条分隔为多个矩形壁板，以单个复合材料矩形壁板作为分析对象；盒段结构

长度为 ５００ ｍｍ，宽度为 ５００ ｍｍ，高度为 １００ ｍｍ，内部结构尺寸如图 ８（ｂ）所示．盒段结构上下表面蒙皮均为

碳 ／环氧复合材料 Ｔ３００ ／ ９７６，复合材料壁板的铺层顺序为［０° ／ ９０° ／ －４５° ／ ４５°］ ｓ，单层板厚度为 ０．２５ ｍｍ； 筋

条为铝材料， 厚度为 ２ ｍｍ， 铝的弹性模量为 Ｅ ＝ ６９ ＧＰａ， Ｐｏｉｓｓｏｎ 比为 υ １２ ＝ ０．３３．单元类型为 Ｓ４Ｒ， 网格大小

为 ５ ｍｍ ．
施加载荷时，耦合整个加载面，并对耦合控制点施加 ｙ 轴正方向的单位力，设置弯剪工况，边界条件设置
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为固支边界，如图 ９（ａ）所示．采用有限元对盒段结构开展屈曲分析，结果如图 ９（ｂ）所示．通过有限元获取盒

段结构的第一阶屈曲特征值，作为微分求积法计算结果的对比基准．

图 ７　 基于弹性边界的多墙式盒段结构复合材料壁板屈曲分析流程

Ｆｉｇ． ７　 Ｐｒｏｃｅｓｓ ｏｆ ｂｕｃｋｌｉｎｇ ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｎ ｃｏｍｐｏｓｉｔｅ ｐａｎｅｌｓ ｆｏｒ ｍｕｌｔｉｗｅｂ ｂｏｘ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓ ｂａｓｅｄ ｏｎ ｅｌａｓｔｉｃ ｂｏｕｎｄａｒｉｅｓ

（ａ） 三维模型 （ｂ） 二维尺寸（单位： ｍｍ）
（ａ） Ｔｈｅ ３Ｄ ｍｏｄｅｌ （ｂ） Ｔｈｅ ２Ｄ ｄｉｍｅｎｓｉｏｎｓ （ｕｎｉｔ： ｍｍ）

图 ８　 １ 号盒段模型

Ｆｉｇ． ８　 Ｂｏｘ ｍｏｄｅｌ １

通过对复合材料盒段模型开展屈曲分析，确定发生屈曲的矩形壁板并作为待求解目标．首先，通过单胞模型

计算目标壁板的弹性边界刚度系数，作为求解程序的输入条件之一．根据盒段结构组成部件的尺寸参数可以确

定单胞模型，由于 １ 号盒段结构为对称结构，因此只需计算相邻两个边界的弹性边界刚度系数．图 １０ 展示了用

来求解复合材料矩形壁板弹性边界刚度系数的单胞模型，可以求得 ｋｘ ＝ ３ ２６１ Ｎ·ｒａｄ－１， ｋｙ ＝ ２ ０８４ Ｎ·ｒａｄ－１ ．
求解得到目标壁板四个边界的弹性边界刚度系数之后，提取并计算静力结果文件中的单元应力，代入微

分求积法中求解得到弹性边界下目标矩形壁板的屈曲载荷，以及通过微分求积法求解固支、简支边界条件下

目标矩形壁板的屈曲载荷，由于没有可供对比的文献结果，将微分求积法计算得到的弹性边界、固支以及简

支边界条件下目标矩形壁板的屈曲载荷与精细有限元计算结果进行对比，结果如表 ８ 所示．
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（ａ） 载荷和边界条件 （ｂ） 第一阶屈曲模态

（ａ） Ｔｈｅ ｌｏａｄ ａｎｄ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ （ｂ） Ｔｈｅ ｃｒｉｔｉｃａｌ ｂｕｃｋｌｉｎｇ ｍｏｄｅ
图 ９　 １ 号盒段模型

Ｆｉｇ． ９　 Ｂｏｘ ｍｏｄｅｌ １

图 １０　 求解矩形壁板弹性边界刚度系数的单胞模型

Ｆｉｇ． １０　 Ｔｈｅ ｕｎｉｔ ｃｅｌｌ ｍｏｄｅｌ ｆｏｒ ｃａｌｃｕｌａｔｉｎｇ ｔｈｅ ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓ ｏｆ
ｅｌａｓｔｉｃ ｂｏｕｎｄａｒｉｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｒｅｃｔａｎｇｕｌａｒ ｐａｎｅｌ

表 ８　 不同边界下模型 １ 壁板的屈曲载荷

Ｔａｂｌｅ ８　 Ｂｕｃｋｌｉｎｇ ｌｏａｄｓ ｏｎ ｔｈｅ ｐａｎｅｌ ｉｎ ｂｏｘ ｍｏｄｅｌ １ ｕｎｄｅｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ

　 ＦＥＭ
ｂｏｕｎｄａｒｙ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ

ｓｉｍｐｌｙ ｓｕｐｐｏｒｔｅｄ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｃｌａｍｐｅｄ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｅｌａｓｔｉｃ ｂｏｕｎｄａｒｙ
ｔｈｅ ｂｕｃｋｌｉｎｇ ｌｏａｄ Ｎｃｒ ／ Ｎ ８ ７６３ ３ ２６１ １１ ７７６ ８ ７２３

ｅｒｒｏｒ ε ／ ％ － －６２．７９ ３４．３８ －０．４６

　 　 改变盒段结构的尺寸，下文简称为模型 ２，如图 １１（ａ）所示，盒段结构长度为 １ ２００ ｍｍ，宽度为 ６００ ｍｍ，
高度为 ２００ ｍｍ，内部结构尺寸如图 １１（ｂ）所示．其中盒段结构上下表面蒙皮均为复合材料，复合材料属性和

铺层顺序与模型 １ 相同，筋条为铝材料，筋条厚度为 ２ ｍｍ ．网格类型为 Ｓ４Ｒ，网格大小为 ５ ｍｍ ．
模型 ２ 求解过程与模型 １ 相同，将微分求积法计算得到的弹性边界、固支以及简支边界条件下目标矩形

壁板的屈曲载荷与精细有限元计算结果进行对比，结果如表 ９ 所示．
表 ９　 不同边界下模型 ２ 壁板的屈曲载荷

Ｔａｂｌｅ ９　 Ｂｕｃｋｌｉｎｇ ｌｏａｄｓ ｏｎ ｔｈｅ ｐａｎｅｌ ｉｎ ｂｏｘ ｍｏｄｅｌ ２ ｕｎｄｅｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ

　 ＦＥＭ
ｂｏｕｎｄａｒｙ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ

ｓｉｍｐｌｙ ｓｕｐｐｏｒｔｅｄ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｃｌａｍｐｅｄ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｅｌａｓｔｉｃ ｂｏｕｎｄａｒｙ
ｔｈｅ ｂｕｃｋｌｉｎｇ ｌｏａｄ Ｎｃｒ ／ Ｎ ３ ８５４ １ ９７５ ４ ６８５ ３ ９５０

ｅｒｒｏｒ ε ／ ％ － －４８．７５ ２１．５５ ２．５０

　 　 改变盒段结构的尺寸，下文简称为模型 ３，如图 １２（ａ）所示，盒段结构长度为 ２ ０００ ｍｍ，宽度为 ７００ ｍｍ，
高度为 ２００ ｍｍ，内部结构尺寸如图 １２（ｂ）所示．其中盒段结构上下表面蒙皮均为复合材料，复合材料属性和
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铺层顺序与模型 １ 相同，筋条材料为铝，筋条厚度为 ２ ｍｍ ．单元类型为 Ｓ４Ｒ，网格大小为 ６ ｍｍ ．

（ａ） 三维模型 （ｂ） 二维尺寸（单位： ｍｍ）
（ａ） Ｔｈｅ ３Ｄ ｍｏｄｅｌ （ｂ） Ｔｈｅ ２Ｄ ｄｉｍｅｎｓｉｏｎｓ （ｕｎｉｔ： ｍｍ）

图 １１　 ２ 号盒段模型

Ｆｉｇ． １１　 Ｂｏｘ ｍｏｄｅｌ ２

（ａ） 三维模型 （ｂ） 二维尺寸（单位： ｍｍ）
（ａ） Ｔｈｅ ３Ｄ ｍｏｄｅｌ （ｂ） Ｔｈｅ ２Ｄ ｄｉｍｅｎｓｉｏｎｓ （ｕｎｉｔ： ｍｍ）

图 １２　 ３ 号盒段模型

Ｆｉｇ． １２　 Ｂｏｘ ｍｏｄｅｌ ３

模型 ３ 求解过程与模型 １ 相同，将微分求积法计算得到的弹性边界、固支以及简支边界条件下目标矩形

壁板的屈曲载荷与精细有限元计算结果进行对比，结果如表 １０ 所示．
表 １０　 不同边界下模型 ３ 壁板的屈曲载荷

Ｔａｂｌｅ １０　 Ｂｕｃｋｌｉｎｇ ｌｏａｄｓ ｏｎ ｔｈｅ ｐａｎｅｌ ｉｎ ｂｏｘ ｍｏｄｅｌ ３ ｕｎｄｅｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ

　 ＦＥＭ
ｂｏｕｎｄａｒｙ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ

ｓｉｍｐｌｙ ｓｕｐｐｏｒｔｅｄ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｃｌａｍｐｅｄ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｅｌａｓｔｉｃ ｂｏｕｎｄａｒｙ
ｔｈｅ ｂｕｃｋｌｉｎｇ ｌｏａｄ Ｎｃｒ ／ Ｎ １ ４７７ ７４０ １ ７２４ １ ４９２

ｅｒｒｏｒ ε ／ ％ － －４９．８７ １６．７０ １．０３

　 　 改变盒段结构的尺寸，下文简称为模型 ４，如图 １３（ ａ）所示，盒段结构长度为 ２ ５００ ｍｍ，宽度为 ２ ５００
ｍｍ，高度为 ２００ ｍｍ，内部结构尺寸如图 １３（ｂ）所示．其中盒段结构上下表面蒙皮均为复合材料，复合材料属

性和铺层顺序与模型 １ 相同，筋条为铝材料，筋条厚度为 ２ ｍｍ ．单元类型为 Ｓ４Ｒ，网格大小为 ８ ｍｍ ．
模型 ４ 求解过程与模型 １ 相同，将微分求积法计算得到的弹性边界、固支以及简支边界条件下目标矩形

壁板的屈曲载荷与精细有限元计算结果进行对比，结果如表 １１ 所示．
表 １１　 不同边界下模型 ４ 壁板的屈曲载荷

Ｔａｂｌｅ １１　 Ｂｕｃｋｌｉｎｇ ｌｏａｄｓ ｏｎ ｔｈｅ ｐａｎｅｌ ｉｎ ｂｏｘ ｍｏｄｅｌ ４ ｕｎｄｅｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ

　 ＦＥＭ
ｂｏｕｎｄａｒｙ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ

ｓｉｍｐｌｙ ｓｕｐｐｏｒｔｅｄ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｃｌａｍｐｅｄ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｅｌａｓｔｉｃ ｂｏｕｎｄａｒｙ
ｔｈｅ ｂｕｃｋｌｉｎｇ ｌｏａｄ Ｎｃｒ ／ Ｎ ２ ６６３ １ １６０ ３ ２０３ ２ ７６４

ｅｒｒｏｒ ε ／ ％ － －５６．４３ ２０．２８ ３．８２

５９１１第 ９ 期　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 赵北，等： 基于弹性边界的多墙式盒段结构复合材料壁板屈曲分析方法



（ａ） 三维模型 （ｂ） 二维尺寸（单位： ｍｍ）
（ａ） Ｔｈｅ ３Ｄ ｍｏｄｅｌ （ｂ） Ｔｈｅ ２Ｄ ｄｉｍｅｎｓｉｏｎｓ （ｕｎｉｔ： ｍｍ）

图 １３　 ４ 号盒段模型

Ｆｉｇ． １３　 Ｂｏｘ ｍｏｄｅｌ ４

　 　 弯剪工况下四种类型盒段结构的复合材料壁板在不同边界下的屈曲载荷与有限元结果的对比误差图如

图 １４ 所示．从结果可以看出，将复合材料壁板边界当作弹性边界处理，求解得到的屈曲载荷结果与精细有限

元结果吻合良好，而将实际边界当作固支或简支处理会造成较大误差．

图 １４　 弯剪工况下四种类型盒段结构复合材料壁板在不同边界条件下的屈曲载荷

Ｆｉｇ． １４　 Ｂｕｃｋｌｉｎｇ ｌｏａｄｓ ｏｎ ｃｏｍｐｏｓｉｔｅ ｐａｎｅｌｓ ｉｎ ４ ｔｙｐｅｓ ｏｆ ｂｏｘ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓ ｗｉｔｈ
ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ ｕｎｄｅｒ ｂｅｎｄｉｎｇ ａｎｄ ｓｈｅａｒｉｎｇ

３．２　 单轴压工况下的准确性验证

为了进一步验证本文屈曲分析方法的准确性，针对上文四个盒段结构复合材料壁板开展轴压工况下的

屈曲分析．复合材料盒段结构的单轴压工况设置如图 １５ 所示，耦合整个加载面到控制点，施加控制点 ｚ 轴负

方向的单位载荷，边界设置固支边界．
单轴压工况下盒段结构复合材料壁板求解过程与弯剪工况相同，采用本文求解方法分别求解单轴压工

况下四种不同尺寸盒段结构复合材料矩形壁板在弹性边界、固支以及简支边界条件下的屈曲载荷，并与有限

元结果进行对比，结果如表 １２ 所示．
单轴压工况下四种类型盒段结构的复合材料壁板在不同边界下的屈曲载荷与有限元结果的对比误差图

如图 １６ 所示．从结果可以看出，将复合材料壁板边界当作弹性边界处理，计算得到的屈曲载荷与精细有限元

结果吻合良好，而将实际边界当作固支或简支处理误差较大．证明了计算弹性边界的必要性，同时也验证了

本文屈曲分析方法的准确性．

６９１１ 应　 用　 数　 学　 和　 力　 学　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ２０２４ 年　 第 ４５ 卷



表 １２　 单轴压工况下四种盒段模型中矩形壁板在不同边界下的屈曲载荷

Ｔａｂｌｅ １２　 Ｂｕｃｋｌｉｎｇ ｌｏａｄｓ ｏｎ ｒｅｃｔａｎｇｕｌａｒ ｐａｎｅｌｓ ｉｎ ４ ｂｏｘ ｍｏｄｅｌｓ ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ ｕｎｄｅｒ ｕｎｉａｘｉａｌ ｃｏｍｐｒｅｓｓｉｏｎ

ｂｏｘ ｍｏｄｅｌｓ ＦＥＭ Ｎｃｒ ／ Ｎ
ｅｌａｓｔｉｃ ｂｏｕｎｄａｒｙ

Ｎｃｒ ／ Ｎ
ｅｒｒｏｒ ε ／ ％

ｓｉｍｐｌｙ ｓｕｐｐｏｒｔｅｄ
ｂｏｕｎｄａｒｙ Ｎｃｒ ／ Ｎ

ｅｒｒｏｒ ε ／ ％
ｃｌａｍｐｅｄ ｂｏｕｎｄａｒｙ

Ｎｃｒ ／ Ｎ
ｅｒｒｏｒ ε ／ ％

ｍｏｄｅｌ １ ５５ ５４５ ５１ ６９０ －６．９４ ２１ １６６ －６１．８９ ６７ ４７１ ２１．４７

ｍｏｄｅｌ ２ ３６ ４６０ ３５ ９８６ －１．３０ １７ ９９４ －５０．６５ ４２ ７８３ １７．３４

ｍｏｄｅｌ ３ ２４ ６６４ ２４ ３９６ －１．０９ １２ ９２９ －４７．５８ ２７ ８６１ １２．９６

ｍｏｄｅｌ ４ ６４ ４７０ ６９ ３１２ ７．５１ ３４ ５４３ －４６．４２ ８１ ９９６ ２７．１８

图 １５　 单轴压工况

Ｆｉｇ． １５　 Ｔｈｅ ｕｎｉａｘｉａｌ ｃｏｍｐｒｅｓｓｉｏｎ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ

图 １６　 单轴压工况下四种盒段结构复合材料壁板在不同边界条件下的屈曲载荷

Ｆｉｇ． １６　 Ｂｕｃｋｌｉｎｇ ｌｏａｄｓ ｏｎ ｃｏｍｐｏｓｉｔｅ ｐａｎｅｌｓ ｉｎ ４ ｂｏｘ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓ ｗｉｔｈ
ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ ｕｎｄｅｒ ｕｎｉａｘｉａｌ ｃｏｍｐｒｅｓｓｉｏｎ

４　 结　 　 论

本文针对多墙式盒段结构中复合材料壁板快速屈曲分析需求，将其等效为独立的含弹性边界的矩形壁

板，基于微分求积法发展了一种考虑弹性边界以及不均匀应力分布的矩形壁板屈曲问题快速求解方法．首先

对微分求积法开展了收敛性以及准确性分析，结果表明，微分求积法可准确求解考虑弹性边界的复合材料壁

板屈曲问题．此外，本文提出了一种弹性边界的计算方法，即通过建立单胞模型快速计算矩形壁板的弹性边

界刚度系数．然后分别基于微分求积法以及有限元计算了多种盒段结构中复合材料矩形壁板的屈曲载荷，发

７９１１第 ９ 期　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 赵北，等： 基于弹性边界的多墙式盒段结构复合材料壁板屈曲分析方法



现简化为弹性边界壁板的屈曲结果与精细有限元结果吻合良好，误差均在 １０％以内，满足工程应用要求．相
较于简化为固支或简支边界的传统方法，本文方法所得结果误差显著降低，证明了引入弹性边界的必要性，
同时验证了本文屈曲分析方法的准确性．本文方法计算效率高，有望为复杂盒段结构的高效分析和快速优化

设计提供一种有价值的理论工具．
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ｔｕｒｅｓ， ２００４， ６３（１）： １２３⁃１３７．

［１５］　 ＢＡＴＨＥ Ｋ Ｊ． Ｆｉｎｉｔｅ Ｅｌｅｍｅｎｔ Ｍｅｔｈｏｄ［Ｍ］ ． Ｗｉｌｅｙ， ２００８： １⁃１２．
［１６］　 ＷＡＮＧ Ｘ， ＨＵＡＮＧ Ｊ． Ｅｌａｓｔｏｐｌａｓｔｉｃ ｂｕｃｋｌｉｎｇ ａｎａｌｙｓｅｓ ｏｆ ｒｅｃｔａｎｇｕｌａｒ ｐｌａｔｅｓ ｕｎｄｅｒ ｂｉａｘｉａｌ ｌｏａｄｉｎｇｓ ｂｙ ｔｈｅ ｄｉｆｆｅｒ⁃

ｅｎｔｉａｌ ｑｕｄｒａｔｕｒｅ ｍｅｔｈｏｄ［Ｊ］ ． Ｔｈｉｎ⁃Ｗａｌｌｅｄ Ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓ， ２００９， ４７（１）： １４⁃２０．

８９１１ 应　 用　 数　 学　 和　 力　 学　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ２０２４ 年　 第 ４５ 卷



［１７］　 ＬＩ Ｐ， ＹＩＮＧ Ｗ． Ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ ｑｕａｄｒａｔｕｒｅ ｍｅｔｈｏｄ ｆｏｒ ｖｉｂｒａｔｉｏｎ ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ｐｒｅｓｔｒｅｓｓｅｄ ｂｅａｍｓ［ Ｊ］ ． Ｅ３Ｓ Ｗｅｂ ｏｆ
Ｃｏｎｆｅｒｅｎｃｅｓ， ２０２１， ２３７： ０３０２９．

［１８］　 ＵＤＡＹＡＫＵＭＡＲ Ｂ， ＧＯＰＡＬ Ｎ． Ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ｌａｙｅｒｅｄ ｐａｎｅｌｓ ｗｉｔｈ ｍｉｘｅｄ ｅｄｇｅ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ ｕｓｉｎｇ ｓｔａｔｅ
ｓｐａｃｅ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ ｑｕａｄｒａｔｕｒｅ ｍｅｔｈｏｄ［Ｊ］ ． Ｃｏｍｐｏｓｉｔｅ Ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓ， ２０２１， ２７４： １１４３５５．

［１９］　 ＭＯＨＡＭＭＡＤＩＭＥＨＲ Ｍ， ＭＥＨＤＩ Ｍ， ＡＦＳＨＡＲＩ Ｂ， ｅｔ ａｌ． Ｂｅｎｄｉｎｇ， ｂｕｃｋｌｉｎｇ ａｎｄ ｖｉｂｒａｔｉｏｎ ａｎａｌｙｓｅｓ ｏｆ ＭＳＧＴ ｍｉ⁃
ｃｒｏｃｏｍｐｏｓｉｔｅ ｃｉｒｃｕｌａｒ⁃ａｎｎｕｌａｒ ｓａｎｄｗｉｃｈ ｐｌａｔｅ ｕｎｄｅｒ ｈｙｄｒｏ⁃ｔｈｅｒｍｏ⁃ｍａｇｎｅｔｏ⁃ｍｅｃｈａｎｉｃａｌ ｌｏａｄｉｎｇｓ ｕｓｉｎｇ ＤＱＭ
［Ｊ］ ． Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｓｍａｒｔ ａｎｄ Ｎａｎｏ Ｍａｔｅｒｉａｌｓ， ２０１８， ９（４）： ２３３⁃２６０．

［２０］　 陈明飞， 刘坤鹏， 靳国永， 等． 面内功能梯度三角形板等几何面内振动分析［Ｊ］ ． 应用数学和力学， ２０２０， ４１（２）：
１５６⁃１７０． （ＣＨＥＮ Ｍｉｎｇｆｅｉ， ＬＩＵ Ｋｕｎｐｅｎｇ， ＪＩＮ Ｇｕｏｙｏｎｇ， ｅｔ ａｌ． Ｉｓｏｇｅｏｍｅｔｒｉｃ ｉｎ⁃ｐｌａｎｅ ｖｉｂｒａｔｉｏｎ ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ｆｕｎｃ⁃
ｔｉｏｎａｌｌｙ ｇｒａｄｅｄ ｔｒｉａｎｇｕｌａｒ ｐｌａｔｅｓ［ Ｊ］ ． Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ａｎｄ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ， ２０２０， ４１（２）： １５６⁃１７０． （ ｉｎ Ｃｈｉ⁃
ｎｅｓｅ））

［２１］　 ＬＡＵＲＡ Ｐ Ａ Ａ， ＤＵＲＡＮ Ｒ． Ａ ｎｏｔｅ ｏｎ ｆｏｒｃｅｄ ｖｉｂｒａｔｉｏｎｓ ｏｆ ａ ｃｌａｍｐｅｄ ｒｅｃｔａｎｇｕｌａｒ ｐｌａｔｅ［Ｊ］ ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｓｏｕｎｄ
ａｎｄ Ｖｉｂｒａｔｉｏｎ， １９７５， ４２（１）： １２９⁃１３５．

［２２］　 ＢＥＬＬＭＡＮ Ｒ， ＣＡＳＴＩ Ｊ． Ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ ｑｕａｄｒａｔｕｒｅ ａｎｄ ｌｏｎｇ⁃ｔｅｒｍ ｉｎｔｅｇｒａｔｉｏｎ［Ｊ］ ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ Ａｎａｌｙ⁃
ｓｉｓ ａｎｄ Ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ， １９７１， ３４（２）： ２３５⁃２３８．

［２３］　 王永亮． 微分求积法和微分求积单元法： 原理与应用［Ｄ］ ． 南京： 南京航空航天大学， ２００２．（ＷＡＮＧ Ｙｏｎｇｌｉａｎｇ．
Ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ ｑｕａｄｒａｔｕｒｅ ｍｅｔｈｏｄ ａｎｄ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ ｑｕａｄｒａｔｕｒｅ ｅｌｅｍｅｎｔ ｍｅｔｈｏｄ： ｔｈｅｏｒｙ ａｎｄ ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎ［Ｄ］ ． Ｎａｎ⁃
ｊｉｎｇ： Ｎａｎｊｉｎｇ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ ｏｆ Ａｅｒｏｎａｕｔｉｃｓ ａｎｄ Ａｓｔｒｏｎａｕｔｉｃｓ， ２００２．（ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［２４］　 张太莲． 微分求积法在一类时间分数阶微分方程中的应用［Ｄ］ ． 广州： 华南理工大学， ２０１５．（ＺＨＡＮＧ Ｔａｉｌｉａｎ．
Ｔｈｅ ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎ ａｎｄ ｇｅｎｅｒａｌｉｚａｔｉｏｎ ｏｆ ａ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ ｑｕａｄｒａｔｕｒｅ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ ｆｏｒ ｔｉｍｅ⁃ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ ｔｅｌｅｇｒａｐｈ ｅｑｕａｔｉｏｎ
［Ｄ］ ． Ｇｕａｎｇｚｈｏｕ： Ｓｏｕｔｈ Ｃｈｉｎａ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ ｏｆ Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ， ２０１５． （ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［２５］　 ＲＥＤＤＹ Ｊ Ｎ． Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ ｏｆ Ｌａｍｉｎａｔｅｄ Ｃｏｍｐｏｓｉｔｅ Ｐｌａｔｅｓ ａｎｄ Ｓｈｅｌｌｓ［Ｍ］ ． Ｂｏｃａ Ｒａｔｏｎ： ＣＲＣ Ｐｒｅｓｓ， ２００４．
［２６］　 ＺＨＡＮＧ Ｓ， ＸＵ Ｌ． Ｂｅｎｄｉｎｇ ｏｆ ｒｅｃｔａｎｇｕｌａｒ ｏｒｔｈｏｔｒｏｐｉｃ ｔｈｉｎ ｐｌａｔｅｓ ｗｉｔｈ ｒｏｔａｔｉｏｎａｌｌｙ ｒｅｓｔｒａｉｎｅｄ ｅｄｇｅｓ： ａ ｆｉｎｉｔｅ ｉｎ⁃

ｔｅｇｒａｌ ｔｒａｎｓｆｏｒｍ ｓｏｌｕｔｉｏｎ［Ｊ］ ． Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ Ｍｏｄｅｌｌｉｎｇ， ２０１７， ４６： ４８⁃６２．
［２７］　 ＺＨＡＮＧ Ｊ， ＺＨＡＯ Ｑ， ＵＬＬＡＨ Ｓ， ｅｔ ａｌ． Ａｎ ａｃｃｕｒａｔｅ ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ ｍｅｔｈｏｄ ｆｏｒ ｂｕｃｋｌｉｎｇ ｏｆ ｏｒｔｈｏｔｒｏｐｉｃ ｃｏｍｐｏｓ⁃

ｉｔｅ ｐｌａｔｅ ｗｉｔｈ ｎｏｎ⁃ｃｌａｓｓｉｃａｌ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｒｅｓｔｒａｉｎｔｓ［Ｊ］ ． Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｓｔｒｕｃｔｕｒａｌ Ｓｔａｂｉｌｉｔｙ ａｎｄ Ｄｙｎａｍ⁃
ｉｃｓ， ２０２３， ２３（７）： ２３５００８０．

［２８］ 　 鹿澳沣． 基于 Ｐｕｃｋ 准则的航空用复合材料失效分析及实验研究［Ｄ］ ． 南京： 南京航空航天大学， ２０１９．（ＬＵ
Ａｏｆｅｎｇ． Ｔｈｅ ｆａｉｌｕｒｅ ａｎａｌｙｓｉｓ ａｎｄ ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌ ｒｅｓｅａｒｃｈ ｏｆ ａｖｉａｔｉｏｎ ｃｏｍｐｏｓｉｔｅｓ ｂａｓｅｄ ｏｎ Ｐｕｃｋ ｃｒｉｔｅｒｉｏｎ［Ｄ］ ．
Ｎａｎｊｉｎｇ： Ｎａｎｊｉｎｇ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ ｏｆ Ａｅｒｏｎａｕｔｉｃｓ ａｎｄ Ａｓｔｒｏｎａｕｔｉｃｓ， ２０１９． （ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［２９］　 沈观林， 胡更开， 刘彬． 复合材料力学［Ｍ］ ． ２ 版． 北京： 清华大学出版社， ２０１３．（ＳＨＥＮ Ｇｕａｎｌｉｎ， ＨＵ Ｇｅｎｇｋａｉ，
ＬＩＵ Ｂｉｎ． Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ ｏｆ Ｃｏｍｐｏｓｉｔｅ Ｍａｔｅｒｉａｌｓ［Ｍ］ ． ２ｎｄ ｅｄ． Ｂｅｉｊｉｎｇ： Ｔｓｉｎｇｈｕａ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ Ｐｒｅｓｓ， ２０１３．（ ｉｎ Ｃｈｉ⁃
ｎｅｓｅ））

９９１１第 ９ 期　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 赵北，等： 基于弹性边界的多墙式盒段结构复合材料壁板屈曲分析方法


