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摘要：　 输液管道系统中存在液体压力脉动和管道结构的高度非线性耦合效应，在外激励作用下将产生剧烈的耦

合振动现象，严重时会导致输液管道及连接结构失效．针对输液管道流⁃固耦合振动响应解析方法缺乏，研究了基于

微分变换法（ＤＴＭ）求解含复杂支承的输液管道系统动力学特性及振动响应理论，基于 Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ⁃Ｅｕｌｅｒ 梁理论建立

了跨中含复杂弹性支承的输液直管道流⁃固耦合振动微分方程，详细推导了基于 ＤＴＭ 计算简支、含附加弹性支承输

液直管道系统固有频率、位移响应及支承约束反力的表达式，研究了输液管道内压强、流速及附加支承刚度和位置

对管道系统固有频率、支承约束反力的影响，并基于结构有限元分析方法验证了 ＤＴＭ 的计算精度．研究表明：采用

ＤＴＭ 计算含复杂支承输液管道系统流⁃固耦合振动特性及响应的精度高、适用性强，尤其在复杂边界以及跨中含有

附加支承管道系统振动响应计算方面具有明显的优势，基于 ＤＴＭ 可以便捷计算流固耦合管道系统强迫振动中的

力学响应，为管道及其连接结构的设计提供理论依据．
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０　 引　 　 言

输液管道是一种被广泛应用的工程结构，如航空航天、船舶燃油管路系统、石油运输管道以及大型机械

设备上的管道等．由于输液管道中存在液体压力脉动和管道结构耦合振动现象，这种耦合振动不仅会产生噪

声污染，还可能对管道系统安全性带来隐患．实际工程中引发管道结构耦合振动的不仅有流体流动引发的振

动，还有外激励引起的振动，如飞机、火箭发动机的激励、外环境传给管道结构的激励等［１⁃５］ ．诸多因素的复杂

耦合叠加会造成输液管道系统发生剧烈耦合振动现象，严重时甚至会导致输液管道系统破坏或失效而引发

灾难事故．工程中输液管道系统的破坏或损伤很大一部分是从连接或支承（卡箍、固定夹）地方开始，其主要

原因是在管道系统耦合振动过程中，部分连接结构因承受了过大载荷而产生了过度变形，从而导致连接结构

松动或断裂．输液管道系统卡箍松动或断裂将导致管道约束失效，在约束不足的情况下，耦合振动将更加剧

烈，从而导致其他约束（支承或连接件）也逐渐失效，甚至可能引发管道破裂或功能性丧失．因此研究输液管

道内流体流速、压强、外激励等多种因素耦合作用下管道系统振动响应状态，特别是连接结构承载情况，对指

导管道系统及支承结构的设计具有重要意义．
目前，针对输液管道系统流⁃固耦合振动响应已有大量的研究成果陆续发表．包日东等［６］ 利用微分求积

法求解了具有弹性支承的输液管道的振动问题，分析了弹性支承刚度对输液管道结构稳定性的影响．毛晓晔

等［７］采用 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 截断方法研究了超临界流速输液管在 ３ ∶ １ 内共振条件下的稳态幅频响应．Ｌｉ 等［８］利用传

递矩阵法求解了输液管道结构固有频率和动力响应，并分析了支座和管道内流动工况对输液管道结构固有

频率和动力响应的影响规律．赵千里［９］利用 Ｇｒｅｅｎ 函数法对输液管路强迫振动问题进行了求解，分析了不同

约束刚度对管道结构固有频率及响应的影响．Ｓａｚｅｓｈ 等［１０］ 基于 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 方法对管道结构横向运动方程离散

化，并采用随机分析方法对分布随机激励下的悬臂输送流体管道振动响应进行了分析．袁嘉瑞等［１１］ 采用广

义 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 原理，导出了考虑流体影响的微曲管道横向振动的控制方程，研究了微曲输流管道振动固有频

率的计算．孙诣博等［１２］采用了路径积分法研究了输液管道随机动态响应．颜雄等［１３］ 采用复模态法研究了非

对称弹性支承下输液管道系统固有特性．上述研究较多集中在输液管道结构本身的固有特性及动力响应分

析方面，在实际工程实践中遇到的各种振动问题，例如在飞机管道系统中经常出现的卡箍疲劳断裂问题等，
许多情况下，管道结构没有发生共振现象，但仍然出现破坏或损伤，其主要原因是管道系统振动过程中支承

或连接构件上承受的约束反力过大．目前已有部分科研工作开始关注该方面问题的研究，并已有一定数量的

研究成果发表．熊宇等［１４］研究并设计了一种新型液压管道抗振支承来满足特定管道系统的减振需求，同时

也避免了支承在管道系统振动过程中承受过大载荷．王晶等［１５］采用有限元方法（ＦＥＭ）研究了卡箍对液压管

道动态应力的影响．李枫等［１６］提出了一种航空液压管道卡箍等效刚度的方法，并基于试验验证了卡箍刚度

等效的精度．
实际工程中，针对管道及其连接结构的设计仍多是依据经验公式或基本设计规范，并采用 ＦＥＭ 对管道

系统设计方案进行强度验证，考虑流⁃固耦合效应影响的设计依据缺乏，一般采用对管道及其卡箍预留较大

的强度安全裕度方法解决．本研究将探索输液管道流⁃固耦合振动响应计算新途径，支撑管道系统初始设计
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过程中卡箍的设计．研究内容将着重从输液管道流⁃固耦合效应下振动微分方程数学解法方面开展，建立了

输液直管道系统固有频率、位移响应、支承约束反力计算方法，研究了输液管道内流速和内压强对管道系统

固有频率和振动响应的影响，并基于 ＦＥＭ 对计算结果进行了验证．

１　 微分变换法求解非线性微分方程原理

微分变换法（ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ ｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎ ｍｅｔｈｏｄ，ＤＴＭ）最初由赵家奎［１７］提出，主要用于含初值的高阶非线

性微分方程的求解问题．基于 Ｔａｙｌｏｒ 级数展开，ＤＴＭ 可以准确高效地求解非线性微分方程．目前，许多学者根

据各类型初值条件对 ＤＴＭ 进行了改造，并成功应用于各学科非线性的问题求解．例如，林彬等［１８］ 利用 ＤＴＭ
完成了对生物学方面非线性微分方程的求解．Ｔｉａｎ 等［１９］ 将 ＤＴＭ 改造并成功应用于复杂边界及多支承梁结

构振动响应计算及优化设计问题，采用理论方法验证了计算精度及可靠性．
采用 ＤＴＭ 可以便捷地将一般的微分方程转化为代数方程，通过把初值（或边界条件）代入方程并求解

可以获得一个封闭的级数解，其基本思想如下：
设解析函数 ｗ（ｘ） 的第 ｋ 阶微分变换定义为

　 　 Ｗ（ｋ） ＝ １
ｋ！

ｄｋｗ（ｘ）
ｄｘｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ， （１）

式中， ｄｋｗ（ｘ）
ｄｘｋ 表示对函数 ｗ（ｘ） 求 ｋ 阶导，Ｗ（ｋ） 为 ｋ 阶导数表达式．

则 ｗ（ｘ） 可以表示为

　 　 ｗ（ｘ） ＝ ∑
∞

ｋ ＝ ０
（ｘ － ｘ０） ｋＷ（ｋ） ． （２）

当截取项数 Ｎ 足够大时， ｗ（ｘ） ＝ ∑∞

ｋ ＝ Ｎ
（ｘ － ｘ０） ｋＷ（ｋ） 的值非常小，其影响可以忽略．

因此，解析函数 ｗ（ｘ） 可以写成

　 　 ｗ（ｘ） ＝ ∑
Ｎ

ｋ ＝ ０
（ｘ － ｘ０） ｋＷ（ｋ） ． （３）

实际应用中 Ｎ 的取值由精度 ε 确定．
表 １ 列出了 ＤＴＭ 中常用的一些基本数学运算［１９］ ．

表 １　 ＤＴＭ 中基本数学运算［１９］

Ｔａｂｌｅ １　 Ｂａｓｉｃ ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ ｏｐｅｒａｔｉｏｎｓ ｉｎ ｔｈｅ ＤＴＭ［１９］

ｏｒｉｇｉｎａｌ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｃｏｎｖｅｒｓｉｏｎ ｆｕｎｃｔｉｏｎ

ｗ（ｘ） ＝ ｙ（ｘ） ± ｚ（ｘ） Ｗ（ｋ） ＝ Ｙ（ｋ） ± Ｚ（ｋ）

ｗ（ｘ） ＝ Ａｙ（ｘ） Ｗ（ｋ） ＝ ＡＹ（ｋ）

ｗ（ｘ） ＝ ｄｙ（ｘ）
ｄｘ

Ｗ（ｋ） ＝ （ｋ ＋ １）Ｙ（ｋ ＋ １）

ｗ（ｘ） ＝ ｄｎｙ（ｘ）
ｄｘｎ

Ｗ（ｋ） ＝ （ｋ ＋ １）（ｋ ＋ ２）…（ｋ ＋ ｎ）Ｙ（ｋ ＋ ｎ）

ｗ（ｘ） ＝ ｙ（ｘ） ｚ（ｘ） Ｗ（ｋ） ＝ ∑
ｋ

ｌ ＝ ０
Ｙ（ ｌ）Ｚ（ｋ － ｌ）

ｗ（ｘ） ＝ ｘｍ Ｗ（ｋ） ＝ δ（ｋ － ｍ） ＝
１，　 　 ｋ ＝ ｍ
０，　 　 ｋ ≠ ｍ{

２　 基于 ＤＴＭ 输液直管道系统固有频率和耦合振动响应计算方法

２．１　 典型输液管道系统固有频率及耦合振动响应计算方法

流固耦合管道系统的弯曲振动微分方程也是基于 Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ⁃Ｅｕｌｅｒ 梁模型建立的，与梁结构不同的是需

要考虑管内流体流速 Ｖｆ 及压强 Ｐ 的影响．本文以简支输液管道系统为例进行推导，其模型如图 １ 所示．
图 １ 中， Ｌ为管道长度，ｍｐ 为单位长度管道质量，ｍｆ 为单位长度流体质量，Ｅ为弹性模量，Ｉ为管道截面惯
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性矩，Ｐ 为流体产生的压强，Ａｆ 为流体截面积，Ｖｆ 为流体流速，ａ（ ｔ） ＝ ａ０ｅｊωｆ ｔ 为基础加速度激励，ａ０ 为激励幅

值，ｊ 为虚数单位，ωｆ 为外激励频率，ｔ 为时间，ｃ 为结构阻尼系数．

图 １　 简支输液管道系统简化模型

Ｆｉｇ． １　 Ｔｈｅ ｓｉｍｐｌｉｆｉｅｄ ｍｏｄｅｌ ｆｏｒ ｔｈｅ ｓｉｍｐｌｅ ｓｕｐｐｏｒｔ ｉｎｆｕｓｉｏｎ ｐｉｐｅｌｉｎｅ ｓｙｓｔｅｍ

输液管道在基础加速度激励下的横向振动微分方程［２０⁃２１］可表示为

　 　 ＥＩ
∂４ｗｒ（ｘ，ｔ）

∂ｘ４
＋ （ｍｆＶ２

ｆ ＋ ＰＡｆ）
∂２ｗｒ（ｘ，ｔ）

∂ｘ２
＋ ２ｍｆＶｆ

∂２ｗｒ（ｘ，ｔ）
∂ｘ∂ｔ

＋

　 　 　 　 （ｍｆ ＋ ｍｐ）
∂２ｗ（ｘ，ｔ）

∂ｔ２
＋ ｃ

∂ｗｒ（ｘ，ｔ）
∂ｔ

＝ ０， （４）

式中，第一项为结构惯性力，第二项为流体离心力和压力影响项（等效轴力），第三项为流体流动产生的陀螺

阻尼力，第四项为结构弹性恢复力，第五项为结构阻尼力．
式（４） 中， ｗ（ｘ，ｔ） 为绝对位移， ｗｒ（ｘ，ｔ） 为管道相对基础位移，假设基础位移为 ｗｇ（ ｔ），由于输液管道位

于相同基础上，故基础位移仅与时间相关，则有

　 　 ｗ（ｘ，ｔ） ＝ ｗｒ（ｘ，ｔ） ＋ ｗｇ（ ｔ） ． （５）
将式（５）代入式（４），则有

　 　 ＥＩ
∂４ｗｒ（ｘ，ｔ）

∂ｘ４
＋ （ｍｆＶ２

ｆ ＋ ＰＡｆ）
∂２ｗｒ（ｘ，ｔ）

∂ｘ２
＋ ２ｍｆＶｆ

∂２ｗｒ（ｘ，ｔ）
∂ｘ∂ｔ

＋

　 　 　 　 （ｍｆ ＋ ｍｐ）
∂２ｗｒ（ｘ，ｔ）

∂ｔ２
＋ ｃ

∂ｗｒ（ｘ，ｔ）
∂ｔ

＝ － （ｍｆ ＋ ｍｐ） ｗ̈ｇ（ ｔ）， （６）

式中， ｗ̈ｇ（ ｔ） 即是基础加速激励 ａ（ ｔ）， 则式（６）可写成如下形式：

　 　 ＥＩ
∂４ｗｒ（ｘ，ｔ）

∂ｘ４
＋ （ｍｆＶ２

ｆ ＋ ＰＡｆ）
∂２ｗｒ（ｘ，ｔ）

∂ｘ２
＋ ２ｍｆＶｆ

∂２ｗｒ（ｘ，ｔ）
∂ｘ∂ｔ

＋

　 　 　 　 （ｍｆ ＋ ｍｐ）
∂２ｗｒ（ｘ，ｔ）

∂ｔ２
＋ ｃ

∂ｗｒ（ｘ，ｔ）
∂ｔ

＝ － （ｍｆ ＋ ｍｐ）ａ（ ｔ） ． （７）

为了便于推导，需要对式（７）进行无量纲化处理，各项相应按下式处理：

　 　
η ＝

ｗｒ

Ｌ
， ξ ＝ ｘ

Ｌ
， β ＝

ｍｆ

ｍｆ ＋ ｍｐ
， ｖ ＝ ＶｆＬ

ｍｆ

ＥＩ
æ

è
ç

ö

ø
÷

１ ／ ２

， λ ｆ ＝ ωｆＬ２ ｍｆ ＋ ｍｐ

ＥＩ
æ

è
ç

ö

ø
÷

１ ／ ２

，

Ａ ＝
（ｍｆ ＋ ｍｐ）ａ０Ｌ３

ＥＩ
， ｐ ＝

ＰＡｆＬ２

ＥＩ
， τ ＝ ｔ

Ｌ２

ＥＩ
ｍｆ ＋ ｍｐ

æ

è
ç

ö

ø
÷

１ ／ ２

， Ｃ ＝ ｃＬ２ １
（ｍｆ ＋ ｍｐ）ＥＩ

æ

è
ç

ö

ø
÷

１ ／ ２

．

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（８）

将式（８）代入式（７）得

　 　 ∂４η
∂ξ４

＋ （ｖ２ ＋ ｐ） ∂２η
∂ξ２

＋ ２ｖ β ∂２η
∂ξ∂τ

＋ ∂２η
∂τ２

＋ Ｃ ∂η
∂τ

＋ Ａｅｊλｆ τ ＝ ０． （９）

设 η（ξ，τ） ＝ ｗ－ （ξ）ｅｊλｆ τ， 代入上式得

　 　 ∂４ｗ－ （ξ）
∂ξ４

＋ （ｖ２ ＋ ｐ） ∂２ｗ－ （ξ）
∂ξ２

＋ ２ｊλ ｆｖ β ∂ｗ－ （ξ）
∂ξ

－ λ２
ｆ ｗ
－ （ξ） ＋ ｊＣλ ｆｗ

－ （ξ） ＋ Ａ ＝ ０． （１０）

按式（１）对 ｗ－ （ξ） 微分变换，令 Ｗ（ｋ） ＝ １
ｋ！

ｄｋｗ－ （ξ）
ｄξｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷

ξ ＝ ξ０

， 代入上式得

　 　 ２４Ｗ（４） ＋ ２（ｖ２ ＋ ｐ）Ｗ（２） ＋ ２ｊλ ｆｖ βＷ（１） ＋ （ｊＣλ ｆ － λ２
ｆ ）Ｗ（０） ＋ Ａ ＝ ０， （１１）
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即

　 　 Ｗ（４） ＝ －
２（ｖ２ ＋ ｐ）Ｗ（２） ＋ ２ｊλ ｆｖ βＷ（１） ＋ （ｊＣλ ｆ － λ２

ｆ ）Ｗ（０） ＋ Ａ
２４

． （１２）

式（１０）两边继续对 ξ 求导，按式（１）进行微分变换后可推得 Ｗ（ｋ ＋ ５），ｋ ≥ ０ 时的表达式为

　 　 Ｗ（ｋ ＋ ５） ＝ － （ｋ ＋ ３）（ｖ２ ＋ ｐ）Ｗ（ｋ ＋ ３）
（ｋ ＋ ４）（ｋ ＋ ５）

－

　 　 　 　
２（ｋ ＋ ２）ｊλ ｆｖ βＷ（ｋ ＋ ２） ＋ （ｊＣλ ｆ － λ２

ｆ ）Ｗ（ｋ ＋ １）
（ｋ ＋ ２）（ｋ ＋ ３）（ｋ ＋ ４）（ｋ ＋ ５）

． （１３）

由式（１２）和（１３）可知，当 ｎ ≥ ４ 时，Ｗ（ｎ） 都可以用 Ｗ（０），…，Ｗ（３） 的线性组合形式表示．表 ２ 分别给

出了四种梁的边界在 ＤＴＭ 中的转换条件．
表 ２　 ＤＴＭ 中典型边界条件的转换［２０］

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｔｙｐｉｃａｌ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ ａｎｄ ｔｒａｎｓｉｔｉｏｎ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ ｉｎ ＤＴＭ［２０］

ｂｏｕｎｄａｒｙ ｔｙｐｅ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ ｃｏｎｖｅｒｓｉｏｎ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ

η（０） ＝ η″（０） ＝ ０
η（１） ＝ η″（１） ＝ ０

Ｗ（０） ＝ Ｗ（２） ＝ ０

∑
Ｎ

ｋ ＝ ０
Ｗ（ｋ） ＝ ∑

Ｎ

ｋ ＝ ０
ｋ（ｋ － １）Ｗ（ｋ） ＝ ０

η（０） ＝ η′（０） ＝ ０
η″（１） ＝ η‴（１） ＝ ０

Ｗ（０） ＝ Ｗ（１） ＝ ０

∑
Ｎ

ｋ ＝ ０
ｋ（ｋ － １）Ｗ（ｋ） ＝ ∑

Ｎ

ｋ ＝ ０
ｋ（ｋ － １）（ｋ － ２）Ｗ（ｋ） ＝ ０

η（０） ＝ η′（０） ＝ ０
η（１） ＝ η″（１） ＝ ＝ ０

Ｗ（０） ＝ Ｗ（１） ＝ ０

∑
Ｎ

ｋ ＝ ０
Ｗ（ｋ） ＝ ∑

Ｎ

ｋ ＝ ０
ｋ（ｋ － １）Ｗ（ｋ） ＝ ０

η（０） ＝ η′（０） ＝ ０
η（１） ＝ η′（１） ＝ ０

Ｗ（０） ＝ Ｗ（１） ＝ ０

∑
Ｎ

ｋ ＝ ０
Ｗ（ｋ） ＝ ∑

Ｎ

ｋ ＝ ０
ｋＷ（ｋ） ＝ ０

　 　 以简支输液管道系统为例进行推导，并设 Ｗ（１） ＝ Ｃ１，Ｗ（３） ＝ Ｃ２， 将表 ２ 中简支边界条件的 ＤＴＭ 转换条

件 Ｗ（０） ＝ Ｗ（２） ＝ ０ 代入式（１２）、（１３），由简支边界转换条件中两个级数等式条件

　 　
∑
Ｎ

ｋ ＝ ０
Ｗ（ｋ） ＝ ０，

∑
Ｎ

ｋ ＝ ０
ｋ（ｋ － １）Ｗ（ｋ） ＝ ０

ì

î

í

ï
ï

ïï

可得如下形式的线性方程：
　 　 Ｂ２×２Ｃ ＝ ａ， （１４）

即

　 　 Ｃ ＝ Ｂ －１
２×２ａ， （１５）

式中，各矩阵可表示为

　 　 Ｂ２×２ ＝
ｂ１１ ｂ１２

ｂ２１ ｂ２２

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
， ａ ＝ ［ａ１ 　 ａ２］ Ｔ， Ｃ ＝ ［Ｃ１ 　 Ｃ２］ Ｔ，

其中， Ｂ２×２ 为关于无量纲化外激励频率 λ ｆ、 流速 ｖ和管道内压强 ｐ 的函数矩阵； ａ 为关于外激励幅值的向量

矩阵．
因此，针对任意确定工况，即外激励 λ ｆ、管内流速 ｖ 和压强 ｐ 给定时，即可按式（１４）计算 Ｃ ．当求得两个

未知量 Ｃ１，Ｃ２ 后，即可得到所有高阶 Ｗ（ｎ），ｎ ≥ ４．
１） 输液管道系统固有频率计算方法

固有频率的计算是在不考虑外激励和阻尼的条件下，即方程右端项为零，然后由齐次线性方程组有非零

解的条件求解，即
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　 　 Ｂ２×２ ＝ ０． （１６）
当给定管内流速 ｖ 和压强 ｐ 时，由式（１６）即可计算出各工况下输液管道系统的固有频率．
２） 简谐外激励作用下位移响应计算方法

输液管道无量纲化相对位移响应表达式为

　 　 η（ξ，τ） ＝ ｗ－ （ξ）ｅｊλ ｆ τ ＝ ∑
∞

ｋ ＝ ０
ξ ｋＷ（ｋ）·ｅｊλ ｆ τ， （１７）

上式乘以 Ｌ 即可得有量纲的位移响应．
３） 简谐外激励作用下支承约束反力计算方法

输液管道左侧简支端无量纲化约束反力表达式为

　 　 Ｒ ＝ ∂３η（ξ，τ）
∂ξ ３

ξ ＝ ０

＝ ３！·Ｗ（３）·ｅｊλ ｆ τ ． （１８）

由式（１）可知

　 　
∂３ｗ－ （ξ）

∂ξ ３
ξ ＝ ０

＝ ３！Ｗ（３） ＝ ６Ｃ２， （１９）

因此，左侧简支端无量纲化约束反力可表示为

　 　 Ｒ ＝ ６Ｃ２ｅｊλ ｆ τ ． （２０）
右侧简支端约束反力的大小与左侧相等，且有量纲的支承约束反力可在计算出无量纲化约束反力后乘

以 ＥＩ ／ Ｌ２， 即

　 　 Ｒ ｌ ＝ Ｒｒ ＝
ＥＩ
Ｌ２ Ｒ ． （２１）

在计算简支端约束反力时，通常不直接对位移响应表达式（１７）求三阶导数，因为微分转换是在左侧简

支端进行的，因此当计算出 Ｃ 时，位移相应表达式在端点处的三阶导数值已经间接计算出来了，见式（１）．而
且由于位移响应表达式是近似结果，对其求三阶导数还会导致误差放大，影响计算精度．

输液管道位移表达式（１７）、简支端约束反力表达式（２１）在实际应用中无法直接求得无穷项，因此也需

要进行必要的截断，其截取项数 Ｎ 可由下式判断：

　 　
ＲＮ － ＲＮ－１

ＲＮ－１

≤ ε ． （２２）

由上式即可确定实际应用中需要的截取项数 Ｎ ．
２．２　 含单个附加弹性支承输液管道系统固有频率及耦合振动响应计算方法

以简支输液管道跨中附加单个弹性支承情况为例来进行推导，输液管道系统简化模型如图 ２ 所示．其中

ｋ 为附加支持弹簧刚度，ｓ 为附加支承位置距左端距离．

图 ２　 附加单个弹性支承简支输液管道系统简化模型

Ｆｉｇ． ２　 Ａ ｓｉｍｐｌｅ ｓｕｐｐｏｒｔ ｉｎｆｕｓｉｏｎ ｐｉｐｅｌｉｎｅ ｓｙｓｔｅｍ ｍｏｄｅｌ ｗｉｔｈ ａｎ ａｄｄｉｔｉｏｎａｌ ｅｌａｓｔｉｃ ｓｕｐｐｏｒｔ

跨中含附加单个弹性支承输液管道振动微分方程（无量纲化）可表示为

　 　 ∂４η
∂ξ ４

＋ （ｖ２ ＋ ｐ） ∂２η
∂ξ ２

＋ ２ｖ β ∂２η
∂ξ∂τ

＋ ∂２η
∂τ ２

＋ Ｃ ∂η
∂τ

＋ Ａｅｊλ ｆ τ ＝ ０，　 　 ξ ≠ ｂ， （２３）
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式中， ｂ ＝ ｓ ／ Ｌ，ｓ 为附加支承位置．
由式（２３）可知，由于附加支承影响，该输液管道模型位移响应表达式需按分段函数表达，故其无量纲化

受迫振动微分方程为

　 　 η（ξ，τ） ＝ ｗ－ （ξ）ｅｊλ ｆ τ ＝
ｗ－ １（ξ）ｅｊλ ｆ τ，　 　 ０ ≤ ξ ＜ ｂ，

ｗ－ ２（ξ）ｅｊλ ｆ τ，　 　 ｂ ≤ ξ ≤ １ ．{ （２４）

将 η（ξ，τ） ＝ ｗ－ （ξ）ｅｊλ ｆ τ， 代入式（２４），并进行微分转换，可得

　 　 ２４Ｗ（４） ＋ ２（ｖ２ ＋ ｐ）Ｗ（２） ＋ ２ｊλ ｆｖ β Ｗ（１） ＋ （ｊＣλ ｆ － λ ２
ｆ ）Ｗ（０） ＋ Ａ ＝ ０，　 　 ξ ≠ ｂ， （２５）

由上式即可得到 Ｗ（４） 的表达式，式（２３）继续对 ξ 求导可得到高阶项 Ｗ（ｋ ＋ ５），ｋ ≥ ４， 同式（１３）．
由式（２４）可知，位移响应表达式为分段函数，因此需要在两段分别选取一点进行 ＤＴＭ，为了计算简便，

式（２５）可以在简支梁两端点 ξ ０ ＝ ０和 ξ ０ ＝ １ 处分别进行微分转换．同 ２．１ 小节，当 ｎ≥４时，左侧Ｗ１（ｎ） 和右

侧 Ｗ２（ｎ） 仍可分别用 Ｗ１（０）， …， Ｗ１（３） 和 Ｗ２（０）， …， Ｗ２（３） 的线性组合表示．
由表 ２ 中简支边界转换条件可知：
左侧已知条件

　 　
η １（０） ＝ ０，
η １″（０） ＝ ０，{ ⇌

Ｗ１（０） ＝ ０，
Ｗ１（２） ＝ ０；{ （２６）

右侧已知条件

　 　
η ２（０） ＝ ０，
η ２″（０） ＝ ０，{ ⇌

Ｗ２（０） ＝ ０，
Ｗ２（２） ＝ ０ ．{ （２７）

因此，左侧待求解未知量为 Ｗ１（１），Ｗ１（３），右侧待求解未知量为 Ｗ２（１），Ｗ２（３），不妨设 Ｗ１（１） ＝ Ｃ１，
Ｗ１（３） ＝ Ｃ２，Ｗ２（１） ＝ Ｃ３，Ｗ２（３） ＝ Ｃ４ ．

上述未知量求解需要联合支承处的位移、转角、弯矩连续性，以及剪力平衡条件：

　 　

η（ｂ －，τ） ＝ η（ｂ ＋，τ），
η′（ｂ －，τ） ＝ η′（ｂ ＋，τ），
η″（ｂ －，τ） ＝ η″（ｂ ＋，τ），
η‴（ｂ －，τ） － γη（ｂ －，τ） ＝ η‴（ｂ ＋，τ），

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

⇒

ｗ－ １（ｂ） ＝ ｗ－ ２（ｂ），

ｗ－ ′１（ｂ） ＝ ｗ－ ′２（ｂ），

ｗ－ ″１（ｂ） ＝ ｗ－ ″２（ｂ），

ｗ－‴１（ｂ） － γｗ－ １（ｂ） ＝ ｗ－‴２（ｂ），

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

（２８）

式中， γ ＝ ｋＬ３ ／ （ＥＩ） 为无量纲化弹簧刚度．
式（２４）还可以表示为

　 　 η（ξ，τ） ＝ ｗ－ （ξ）ｅｊλ ｆ τ ＝
∑
∞

ｋ ＝ ０
ξ ｋＷ１（ｋ）·ｅｊλ ｆ τ，　 　 　 　 　 ０ ≤ ξ ＜ ｂ，

∑
∞

ｋ ＝ ０
（ξ － １） ｋＷ２（ｋ）·ｅｊλ ｆ τ， ｂ ≤ ξ ≤ １ ．

ì

î

í

ï
ï

ïï

（２９）

将式（２９）代入式（２８）中，得

　 　

∑
∞

ｋ ＝ ０
ｂｋＷ１（ｋ） ＝ ∑

∞

ｋ ＝ ０
（ｂ － １） ｋＷ２（ｋ），

∑
∞

ｋ ＝ ０
ｋｂｋ－１Ｗ１（ｋ） ＝ ∑

∞

ｋ ＝ ０
ｋ （ｂ － １） ｋ－１Ｗ２（ｋ），

∑
∞

ｋ ＝ ０
ｋ（ｋ － １）ｂｋ－２Ｗ１（ｋ） ＝ ∑

∞

ｋ ＝ ０
ｋ（ｋ － １） （ｂ － １） ｋ－２Ｗ２（ｋ），

∑
∞

ｋ ＝ ０
ｋ（ｋ － １）（ｋ － ２）ｂｋ－３Ｗ１（ｋ） － γ∑

∞

ｋ ＝ ０
ｂｋＷ１（ｋ） ＝ ∑

∞

ｋ ＝ ０
ｋ（ｋ － １）（ｋ － ２） （ｂ － １） ｋ－３Ｗ２（ｋ） ．

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï

（３０）

由式（３０）即可得到如下形式的非齐次线性方程组：
　 　 Ｂ４×４Ｃ ＝ ａ， （３１）

即
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　 　 Ｃ ＝ Ｂ －１
４×４ａ ． （３２）

式（３１）、（３２）中各矩阵可表示为如下形式：

　 　 Ｂ ＝
ｂ１１ … ｂ１４

︙ ︙
ｂ４１ … ｂ４４

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

， Ｃ ＝ ［Ｃ１ 　 Ｃ２ 　 Ｃ３ 　 Ｃ４］ Ｔ， ａ ＝ ［ａ１ 　 ａ２ 　 ａ３ 　 ａ４］ Ｔ，

其中， Ｂ４×４ 为关于无量纲化外激励频率 λ ｆ、流速 ｖ和管道内压强 ｐ 以及附加支承位置 ｂ 和支承刚度 γ 的函数

矩阵；ａ 为关于外激励幅值的向量．
针对任意确定工况，即外激励 λ ｆ、管内流速 ｖ 和压强 ｐ、附加支承位置 ｂ 和支承刚度 γ 给定时，即可按式

（３２） 计算 Ｃ ．当 ４ 个未知量 Ｃ１，Ｃ２，Ｃ３，Ｃ４ 求得后，即可得到所有高阶 Ｗ（ｎ），ｎ ≥ ４．
含附加弹性支承的输液管道系统固有频率计算方法同 ２．１ 小节中简支输液管道，两侧简支端无量纲的

约束反力可分别表示为

　 　 Ｒ１ ＝ ∂３η（ξ，τ）
∂ξ ３

ξ ＝ ０

＝ ３！·Ｗ１（３）·ｅｊλ ｆ τ ＝ ６Ｃ２ｅｊλ ｆ τ， （３３）

　 　 Ｒ２ ＝ ∂３η（ξ，τ）
∂ξ ３

ξ ＝ １

＝ ３！·Ｗ２（３）·ｅｊλ ｆ τ ＝ ６Ｃ４ｅｊλ ｆ τ ． （３４）

附加支承无量纲的约束反力为

　 　 Ｒγ ＝ － γη（ξ，τ） ξ ＝ ｂ ＝ － γ∑
∞

ｋ ＝ ０
ξ ｋＷ１（ｋ）·ｅｊλ ｆ τ

ξ ＝ ｂ
＝ － γ∑

∞

ｋ ＝ ０
ｂｋＷ１（ｋ）·ｅｊλ ｆ τ ． （３５）

在式（３３）—（３５）的基础上乘以 ＥＩ ／ Ｌ２， 即可得到有量纲的约束反力表达式．
对于输液管道跨中含有多 （Ｍ） 个附加支承的情况，需要将其位移响应表达式分为Ｍ ＋ １ 段的分段函数，

在固定端对位移响应表达式进行微分变换，并依次在支承点处运用变形和内力的协调性条件构建如式（３１）
的方程组，从而实现对未知高阶微分变换项进行求解．

３　 输液管道系统固有频率和耦合振动响应计算应用算例

３．１　 简支输液管道系统验证算例

以图 １ 所示的简支输液管道系统为例，假设为硬铝制作的圆形截面管道，其具体参数如下：管道跨度 Ｌ ＝
１．０ ｍ，外直径 Ｄ ＝ ０．０４４ ｍ，管道壁厚 ｈ ＝ ３ ｍｍ；硬铝的弹性模量 Ｅ ＝ ６８．６ ＧＰａ，密度 ρ ｐ ＝ ２ ８００ ｋｇ ／ ｍ３，管道液

体密度 ρ ｆ ＝ １ ０００ ｋｇ ／ ｍ３；结构阻尼系数 ｃ ＝ ０．０５， 激励为基础加速激励 ａ（ ｔ） ＝ ａ０ｅｊω ｆｔ， 其中 ａ０ ＝ ９．８ ｍ ／ ｓ２ ．在计

算时，ＤＴＭ 取前 ３０ 项，ＦＥＭ 中将管道结构离散化为 ２０ 个单元，任建亭等［２１］ 针对输液管道耦合振动响应的

ＦＥＭ 进行了研究，将采用该 ＦＥＭ 对 ＤＴＭ 进行验证．
１） 管道内流速和压强对固有频率的影响

表 ３ 列出了分别采用 ＤＴＭ 和 ＦＥＭ 计算的三种流动工况下输液管道系统的固有频率，采用两种方法计

算的结果非常接近，仅高阶固有频率存在较小误差．
由表 ３ 可知，管道内流速 Ｖｆ 和压强 Ｐ 增大时，固有频率逐渐减小．相比静止状态（无流速、压强），当流速

增大 １０ ｍ ／ ｓ， 压强增大到 ２０ ＭＰａ 时，第一阶固有频率减小了 ２０．５％，第二阶固有频率减小了 ４．７％；当流速

增大到 ２０ ｍ ／ ｓ， 压强增大到 ３０ ＭＰａ 时，第一阶固有频率减小了 ３３．４％，第二阶固有频率减小了 ７．２％．
图 ３ 给出了管道内流速 Ｖｆ 和压强Ｐ 对输液管道系统固有频率的影响，图中曲面为 ＤＴＭ 计算得到的固有

频率与流速和压强的关系，图中圆圈为表 ４ 中 ＦＥＭ 的计算结果．可以看出，随压强 Ｐ 的增大，管道系统的固

有频率急剧减小；随管内流速 Ｖｆ 的增大，管道系统的固有频率也在逐渐减小．由此可以推断，如果继续增大流

速或压强将导致结构的失稳，即存在一个临界流速 Ｖｍａｘ 和临界压强 Ｐｍａｘ 使得输液管道系统的第一阶固有频

率近似为零．例如，管道内压强为 ３０ ＭＰａ，ＤＴＭ 计算的临界流速为 Ｖｍａｘ ＝ ９７．８ ｍ ／ ｓ，ＦＥＭ 计算的临界流速为

Ｖｍａｘ ＝ ９９．２７ ｍ ／ ｓ，ＤＴＭ 计算的临界流速相对 ＦＥＭ 的误差为 １．５％．
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表 ３　 简支输液管道系统固有频率计算结果

Ｔａｂｌｅ ３　 Ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｎａｔｕｒａｌ ｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｓｉｍｐｌｅ ｓｕｐｐｏｒｔ ｉｎｆｕｓｉｏｎ ｐｉｐｅｌｉｎｅ ｓｙｓｔｅｍ

ｆｌｏｗ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ

Ｐ ／ ＭＰａ Ｖｆ ／ （ｍ ／ ｓ）

ｎａｔｕｒａｌ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ｆｉ ／ Ｈｚ

ｉ ＦＥＭ ＤＴＭ
ｅｒｒｏｒ δ ／ ％

０ ０
１ ８６．７７２ ８６．７７２ ０

２ ３４７．１３４ ３４６．５４９ ０．１７

２０ １０
１ ６９．０ ６９．０ ０

２ ３３０．７６８ ３３０．１８９ ０．１８

３０ ２０
１ ５７．８０ ５７．８０ ０

２ ３２２．１ ３２１．４９１ ０．１９

（ａ） 第一阶固有频率 ｆ１ （ｂ） 第二阶固有频率 ｆ２
（ａ） Ｔｈｅ １ｓｔ ｎａｔｕｒａｌ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ｆ１ （ｂ） Ｔｈｅ ２ｎｄ ｎａｔｕｒａｌ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ｆ２

图 ３　 流速和压强对输液管道系统固有频率的影响

Ｆｉｇ． ３　 Ｅｆｆｅｃｔｓ ｏｆ ｔｈｅ ｆｌｏｗ ｒａｔｅ ａｎｄ ｔｈｅ ｐｒｅｓｓｕｒｅ ｏｎ ｎａｔｕｒａｌ ｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｉｎｆｕｓｉｏｎ ｐｉｐｉｎｇ ｓｙｓｔｅｍ

　 　 注　 为了解释图中的颜色，读者可以参考本文的电子网页版本，后同．

２） 管道内流速和压强对简支端约束反力的影响

输液管道结构约束端约束反力不仅受管内流速 Ｖｆ 和压强 Ｐ 的影响，还与外激励频率和激励幅值大小有

很大关系．下面将研究三种典型外激励工况下（ω ｆ ＝ ０．５ω １，ω １，１．５ω １） 流速 Ｖｆ 和压强 Ｐ 与简支端约束反力的

变换关系．其中，ω ｆ 表示外激励频率，ω １ 表示输液管道系统静状态时无量纲化第一阶固有频率值，详见表 ３．
表 ４ 给出了不同流动工况下输液管道系统简支端的约束反力值．在计算精度方面，由于 ＦＥＭ 和 ＤＴＭ 在

描述流速及压强对管道结构简支端约束反力的方法不同，所以两种方法在计算约束反力时有一定的误差．
表 ４　 输液管道系统简支端约束反力

Ｔａｂｌｅ ４　 Ｃｏｎｓｔｒａｉｎｉｎｇ ｒｅａｃｔｉｏｎｓ ａｔ ｔｈｅ ｓｉｍｐｌｅ ｓｕｐｐｏｒｔ ｅｎｄ ｏｆ ｔｈｅ ｉｎｆｕｓｉｏｎ ｐｉｐｅｌｉｎｅ ｓｙｓｔｅｍ

ｅｘｃｉｔａｔｉｏｎ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ

ω ｆ

ｆｌｏｗ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ

Ｐ ／ ＭＰａ Ｖｆ ／ （ｍ ／ ｓ）

ｃｏｎｓｔｒａｉｎｅｄ ｒｅａｃｔｉｏｎ ｆｏｒｃｅ Ｒ１ ／ Ｎ

ＦＥＭ ＤＴＭ
ｅｒｒｏｒ δ ／ ％

０．５ω１

０ ０ １７．０１８ １７．１６６ ０．８７

２０ １０ ３０．９１４ ３１．１０９ ０．６３

３０ ２０ ５８．２５７ ５８．８５２ １

ω１

０ ０ ２ ５２６．３４８ ２ ５２７．１９０ ０．０３

２０ １０ ２７．５２８ ２７．６９２ ０．６

３０ ２０ １７．１２９ １７．３４３ ０．５

１．５ω１

０ ０ ６．３３９ ６．２４２ １．５

２０ １０ ４．４９７ ４．１８７ ６．７

３０ ２０ ３．８０８ ３．５１８ ７．６
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　 　 图 ４ 给出了不同外激励工况下管道内流速和压强对简支端约束反力的影响．由图 ４ 可知，激励频率 ω ｆ ＝
０．５ω １ 时，流速和压强增大，管道两个简支端的约束反力也逐渐增大；激励频率 ω ｆ ＝ ω １ 时，随流速和压强增

大，简支端约束反力都在逐渐减小．由于当流速和压强接近零或者较小时，管道第一阶固有频率将与外激励

频率非常接近，管道结构近似处于共振状态，而流速和压强增大会导致管道固有频率逐渐减小而远离外激励

频率，即远离共振频率范围；激励频率 ω ｆ ＝ １．５ω １ 时，流速和压强对约束反力的影响与上述两种工况（０．５ω １，
ω １） 明显不同时，当压强增大时，简支端约束反力逐渐减小，主要也是由于当压强增大时，结构第一阶固有频

率逐渐减小而远离外激励频率值，当流速增大时，简支端约束反力将平缓地增大，这是因为流速增大会导致

离心力的增大．

（ａ） 激励频率 ω ｆ ＝ ０．５ω１ （ｂ） 激励频率 ω ｆ ＝ ω１ （ｃ） 激励频率 ω ｆ ＝ １．５ω１

（ａ） Ｅｘｃｉｔａｔｉｏｎ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ω ｆ ＝ ０．５ω１ （ｂ） Ｅｘｃｉｔａｔｉｏｎ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ω ｆ ＝ ω１ （ｃ） Ｅｘｃｉｔａｔｉｏｎ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ω ｆ ＝ １．５ω１

图 ４　 不同外激励工况下流速和压强对约束反力的影响

Ｆｉｇ． ４　 Ｉｎｆｌｕｅｎｃｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｆｌｏｗ ｒａｔｅ ａｎｄ ｔｈｅ ｐｒｅｓｓｕｒｅ ｏｎ ｒｅｓｔｒａｉｎｅｄ ｒｅａｃｔｉｏｎｓ ｕｎｄｅｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｅｘｔｅｒｎａｌ ｅｘｃｉｔａｔｉｏｎ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ

上述研究表明，由于管道内流速及压强对输液管道系统的固有频率的影响非常大，所以必须考虑对输液

管道系统固有频率的控制，避免因管道系统第一阶固有频率降得过低，使得结构在较低外激励频率下产生共

振而导致结构或系统的破坏．
３．２　 附加单个弹性支承输液管道系统优化设计验证算例

通过简支输液管道系统的固有频率及约束反力的计算验证了 ＤＴＭ 的计算精度，同时也得到了管道内流

速、压强及外激励对支承约束反力的影响．输液管道系统设计中通常需要针对卡箍（支承）进行合理设计以保

证管路系统安全性，优化设计过程中可以将卡箍等效为具有刚度的弹性支承，通过优化支承位置和刚度来实

现对卡箍尺寸及位置的设计．
以图 ２ 中附加一个弹性支承的输液管道系统为例，研究两种航空输液管道典型工况下的支承刚度和位

置的优化设计．假设附加支承位置为 ｓ，支承刚度为 ｋ， 管道结构尺寸、材料等参数同 ３．１ 小节中无附加支承的

简支输液管道系统．
表 ５ 给出了两种典型流动工况下输液管道系统支承等约束反力设计时的附加支承刚度和约束反力优化

结果．等支承约束反力思想源于航空输液管道系统设计需求，其目的是使各卡箍上承受的载荷大小相同，从
而使管道结构达到一种近似等强度设计．由于简支输液管道系统几何的对称性，所以在对附加一个弹性支承

的简支输液管道系统支承约束反力进行优化时，如果要实现等支承约束反力设计，则附加支承位置也必须在

梁跨度的中点．
由表 ５ 可知，两种不同流动工况下都可以实现等支承约束反力设计．随外激励频率的增大，实现等约束

反力设计时的附加支承刚度在逐渐减小，相同外激励频率下，随流速和压强的增大，附加支承刚度也逐渐减

小．两种流动工况下，当外激励频率增大到 ω １ 时，由于此外激励频率与系统第一阶固有频率比较近，所以会

导致支承承受的载荷比在其他两种外激励频率下都大很多．
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表 ５　 等支承约束反力设计

Ｔａｂｌｅ ５　 Ｔｈｅ ｅｑｕａｌ ｓｕｐｐｏｒｔ ｃｏｎｓｔｒａｉｎｅｄ ｒｅａｃｔｉｏｎ ｆｏｒｃｅ ｄｅｓｉｇｎ

ｆｌｏｗ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ

Ｐ ／ ＭＰａ Ｖｆ ／ （ｍ ／ ｓ）
ω ｆ

ｏｐｔｉｍａｌ ａｄｄｉｔｉｏｎ
ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ ｋ ／ （ｋＮ ／ ｍ）

ｆ１ ／ Ｈｚ
ｃｏｎｓｔｒａｉｎｅｄ ｒｅａｃｔｉｏｎ ｆｏｒｃｅ Ｒ ｊ ／ Ｎ

ｊ ＤＴＭ ＦＥＭ

ｅｒｒｏｒ
δ ／ ％

２０ １０

１ １２．４０７ １２．１１２ ２．３８
０．５ω１ ４１６．０ １１０．９４２ ｋ １２．４０ １２．４３５ ０．２８

２ １２．４０７ １２．１１２ ２．３８

１ ３０．５６９ ３０．４１０ ０．５２
ω１ ３４７．１ １０５．２６０ ｋ ３０．５４０ ３０．８１３ ０．８９

２ ３０．５６９ ３０．４１０ ０．５２

１ ９．２２４ ９．３９６ １．８６
１．５ω１ ２３１．８ ９４．９２０ ｋ ９．２１５ ９．１８１ ０．３７

２ ９．２２４ ９．３９６ １．８６

３０ ２０

１ １４．２９３ １４．０ ２．０５
０．５ω１ ４０２．３ １０３．１３７ ｋ １４．２７９ １４．３３０ ０．３６

２ １４．２９３ １４．０ ２．０５

１ ５５．７７４ ５５．９２５ ０．２７
ω１ ３３２．６ ９６．９２７ ｋ ５５．７２２ ５６．５２１ １．４３

２ ５５．７７４ ５５．９２５ ０．２７

１ ７．１４４ ７．２７６ １．８４
１．５ω１ ２１７．５ ８５．６０６ ｋ ７．１３８ ７．１２６ ０．１７

２ ７．１４４ ７．２７６ １．８４

４　 结　 　 论

输液管道系统流⁃固耦合作用下的强度设计是工程中经常遇到的问题，本文基于 ＤＴＭ 详细推导了输液

直管道系统固有频率及振动响应的计算方法，为流固耦合管道系统的设计提供了理论依据．研究了管道内流

速和压强、附加支承位置和刚度对输液管道系统固有频率、强迫振动过程中的力学响应的影响，并基于等强

度支承设计思想对附加支承位置和刚度进行了优化设计，达到了等支承约束反力设计目的，有效解决了飞机

输油管道系统中卡箍等强度设计问题．研究表明：基于 ＤＴＭ 可以对管道系统复杂流固耦合工况下的力学响

应快速准确地求解，通过定义管道约束形式、卡箍数量及刚度值即可便捷地计算管道和卡箍在强迫振动过程

中承受的载荷，指导管道及其连接结构的强度设计．
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