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摘要：　 发展了鲁棒的预测⁃校正算法，建立了断裂相场模型的三维自适应有限元分析．相场模型可以方便地处理复

杂的断裂问题，避免了额外追踪裂纹路径且没有网格依赖性．然而，三维相场建模往往需要非常精细的网格，这降低

了求解效率．针对该问题，基于交错求解方案发展了预测⁃校正网格自适应细化算法，实现了三维结构裂纹扩展的高

精度分析．数值算例表明，所发展的方法能够准确合理地描述结构的裂纹扩展，同时网格可以在裂纹扩展的路径上

自适应地细化．
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０　 引　 　 言

材料和结构的断裂破坏广泛存在于工业领域［１⁃２］，而断裂破坏问题的数值分析是工程结构安全评价的

重要手段．自经典的 Ｇｒｉｆｆｉｔｈ 理论［３］被提出以来，各种断裂仿真方法得以快速发展，如重网格技术、内聚力单

元法、扩展有限元法等．近年来所发展的相场模型也是重要的断裂分析方法之一，它基于断裂变分方法［４］ 和

相关的正则化方法［５］，将断裂考虑为能量最小化问题．该模型便于在统一的框架内处理各种复杂的断裂现

象，无需额外的断裂判据．相场标量将尖锐的裂纹近似为弥散实体，并通过相场的演化自动捕捉断裂过程，避
免了时刻跟踪裂纹表面，可以方便地处理复杂裂纹问题．常见的断裂相场模型包括各向同性模型［５］和各向异

性模型［６］等，本文则采用了 Ａｍｂａｔｉ 等［７］提出的混合相场模型对结构的裂纹扩展问题进行了分析．
在相场模型分析中，往往需要采用较精细的网格来模拟裂纹的扩展，而通常的做法是网格的全局细化或

在预期裂纹路径上的局部细化［８⁃９］ ．后者在一定程度上提高了计算效率，但这种局部的网格细化无法随着裂

纹扩展过程调整，因此对计算量的简化有限，且在复杂结构中，裂纹的路径往往无法预测．相比而言，自适应

网格细化是更加高效的方法，它可以沿着裂纹扩展的路径自动进行网格细化，且无需预测裂纹路径．Ｂｕｒｋｅ
等［１０］和 Ａｒｔｉｎａ 等［１１］ 提出了基于后验误差估计的自适应相场建模方法；Ｈｉｒｓｈｉｋｅｓｈ 等［１２］ 则基于恢复误差估

计，发展了相场模型的网格自适应分析．这些算法实现了二维情况下局部网格自适应细化，但难以扩展到三

维问题．Ｈｅｉｓｔｅｒ 等［１３］采用了一种预测⁃校正算法建立了相场模型的网格自适应分析，以足够精细的网格处理

裂纹问题，随后将其推广到三维问题［１４］中．本文在 Ｍｉｅｈｅ 等［６］提出的交错求解方案的基础上，采用相场及残

余应变能历史作为细化准则，发展了一种鲁棒的预测⁃校正网格自适应细化算法，建立了混合相场模型［７］ 的

有限元分析，并在三维结构的断裂问题中对该算法进行了测试．

１　 混合相场模型及其离散化

根据脆性断裂的变分原理［４］，裂纹的演化可通过最小化总能量泛函 ＥＴ 来描述：
　 　 ＥＴ（ｕ，Γ） ＝ ＥＵ（ｕ，Γ） ＋ ＥＳ（Γ） － Ｐ（ｕ） ＝

　 　 　 　 ∫
Ω
Ｗ（ε（ｕ））ｄΩ ＋ ∫

Γ
ｇｃｄΓ － ∫

Ω
ｂ·ｕｄΩ － ∫

∂Ωσ
ｔ·ｕｄΓ， （１）

其中， Ω为弹性体；ｕ 为位移场；ＥＵ 为弹性应变能，可通过对弹性应变能密度 Ｗ 在弹性体上的积分得到，依赖

于应变 ε（ｕ）；ＥＳ 为形成裂纹面Γ的裂纹表面能；ｇｃ 为临界能量释放率；Ｐ为外力功，是体积力 ｂ和表面力 ｔ分
别在弹性体和应力边界所做功的和．

引入相场变量 ｄ， 式（１）中的尖锐裂纹可用该相场变量正则化［５］ ．由此，总能量泛函可以改写为

　 　 ＥＴ（ｕ，ｄ） ＝ ∫
Ω
ｇ（ｄ）Ｗ（ε（ｕ））ｄΩ ＋ ｇｃ∫

Ω
γ（ｄ，Ñｄ）ｄΩ － ∫

Ω
ｂ·ｕｄΩ － ∫

∂Ωσ
ｔ·ｕｄΓ， （２）

其中， ｇ（ｄ） 为退化函数，通常取 ｇ（ｄ） ＝ （１ － ｄ） ２，γ 为裂纹表面密度函数，表示为

　 　 γ（ｄ，Ñｄ） ＝ １
２ｌ

ｄ２ ＋ ｌ
２

Ñｄ ２， （３）

ｌ 为控制弥散裂纹宽度的相场参数．由于各个方向上退化程度相同，基于式（２）的模型为各向同性模型．而各

向异性模型包含了对弹性应变能的拉压分解，仅拉的部分可驱动裂纹演化，其总能量泛函可表示为

　 　 ＥＴ（ｕ，ｄ） ＝ ∫
Ω
［ｇ（ｄ）Ｗ ＋ （ε（ｕ）） ＋ Ｗ － （ε（ｕ））］ｄΩ ＋

　 　 　 　 ｇｃ∫
Ω
γ（ｄ，Ñｄ）ｄΩ － ∫

Ω
ｂ·ｕｄΩ － ∫

∂Ωσ
ｔ·ｕｄΓ， （４）

其中， Ｗ ＋ 和 Ｗ － 分别表示仅由拉伸和压缩驱动的应变能密度，其表达式为

　 　 Ｗ ± （ε） ＝ １
２
λ［〈ｔｒ（ε）〉 ±］ ２ ＋ μ ｔｒ［（ε ±） ２］， ε ＝ ε ＋ ＋ ε －， ε ±＝ ∑

３

ｉ ＝ １
〈ε ｉ〉 ± ｎｉ  ｎｉ， （５）

其中， 〈∗〉 ± ＝
１
２
（∗± ∗ ）， λ 和 μ 为 Ｌａｍé 常数．
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最小化式（２）和（４），可得混合相场模型［７］的控制方程：

　 　
２（１ － ｄ）Ｈ ＋ －

ｇｃ

ｌ
（ｄ － ｌ２Δｄ） ＝ ０，　 　 Ｈ ＋ ＝ ｍａｘ

τ∈［０，ｔ）
Ｗ ＋ （ε（ｘ，τ）），

Ñ·σ（ｕ，ｄ） ＋ ｂ ＝ ０， σ（ｕ，ｄ） ＝ （１ － ｄ） ２ ∂Ｗ（ε）
∂ε

，

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

（６）

其中， Ｈ ＋ 表示仅由拉伸应变能驱动的历史场函数，其弱形式为

　 　
∫
Ω

２Ｈ ＋ ＋
ｇｃ

ｌ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄδｄ ＋ ｇｃ ｌ Ñｄ·Ñ（δｄ）{ } ｄΩ ＝ ∫

Ω
２Ｈ ＋ δｄｄΩ，

∫
Ω
δε ∶ σｄΩ ＝ ∫

Ω
δｕ·ｂｄΩ ．

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（７）

位移场 ｕ、相场 ｄ 以及他们的变分和梯度分别表示为

　 　
ｕ ＝ ∑

ｋ

ｉ ＝ １
Ｎｕ

Ｉ ｕｉ， δｕ ＝ ∑
ｋ

ｉ ＝ １
Ｎｕ

Ｉ δｕｉ， Ñｕ ＝ ε ＝ ∑
ｋ

ｉ ＝ １
Ｂｕ

Ｉ ｕｉ，

ｄ ＝ ∑
ｋ

ｉ ＝ １
Ｎｉｄｉ， δｄ ＝ ∑

ｋ

ｉ ＝ １
Ｎｉδｄｉ， Ñｄ ＝ ∑

ｋ

ｉ ＝ １
Ｂｄ

Ｉ ｄｉ，

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（８）

其中， ｋ 为节点数，Ｎｉ 为形函数，相关的矩阵表示为

　 　 Ｎｕ
Ｉ ＝

Ｎｉ ０ ０
０ Ｎｉ ０
０ ０ Ｎｉ

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

， Ｂｕ
Ｉ ＝

Ｎｉ，ｘ ０ ０ Ｎｉ，ｙ ０ Ｎｉ，ｚ

０ Ｎｉ，ｙ ０ Ｎｉ，ｘ Ｎｉ，ｚ ０
０ ０ Ｎｉ，ｚ ０ Ｎｉ，ｙ Ｎｉ，ｘ

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

Ｔ

， Ｂｄ
Ｉ ＝

Ｎｉ，ｘ

Ｎｉ，ｙ

Ｎｉ，ｚ

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

． （９）

采用交错求解方案求解离散化的混合相场模型，在第 ｎ 加载步，平衡方程为

　 　 Ｋｕ
ｎ－１ｕｎ ＝ Ｐｕ

ｎ， （１０）
其中，位移场的刚度矩阵 Ｋｕ 和外力向量 Ｐｕ 的分量分别表示为

　 　 Ｋｕ
ＩＪ ＝ ∫

Ω
（Ｂｕ

Ｉ ） ＴＤｅｄＢｕ
Ｊ ｄΩ， （１１）

　 　 Ｐｕ
Ｉ ＝ ∫

Ω
（Ｎｕ

Ｉ ） ＴｂｄΩ ＋ ∫
∂Ωσ

（Ｎｕ
Ｉ ） Ｔ ｔｄΓ ． （１２）

式（１１）中， Ｄｅｄ ＝ （１ － ｄｎ－１） ２Ｄｅ，Ｄｅ 为弹性模量矩阵，Ｄｅｄ 为断裂退化的弹性模量矩阵．由第 ｎ － １ 步得到的相

场 ｄｎ －１，用式（１１）求出刚度阵 Ｋｕ
ｎ－１，解方程（１０）得到第 ｎ步的位移 ｕｎ ．然后，由 ｕｎ 更新历史场Ｈ ＋，并利用相

场演化方程

　 　 Ｋｄ
ｎｄｎ ＝ Ｐｄ

ｎ （１３）
解出第 ｎ 步的相场 ｄｎ，完成第 ｎ 个载荷步的计算．其中，相场的刚度阵 Ｋｄ 和外力向量 Ｐｄ 的分量分别表示为

　 　 Ｋｄ
ＩＪ ＝ ∫

Ω
２Ｈ ＋ ＋

ｇｃ

ｌ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＮＩＮＪ ＋ ｇｃ ｌ（Ｂｄ

Ｉ ） ＴＢｄ
Ｊ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ｄΩ， （１４）

　 　 Ｐｄ
Ｉ ＝ ∫

Ω
２Ｈ ＋ ＮＩｄΩ ． （１５）

２　 网格自适应细化算法

细化区域通过残余应变能历史 （１ － ｄ） ２Ｈ ＋ 及相场值 ｄ 确定，细化准则可写为

　 　 （１ － ｄ） ２Ｈ ＋≥ Ｈ０ 　 ｏｒ　 ｄ ≥ ｄ０， （１６）
其中， ｄ０ 为相场的阈值，Ｈ０ 为残余应变能历史的阈值，

　 　 Ｈ０ ＝ ｑ ｍａｘ
ｋ ＝ １，ｍ

{ （１ － ｄｋ） ２Ｈ ＋
ｋ } ， （１７）

ｍ为当前时刻网格积分点的个数，ｑ为比例参数，如无特殊声明，本文中 ｑ和 ｄ０ 均取 ０．６．若单元的任意积分点

满足方程（１６）的自适应细化判据，则表明该单元需要进行细化．
图 １ 展示了六面体网格的细化过程，细化时需在单元的边缘中点、面心和体心处插入新的节点，而新节点
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的位移场和相场等物理量由与之相关的原节点线性插值产生．采用“细化等级 （ｒ）” 来表示单元已细化的次数，
如初始单元细化等级为 ０，一旦它们被细化，则细化等级变为 １，再次细化则细化等级变为 ２，以此类推，相邻元

素的细化等级不超过 １ 级．本文采用单元的最大细化等级 ｒｍａｘ 作为网格细化的停止准则，ｒｍａｘ 可通过相场参数 ｌ
进行设置（单元尺寸充分小于相场参数 ｌ），当细化等级满足停止判据 ｒ ＝ ｒｍａｘ 时，自适应细化停止．

图 １　 自适应网格细化示意图

Ｆｉｇ． １　 Ｓｃｈｅｍａｔｉｃ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ｔｈｅ ａｄａｐｔｉｖｅ ｍｅｓｈ ｒｅｆｉｎｅｍｅｎｔ

为了高效地进行自适应细化，本文采用一种鲁棒高效的网格自适应预测⁃校正算法，其计算流程图如图

２ 所示．在一个载荷步内包括交错求解模块、网格自适应细化模块以及它们之间的“预测⁃校正”迭代，通过交

错求解模块得到残余应变能历史值或相场值后，进入网格自适应细化模块，根据式（１６）的自适应细化准则

对网格进行校核并细化，细化等级加 １，细化后重新回到“交错求解”模块，不断重复这一过程，直到网格足够

精细，上述过程始终在同一载荷步内进行．

图 ２　 预测⁃校正算法

Ｆｉｇ． ２　 Ｔｈｅ ｐｒｅｄｉｃｔｏｒ⁃ｃｏｒｒｅｃｔｏｒ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ

３　 数 值 算 例

３．１　 单槽方板拉伸
首先考虑拉伸载荷下的单槽方板，其模型如图 ３（ａ）所示．相关参数为 λ ＝ １２１．１５ ＧＰａ， μ ＝ ８０．７７ ＧＰａ， ｇｃ

＝ ２．７ Ｎ ／ ｍｍ， ｌ ＝ ０．０１５ ｍｍ， ｒｍａｘ ＝ ２．方板侧面在 Ｘ 和 Ｚ 方向固定；底面在 Ｙ 和 Ｚ 方向固定；顶面在 Ｘ 方向固

定；在 Ｙ 方向上，前 ５００ 个载荷步施加增量为 Δｕ ＝ １ × １０ －５ 的竖直位移，此后施加增量为 Δｕ ＝ １ × １０ －６ 的竖

直位移，直至完全断裂，采用六面体网格进行离散．采用自适应细化算法时，方板的裂纹样式和断裂相场如图

３（ｂ）和 ３（ｃ）所示，自适应网格如图 ４（ｂ）所示．由图可见，裂纹沿水平直线方向扩展，并于方板右侧中心处完

全断裂．裂纹样式、断裂相场和自适应网格三者符合得很好，说明了网格自适应算法的准确性和鲁棒性．
该算例的网格比较如图 ４ 所示．其他条件不变，若采用局部预置细化网格方案，所得到的裂纹路径与网

格自适应细化方案的结果一致，但自适应细化方案的节点数量、网格数量和 ＣＰＵ 时间均明显少于局部预置

细化网格方案，如表 １ 所示，由此说明自适应网格细化对提高相场模型的计算效率具有显著效果．
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（ａ） 模型（单位： ｍｍ） （ｂ） 裂纹样式 （ｃ） 断裂相场

（ａ） Ｔｈｅ ｍｏｄｅｌ （ｕｎｉｔ： ｍｍ） （ｂ） Ｔｈｅ ｃｒａｃｋ ｐａｔｔｅｒｎ （ｃ） Ｔｈｅ ｆｒａｃｔｕｒｅ ｐｈａｓｅ ｆｉｅｌｄ
图 ３　 单槽方板拉伸

Ｆｉｇ． ３　 Ｔｅｎｓｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｓｉｎｇｌｅ ｇｒｏｏｖｅ ｓｑｕａｒｅ ｐｌａｔｅ

（ａ） 自适应初始网格 （ｂ） 自适应最终网格 （ｃ） 局部预置细化网格

（ａ） Ｔｈｅ ａｄａｐｔｉｖｅ ｉｎｉｔｉａｌ ｍｅｓｈｅｓ （ｂ） Ｔｈｅ ａｄａｐｔｉｖｅ ｆｉｎａｌ ｍｅｓｈｅｓ （ｃ） Ｔｈｅ ｐｒｅｆｏｒｍｅｄ ｌｏｃａｌ ｒｅｆｉｎｅｍｅｎｔ ｍｅｓｈｅｓ
图 ４　 单槽方板拉伸的网格比较

Ｆｉｇ． ４　 Ｍｅｓｈｅｓ ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｆｏｒ ｔｅｎｓｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｓｉｎｇｌｅ ｇｒｏｏｖｅ ｓｑｕａｒｅ ｐｌａｔｅ

　 　 注　 为了解释图中的颜色，读者可以参考本文的电子网页版本，后同．

表 １　 单槽方板拉伸的节点数量、网格数量和 ＣＰＵ 时间比较

Ｔａｂｌｅ １　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｎｏｄｅ ｎｕｍｂｅｒ， ｍｅｓｈ ｎｕｍｂｅｒ， ａｎｄ ＣＰＵ ｔｉｍｅ ｆｏｒ ｔｅｎｓｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｓｉｎｇｌｅ ｇｒｏｏｖｅ ｓｑｕａｒｅ ｐｌａｔｅ

ｎｏｄｅ ｎｕｍｂｅｒ ｍｅｓｈ ｎｕｍｂｅｒ ＣＰＵ ｔｉｍｅ ｔ ／ ｍｉｎ

ｐｒｅｆｏｒｍｅｄ ｌｏｃａｌ ｒｅｆｉｎｅｍｅｎｔ ｍｅｓｈｅｓ ２１ ８５２ １７ ７７５ ４３８

ａｄａｐｔｉｖｅ ｉｎｉｔｉａｌ ｓｔａｔｅ
ａｄａｐｔｉｖｅ ｆｉｎａｌ ｓｔａｔｅ

４ ２０６
１２ １４８

２ ６２４
８ ７５６

５５

３．２　 单槽带孔平板拉伸

该算例考虑拉伸载荷下的单槽带孔平板， 其模型和初始网格如图 ５（ａ）和 ５（ｂ）所示． 相关参数为 λ ＝
１．９４ ＧＰａ， μ ＝ ２．４５ ＧＰａ， ｇｃ ＝ ２．２８ Ｎ ／ ｍｍ， ｌ ＝ ０．５ ｍｍ， ｒｍａｘ ＝ ３．平板底端固定，顶端在前 ５００ 载荷步施加增量

Δｕ ＝ １ × １０ －３ 的竖直位移，此后施加增量为 Δｕ ＝ １ × １０ －４ 的竖直位移，直至完全断裂，采用六面体网格进行

离散．采用自适应细化算法时，带孔矩形板的自适应网格、裂纹样式和断裂相场如图 ５（ｄ）—５（ｆ）所示．由图可

见，裂纹从槽的前缘沿直线扩展后向下偏转，延伸至孔边缘，然后在孔右端中心处萌生新裂纹，并向右沿直线

扩展，于板右侧中心处完全断裂．自适应网格、裂纹样式和断裂相场三者符合得很好，说明了自适应细化算法

的准确性和鲁棒性．Ａｍｂａｔｉ 等［７］对此算例进行了实验研究，得出的裂纹路径如图 ５（ｃ）所示．而自适应细化算

法得出的裂纹扩展路径与其基本一致，从而再一次说明网格自适应算法可准确模拟裂纹，且网格可沿裂纹扩

展路径自适应细化．
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（ａ） 模型 （单位： ｍｍ） （ｂ） 初始网格 （ｃ） Ａｍｂａｔｉ 等［７］的实验结果

（ａ） Ｔｈｅ ｍｏｄｅｌ （ｕｎｉｔ： ｍｍ） （ｂ） Ｔｈｅ ｉｎｉｔｉａｌ ｍｅｓｈｅｓ （ｃ） Ｔｈｅ ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌ ｒｅｓｕｌｔ ｏｆ Ａｍｂａｔｉ ｅｔ ａｌ． ［７］

（ｄ） 自适应网格 （ｅ） 裂纹样式 （ｆ） 断裂相场

（ｄ） Ｔｈｅ ａｄａｐｔｉｖｅ ｍｅｓｈｅｓ （ｅ） Ｔｈｅ ｃｒａｃｋ ｐａｔｔｅｒｎ （ ｆ） Ｔｈｅ ｆｒａｃｔｕｒｅ ｐｈａｓｅ ｆｉｅｌｄ
图 ５　 单槽带孔平板拉伸

Ｆｉｇ． ５　 Ｔｅｎｓｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｓｉｎｇｌｅ ｇｒｏｏｖｅ ｐｌａｔｅ ｗｉｔｈ ａ ｈｏｌｅ

３．３　 双槽方板拉伸
该算例考虑拉伸载荷下的双槽方板，其模型和初始网格如图 ６（ａ）和 ６（ｂ）所示．

（ａ） 模型 （单位： ｍｍ） （ｂ） 初始网格 （ｃ） Ｍｏëｓ 等［１５］的仿真结果

（ａ） Ｔｈｅ ｍｏｄｅｌ （ｕｎｉｔ： ｍｍ） （ｂ） Ｔｈｅ ｉｎｉｔｉａｌ ｍｅｓｈｅｓ （ｃ） Ｔｈｅ ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ ｒｅｓｕｌｔ ｏｆ Ｍｏëｓ ｅｔ ａｌ． ［１５］

图 ６　 双槽方板拉伸

Ｆｉｇ． ６　 Ｔｅｎｓｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｄｏｕｂｌｅ ｇｒｏｏｖｅ ｓｑｕａｒｅ ｐｌａｔｅ
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Ｍｏëｓ 等［１５］对此算例进行了数值模拟研究， 得出的裂纹路径如图 ６（ｃ）所示． 相关参数为 Ｅ ＝ ２１０ ＧＰａ， υ
＝ ０．３， ｇｃ ＝ ２．７ Ｎ ／ ｍｍ， ｌ ＝ ０．２ ｍｍ ．方板底端固定，顶端在前 ５００ 载荷步施加增量为 Δｕ ＝ １ × １０ －４ 的竖直位

移，此后施加增量为 Δｕ ＝ １ × １０ －５ 的竖直位移，直至完全断裂，采用六面体网格进行离散．我们利用自适应细

化算法，比较了不同细化等级的断裂相场和自适应网格，如图 ７ 所示．当 ｒｍａｘ ＝ １ 时，裂纹扩展路径与 Ｍｏëｓ
等［１５］的仿真结果不符，说明了较低的细化等级不足以正确模拟裂纹扩展；而当 ｒｍａｘ ＝ ２ 和 ｒｍａｘ ＝ ３ 时，裂纹路

径均可被正确模拟，但后者比前者更为精细；当 ｒｍａｘ 取更大值时，裂纹的模拟效果无明显提升，而更为密集的

网格会造成计算效率的显著下降，因此并无必要．
取 ｒｍａｘ ＝ ３，双槽方板的断裂相场如图 ８ 所示，自适应网格和裂纹样式如图 ９ 所示．由图可见，两条裂纹首

先近似沿直线扩展，在距离接近时并不直接汇聚，但均会受到对方影响而使扩展方向发生偏转，并形成“错
位”现象，断裂相场、自适应网格和裂纹样式三者符合得很好．可以注意到，网格自适应细化算法得到的裂纹

扩展路径与 Ｍｏëｓ 等［１５］的仿真结果基本一致，从而再一次验证了所发展算法的准确性和鲁棒性．

（ａ） ｒｍａｘ ＝ １ （ｂ） ｒｍａｘ ＝ ２ （ｃ） ｒｍａｘ ＝ ３

图 ７　 不同细化等级的断裂相场和自适应网格

Ｆｉｇ． ７　 Ｔｈｅ ｆｒａｃｔｕｒｅ ｐｈａｓｅ ｆｉｅｌｄ ａｎｄ ａｄａｐｔｉｖｅ ｍｅｓｈｅｓ ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｒｅｆｉｎｅｍｅｎｔ ｌｅｖｅｌｓ

（ａ） 第 ５５１ 步 （ｂ） 第 ５８８ 步 （ｃ） 第 ６００ 步

（ａ） Ｓｔｅｐ ５５１ （ｂ） Ｓｔｅｐ ５８８ （ｃ） Ｓｔｅｐ ６００

图 ８　 ｒｍａｘ ＝ ３ 时的断裂相场

Ｆｉｇ． ８　 Ｔｈｅ ｆｒａｃｔｕｒｅ ｐｈａｓｅ ｆｉｅｌｄ ｆｏｒ ｒｍａｘ ＝ ３
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（ａ） 第 ５５１ 步 （ｂ） 第 ５８８ 步 （ｃ） 第 ６００ 步

（ａ） Ｓｔｅｐ ５５１ （ｂ） Ｓｔｅｐ ５８８ （ｃ） Ｓｔｅｐ ６００

图 ９　 ｒｍａｘ ＝ ３ 时的自适应网格和裂纹样式

Ｆｉｇ． ９　 Ａｄａｐｔｉｖｅ ｍｅｓｈｅｓ ａｎｄ ｃｒａｃｋ ｐａｔｔｅｒｎｓ ｆｏｒ ｒｍａｘ ＝ ３

４　 结　 　 论

本文发展了预测⁃校正网格自适应细化算法，进行了断裂相场模型的三维自适应有限元分析，所得结论

如下：
１） 本文建立的相场模型有限元分析方法能够准确合理地描述三维结构的裂纹扩展，扩展路径与经典实

验结果或经典数值模拟结果基本一致；
２） 网格可以沿着结构的裂纹扩展路径自适应地局部细化，在满足高精度分析要求的同时，减少了网格

中单元的数量，提高了计算效率；
３） 采用交错求解方案，每个加载步内位移场和相场均只需求解一个线性方程组，进一步提高了效率．
当然，本文所发展的方法也具有一定的缺陷：第一，自适应细化停止准则仅依靠人为设定的 ｒｍａｘ， 过于简

单，仍需要开发更智能的、不需要人为设定的停止准则，如基于后验误差估计的停止准则；第二，所发展的方

法在处理韧性断裂、多物理场等更复杂的断裂问题时，仍具有一定的局限性．
不可否认的是，尽管具有以上缺陷，本文所发展的算法仍具有一定优势，能准确、鲁棒、高效地对三维复

杂裂纹进行模拟，且是在十分成熟的有限元框架下开发的．因此，该算法完全能够胜任对实际工程结构中断

裂问题的高效模拟，且可以展望其在动态断裂、复合材料、生物组织等更多领域的应用前景．
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