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摘要：　 研究了一类具有转点的右端不连续二阶半线性奇摄动边值问题解的渐近性．首先，在间断处将原问题分为

左右两个问题，通过修正左问题退化问题的正则化方程，提高了左问题渐近解的精度，并利用 Ｎａｇｕｍｏ 定理证明了

左问题光滑解的存在性．其次，证明了右问题具有空间对照结构的解，并通过在间断点的光滑缝接，得到了原问题的

渐近解．最后，通过一个算例验证了结果的正确性．
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０　 引　 　 言

奇摄动理论和方法一直受到国内外学者们的广泛关注［１⁃９］ ．如果一个或多个系数，如对流项、反应项、源
项或边界条件是不连续的，则这类问题的解显示出强或弱的内层，这取决于奇异扰动参数的大小和系数的性
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质．奇摄动问题通常出现在应用数学的许多分支中，例如：流体力学中的边界层、固体力学中的边缘层、电气

应用中的蒙皮层、流体和固体力学中的激波层、量子力学中的过渡点以及数学中的 Ｓｔｏｋｅｓ 线和面．
从 Ａｃｋｅｒｂｅｒｇ、Ｏ’Ｍａｌｌｅｙ［１０］关于转点问题研究的工作开始，近些年来，许多学者对转点问题进行了研究．

Ｓｈａｒｍａ 等［１１］总结了从 １９７０ 年到 ２０１１ 年用于求解奇异摄动转点和内层问题的渐近和数值方法，这些研究主

要集中于二阶线性奇摄动微分方程．Ｋａｒａｌｉ 等［１２］ 研究了在稳定性交换情况下，奇异摄动问题中的共振现象．
Ｋｕｍａｒ［１３］研究了一类具有转点的奇摄动时滞微分方程，证明了转点的存在会导致边界层或内部层的出现．

Ｂｕｔｕｚｏｖ 等［１４］首次系统性地提出了低阶奇摄动转点问题的解决方案．在文献［１５］的基础上，对于带转点

的奇摄动 Ｎｅｕｍａｎｎ 边值问题，给出了在转点附近发生稳定性交替的若干判别准则．对于右端不连续问题及空

间对照结构的奇摄动问题，有不少学者进行了相关研究［１６⁃１８］ ．而对于右端不连续中的转点问题，目前尚未见

相关研究．在物理过程建模过程中，数据的不连续通常会导致求解问题中出现内层问题，因此带有转点的右

端不连续的奇摄动问题的研究具有一定的理论意义和应用价值．
本文研究了一类存在转点的右端不连续的二阶半线性奇摄动 Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ 边值问题，在间断点处将问题分

为左右问题，利用 Ｎａｇｕｍｏ 定理证明了左问题解的存在性，并对左右问题进行光滑缝接，得到了原问题在整

个区间的形式渐近解．

１　 问 题 提 出

本文讨论了如下的奇摄动边值问题：

　 　
μ２ ｄ２ｕ

ｄｘ２
＝ ｆ（ｕ，ｘ，μ），　 　 ０ ＜ ｘ ＜ １，

ｕ（０，μ） ＝ ｕ０， ｕ（１，μ） ＝ ｕ１，

ì

î

í

ïï

ïï

（１）

其中 μ ＞ ０ 是小参数．方程右端函数 ｆ 在区间某点 ｘ０ 间断，即

　 　 ｆ（ｕ，ｘ，μ） ＝
ｆ１（ｕ，ｘ，μ），　 　 ０ ≤ ｘ ＜ ｘ０，

ｆ２（ｕ，ｘ，μ），　 　 ｘ０ ≤ ｘ ≤ １，{
其中

　 　 ｆ１（ｕ，ｘ，μ） ＝ ｈ１（ｘ）（ｕ － φ１（ｘ））（ｕ － φ２（ｘ）） － μｇ１（ｕ，ｘ，μ），
　 　 ｆ２（ｕ，ｘ，μ） ＝ ｈ２（ｘ）（ｕ － ψ１（ｘ））（ｕ － ψ２（ｘ））（ｕ － ψ３（ｘ）） － μｇ２（ｕ，ｘ，μ） ．
如图 １ 所示，式（１）的解在区间 ［０，ｘ０］ 与［ｘ０，１］ 上具有不同的性质．在 ｘ ∈ ［０，ｘ０］ 区间上，退化解

φ１（ｘ），φ２（ｘ） 在点 ｘ０ 相交，在此区间上解离开边界层后趋于退化解φ１（ｘ），并经过点 ｘ０ 后趋于退化解φ２（ｘ）；
在 ｘ ∈ ［ｘ０，１］ 区间上具有 ３ 个孤立退化解 ψ１（ｘ），ψ２（ｘ），ψ３（ｘ），在此区间上解先趋于 ψ３（ｘ），在经过未知点

ｘ∗ 后转移到退化解 ψ１（ｘ） ．

图 １　 问题（１）退化解的示意图及真解 ｕ（ｘ） 的示意图

Ｆｉｇ． １　 Ｓｃｈｅｍａｔｉｃ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ｔｈｅ ｐｒｏｂｌｅｍ （１） ｄｅｇｅｎｅｒａｔｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ａｎｄ ｔｒｕｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｕ（ｘ）

注　 为了解释图中的颜色，读者可以参考本文的电子网页版本，后同．
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条件 １　 假设 φ２（ｘ０） ＞ ψ３（ｘ０）， ｆ２ｕ（ψ１，３（ｘ），ｘ，０） ＞ ０， ｆ２ｕ（ψ２（ｘ），ｘ，０） ＜ ０．同时要求ｈ１（ｘ），ｇ１（ｕ，ｘ，μ）
和 φ１（ｘ），φ２（ｘ） 在 Ｄ１ 上充分光滑，ｈ１（ｘ），ｇ２（ｕ，ｘ，μ），ψ ｊ（ｘ）， ｊ ＝ １，２，３ 在 Ｄ２ 上是充分光滑的函数，且

　 　 ｈｉ（ｘ） ＞ ０， ｇｉ（ｕ，ｘ，μ） ＞ ０，　 　 ｉ ＝ １，２， ０ ≤ ｘ ≤ ｘ０，
其中

　 　 Ｄ１ ＝ { （ｕ，ｘ，μ） ｜ ｕ ｜ ≤ ｌ， ０ ≤ ｘ ≤ ｘ０， ０ ≤ μ ≤ μ０ } ，
　 　 Ｄ２ ＝ { （ｕ，ｘ，μ） ｜ ｕ ｜ ≤ ｌ， ｘ０ ≤ ｘ ≤ １， ０ ≤ μ ≤ μ０ } ．

２　 渐近解的构造

由于式（１）的解在两个区间 ［０，ｘ０］，［ｘ０，１］ 具有不同性质，为了构造原问题（１）的渐近解，我们将原问

题分为下面两个边值问题，并在点 ｘ０ 处进行光滑缝接，从而得到原问题在整个区间的渐近展开解．
左问题 ０ ≤ ｘ ＜ ｘ０：

　 　
μ２ ｄ２ｕ

ｄｘ２
＝ ｆ１（ｕ，ｘ，μ），

ｕ（０，μ） ＝ ｕ０， ｕ（ｘ０，μ） ＝ ｐ（μ） ．

ì

î

í

ïï

ïï

（２）

右问题 ｘ０ ≤ ｘ ≤ １：

　 　
μ２ ｄ２ｕ－

ｄｘ２
＝ ｆ２（ｕ

－，ｘ，μ），

ｕ－（ｘ０，μ） ＝ ｐ（μ）， ｕ－（１，μ） ＝ ｕ１ ．

ì

î

í

ïï

ïï

（３）

它们同时满足

　 　 ｄ２ｕ
ｄｘ２（ｘ

０，μ） ＝ ｄ２ｕ－

ｄｘ２（ｘ
０，μ） ． （４）

对于右问题（３），其解具有空间对照结构，可将其分为以下左右两个问题 Ｐ（ －） 和 Ｐ（ ＋） ．
左问题 Ｐ（ －）， ｘ０ ≤ ｘ ＜ ｘ∗：

　 　
μ２ ｄ２ｕ－ （ －）

ｄｘ２
＝ ｆ２（ｕ

－ （ －），ｘ，μ），

ｕ－ （ －）（ｘ∗，μ） ＝ ｐ（μ）， ｕ－ （ －）（ｘ∗，μ） ＝ ψ２（ｘ∗） ．

ì

î

í

ïï

ïï

（５）

右问题 Ｐ（ ＋）， ｘ∗ ≤ ｘ ≤ １：

　 　
μ２ ｄ２ｕ－ （ ＋）

ｄｘ２
＝ ｆ２（ｕ

－ （ ＋），ｘ，μ），

ｕ－ （ ＋）（ｘ∗，μ） ＝ ψ２（ｘ∗）， ｕ－ （ ＋）（１，μ） ＝ ｕ１ ．

ì

î

í

ïï

ïï

（６）

它们同时满足

　 　 ｄ２ｕ－ （ －）

ｄｘ２ （ｘ∗，μ） ＝ ｄ２ｕ－ （ ＋）

ｄｘ２ （ｘ∗，μ） ． （７）

后文中，我们将分别构造左问题和右问题的形式渐近解，再在点 ｘ ＝ ｘ０ 处进行光滑缝接．
２．１　 左问题形式渐近解的构造

先讨论左问题，注意到退化解 φ１（ｘ），φ２（ｘ） 在 ｘ ∈ （０，ｘ０） 上的某点相交．
条件 ２　 假设存在 ｘ０ ∈ （０，ｘ０）， 具有

　 　
φ１（ｘ） ＞ φ２（ｘ），　 　 ０ ≤ ｘ ＜ ｘ０，
φ１（ｘ） ＝ φ２（ｘ），　 　 ｘ ＝ ｘ０，

φ１（ｘ） ＜ φ２（ｘ），　 　 ｘ０ ＜ ｘ ≤ ｘ０，

ì

î

í

ï
ï

ïï

并且在点 ｘ０ 处满足

　 　 ｆ１（ｕ，ｘ０，０） ≠ ｆ２（ｕ，ｘ０，０） ．
对 ｆ１（ｕ，ｘ，０） 求关于 ｕ 的导数
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　 　 ｆ１ｕ（ｕ（ｘ），ｘ，０） ＝ ｈ（ｘ）（２ｕ（ｘ） － φ１（ｘ） － φ２（ｘ）） ． （８）
由条件 ２ 可得

　 　
ｆ１ｕ（φ１（ｘ），ｘ，０） ＞ ０，　 　 ０ ≤ ｘ ＜ ｘ０，

ｆ１ｕ（φ１（ｘ），ｘ，０） ＜ ０，　 　 ｘ０ ＜ ｘ ≤ ｘ０，{
　 　

ｆ１ｕ（φ２（ｘ），ｘ，０） ＜ ０，　 　 ０ ≤ ｘ ＜ ｘ０，

ｆ１ｕ（φ２（ｘ），ｘ，０） ＞ ０，　 　 ｘ０ ＜ ｘ ≤ ｘ０ ．{
构造退化方程 ｆ１（ｕ，ｘ，μ） ＝ ０ 的复合退化解：

　 　 ｕ－（ｘ） ＝
φ１（ｘ），　 　 ０ ≤ ｘ ≤ ｘ０，

φ２（ｘ），　 　 ｘ０ ＜ ｘ ≤ ｘ０ ．{ （９）

条件 ３　 假设 ｇ１（ｕ
－，ｘ，０） ＞ ０．

由于在 ｘ ＝ ｘ０ 处，ｕ－（ｘ） 不可导，故将区间［０，ｘ０］ 分成三个部分，分别在区间［０，ｘ１］，Ｉδ，［ｘ２，１］ 上讨论问

题（２），记 Ｉδ ＝ （ｘ１，ｘ２） ．此处 ｘ１ ＝ ｘ０ － δ，ｘ２ ＝ ｘ０ ＋ δ，且 δ 充分小，但当 μ → ０ 时固定．
第一步　 首先在区间 ［０，ｘ１］ 上讨论问题（２），在该区间上系统满足 Ｖａｓｉｌ’ ｅｖａ 定理所有条件，构造形式

渐近解如下：

　 　 Ｕ（ －）（ｘ，μ） ＝ ｕ（ －）（ｘ，μ） ＋ Ｌｕ（τ０，μ）， τ０ ＝ ｘ
μ
， （１０）

其中

　 　
ｕ（ －）（ｘ，μ） ＝ ｕ０（ｘ） ＋ μｕ１（ｘ） ＋ μ２ ＝ ｕ２（ｘ） ＋ … ，

Ｌｕ（τ０，μ） ＝ Ｌ０ｕ（τ０） ＋ μＬ１ｕ（τ０） ＋ μ２Ｌ２ｕ（τ０） ＋ …，{ （１１）

这里 ｕｋ（ｘ） 是渐近解的正则部分系数，Ｌｋｕ（τ０） 是在 ｘ ＝ ０附近渐近解的边界层部分系数．同时要求 Ｌｋｕ（ ＋∞）
＝ ０．将式（１０）代入问题（２），可得

　 　 μ２ ｄ２

ｄｘ２ ｕ
（ －）（ｘ，μ） ＋ ｄ２

ｄτ２
０

Ｌｕ（τ０，μ） ＝

　 　 　 　 ｆ１（ｕ（ －）（ｘ，μ），ｘ，μ） ＋ ｆ１（ｕ（ －）（μτ０，μ） ＋ Ｌｕ（τ０，μ），μτ０，μ） － ｆ１（ｕ（ －）（μτ０，μ），μτ０，μ） ． （１２）
按尺度分离，可得到正则部分满足的方程为

　 　 μ２ ｄ２

ｄｘ２ ｕ
（ －）（ｘ，μ） ＝ ｆ１（ｕ（ －）（ｘ，μ），ｘ，μ） ． （１３）

边界层部分满足的方程为

　 　 ｄ２

ｄτ２
０

Ｌｕ（τ０，μ） ＝ ｆ１（ｕ（ －）（μτ０，μ） ＋ Ｌｕ（τ０，μ），μτ０，μ） － ｆ１（ｕ（ －）（μτ０，μ），μτ０，μ） ． （１４）

边界条件满足

　 　 ｕ０（０） ＋ μｕ１（０） ＋ μ２ｕ２（０） ＋ … ＋ Ｌ０ｕ（０） ＋ μＬ１ｕ（０） ＋ μ２Ｌ２ｕ（０） ＋ … ＝ ｕ０ ． （１５）
将式（１１）代入式（１２）、（１４），可得确定形式渐近解各部分满足的方程为

　 　 μ２ ｄ２

ｄｘ２ ｕ０（ｘ） ＋ μ ｄ２

ｄｘ２ ｕ１（ｘ） ＋ …æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝

　 　 　 　 ｈ１（ｘ）（ｕ０（ｘ） ＋ μｕ１（ｘ） ＋ … － φ１（ｘ））（ｕ０（ｘ） ＋ μｕ１（ｘ） ＋ … － φ２（ｘ）） －
　 　 　 　 μｇ（ｕ０（ｘ） ＋ μｕ１（ｘ） ＋ …，ｕ，μ）， （１６）

　 　 ｄ２

ｄτ２
０

（Ｌ０ｕ（τ０） ＋ μＬ１ｕ（τ０） ＋ …） ＝

　 　 　 　 ｆ１（ｕ０（ｘ） ＋ μｕ１（ｘ） ＋ … ＋ Ｌ０ｕ（τ０） ＋ μＬ１ｕ（τ０） ＋ …，μτ０，μ） －
　 　 　 　 ｆ１（ｕ０（μτ０） ＋ μｕ１（μτ０） ＋ …，μτ０，μ） ． （１７）

在式（１６）两端对 μ 进行展开，并比较同次幂系数，由条件 １ 可得

　 　 ｕ０（ｘ） ＝ φ１（ｘ） ．
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由条件 １、２，一次项 ｕ０（ｘ） 可由如下的线性代数方程唯一确定：
　 　 ｈ１（ｘ）［ｕ１（φ１（ｘ） － φ２（ｘ））］ － ｇ１（φ１（ｘ），ｘ，０） ＝ ０．

当 ｉ ≥ ２ 时，
　 　 ｈ１（ｘ）［ｕｉ（φ１（ｘ） － φ２（ｘ））］ ＝ ｇ－ ｉ（ｘ），

其中 ｇ－ ｉ 是依赖于 ｕ ｊ， ｊ ＜ ｉ 的已知函数．
在式（１７）两端对 μ 进行展开，并比较同次幂系数，结合边界条件可得各项系数满足的方程．确定

Ｌ０ｕ（τ０） 的方程为

　 　
ｄ２

ｄτ２
０

Ｌ０ｕ（τ０） ＝ ｈ１（０）（φ１（０） － φ２（０））Ｌ０ｕ（τ０） ＋ ｈ１（０）（Ｌ０ｕ（τ０）） ２，

Ｌ０ｕ（０） ＝ ｕ０ － φ１（０）， Ｌ０ｕ（ ＋ ∞） ＝ ０ ．

ì

î

í

ï
ï

ïï

（１８）

求解可得

　 　 Ｌ０ｕ（τ０） ＝
６ｋ２ｃｅ

－ｋ０τ０

（１ － ｃｅ －ｋ０τ０） ２，

其中 ｋ０ ＝ （ｋ１ｋ２） １ ／ ２，ｋ１ ＝ ｈ１（０），ｋ２ ＝ φ１（０） － φ２（０）， 且

　 　 ６ｋ２ｃ ＝ ｋ３（１ － ｃ） ２，
其中 ｋ３ ＝ ｕ１ － φ１（０） ．当 ｋ３ ＝ ０ 时，Ｌ０ｕ（τ） ≡ ０；当 ｋ３ ≠ ０ 时，求解上式可得两同号根

　 　 ｃ１，２ ＝ １ ＋ １
ｋ３

［３ｋ２ ∓ （３ｋ２（３ｋ２ ＋ ２ｋ３）） １ ／ ２］，

且有

　 　 ｄ
ｄτ

Ｌ０ｕ（０） ＝ － ｋ０ｋ３ －
１２ｋ０ｋ２ｃ２

（１ － ｃ） ３
＝ ±

ｋ０ｋ３

３ｋ２
（３ｋ２（３ｋ２ ＋ ２ｋ３）） １ ／ ２ ．

即，当 ｋ３ ＞ ０时，ｃ ＝ ｃ２，显然方程（１８）有解；当 ｋ３ ＜ ０时，ｃ ＝ ｃ２，若３ｋ２ ＋ ２ｋ３ ≥０，则方程（１８）有解．且 Ｌ０ｕ（τ０）
在 τ０ →＋ ∞ 时指数衰减．

当 ｋ ≥ １ 时，有

　 　
ｄ２

ｄτ２
０

Ｌｋｕ（τ） ＝ ｋ２
０Ｌｋｕ（τ０） ＋ ２ｋ１Ｌ０ｕ（τ０）Ｌｋｕ（τ０） ＋ ｌ（ －）ｋ （τ０），

Ｌｋｕ（０） ＝ － ｕｋ（０）， Ｌｋｕ（ ＋ ∞） ＝ ０，

ì

î

í

ïï

ïï

（１９）

其中 ｌ（ －）ｋ （τ０） 依赖于 Ｌ ｊｕ（τ）， ｊ ＜ ｋ，特别地，ｌ（ －）０ （τ０） ≡ ０．显然方程（１９）的解可以显式表达出来：

　 　 Ｌｋｕ（τ０） ＝ － ｕｋ（０）
Ｌ０ｕ（τ０）
Ｌ０ｕ（０）

＋ Ｌ０ｕ（τ０）∫τ０
０
（Ｌ０ｕ（η））

－２ｄη∫η
＋∞

Ｌ０ｕ（σ） ｌ（
－）

ｋ （σ）ｄσ ．

并且 Ｌｋｕ（τ０） 都有指数估计

　 　 ｜ Ｌｋｕ（τ０） ｜ ≤ Ｃｅｘｐ（ － κτ０），　 　 τ ≥ ０， ｋ ≥ ０．
第二步　 在区间 ［ｘ２，１］ 上讨论问题（２），构造形式渐近解如下：

　 　 Ｕ（ －）（ｘ，μ） ＝ ｕ（ －）（ｘ，μ） ＋ Ｒｕ（τ１，μ），　 　 τ１ ＝ ｘ － ｘ０

μ
， （２０）

其中

　 　
ｕ（ ＋）（ｘ，μ） ＝ ｕ－ ０（ｘ） ＋ μｕ－ １（ｘ） ＋ μ２ｕ－ ２（ｘ） ＋ … ，

Ｒｕ（τ１，μ） ＝ Ｒ０ｕ（τ１） ＋ μＲ１ｕ（τ１） ＋ μ２Ｒ２ｕ（τ１） ＋ …，{ （２１）

这里 ｕ－ ｋ（ｘ）是渐近解的正则部分系数，Ｒｋｕ（τ１）是在ｘ ＝ ｘ０ 附近渐近解的边界层部分系数， 同时要求Ｒｋｕ（ －∞）
＝ ０．将式（２０）代入问题（２），可得

　 　 μ２ ｄ２

ｄｘ２ ｕ
（ ＋）（ｘ，μ） ＋ ｄ２

ｄτ２
１

Ｒｕ（τ１，μ） ＝

　 　 　 　 ｆ１（ｕ（ ＋）（ｘ，μ），ｘ，μ） ＋ ｆ１（ｕ（ ＋）（μτ１ ＋ ｘ０，μ） ＋ Ｒｕ（τ１，μ），μτ１ ＋ ｘ０，μ） －
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　 　 　 　 ｆ１（ｕ（ ＋）（μτ１ ＋ ｘ０，μ），μτ１ ＋ ｘ０，μ） ． （２２）
按尺度分离，得到正则部分满足的方程为

　 　 μ２ ｄ２

ｄｘ２ ｕ
（ ＋）（ｘ，μ） ＝ ｆ１（ｕ（ ＋）（ｘ，μ），ｘ，μ）， （２３）

边界层部分满足的方程为

　 　 ｄ２

ｄτ２
１

Ｒｕ（τ１，μ） ＝

　 　 　 　 ｆ１（ｕ（ ＋）（μτ１ ＋ ｘ０，μ） ＋ Ｒｕ（τ１，μ），μτ１ ＋ ｘ０，μ） － ｆ１（ｕ（ ＋）（μτ１ ＋ ｘ０，μ），μτ１ ＋ ｘ０，μ） ． （２４）
边界条件满足

　 　 ｕ０（ｘ０） ＋ μｕ１（ｘ０） ＋ μ２ｕ２（ｘ０） ＋ … ＋ Ｒ０ｕ（０） ＋ μＲ１ｕ（０） ＋ μ２Ｒ２ｕ（０） ＋ … ＝ ｐ（μ）， （２５）
此处

　 　 ｐ（μ） ＝ ｐ０ ＋ μｐ１ ＋ … ＋ μｋｐｋ ＋ … ．
将式（２１）代入式（２３）、（２４），可得确定形式渐近解各部分满足的方程为

　 　 μ２ ｄ２

ｄｘ２ ｕ
－
０（ｘ） ＋ μ ｄ２

ｄｘ２ ｕ
－
１（ｘ） ＋ …æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝

　 　 　 　 ｈ（ｘ）（ｕ－ ０（ｘ） ＋ μｕ－ １（ｘ） ＋ … － φ１（ｘ））（ｕ
－
０（ｘ） ＋ μｕ－ １（ｘ） ＋ … － φ２（ｘ）） －

　 　 　 　 μｇ（ｕ－ ０（ｘ） ＋ μｕ－ １（ｘ） ＋ …，ｘ，μ）， （２６）

　 　 ｄ２

ｄτ２
１

（Ｒ０ｕ（τ１） ＋ μＲ１ｕ（τ１） ＋ …ｇ） ＝

　 　 　 　 ｆ１（ｕ
－
０（ｘ） ＋ μｕ－ １（ｘ） ＋ … ＋ Ｒ０ｕ（τ１） ＋ μＲ１ｕ（τ１） ＋ …，μτ１ ＋ ｘ０，μ） －

　 　 　 　 ｆ１（ｕ０（μτ１ ＋ ｘ０） ＋ μｕ１（μτ１ ＋ ｘ０） ＋ …，μτ１ ＋ ｘ０，μ） ． （２７）
在式（２６）两端对 μ 进行展开，并比较同次幂系数，由条件 １ 可得

　 　 ｕ－ ０（ｘ） ＝ φ２（ｘ） ．
由条件 １、２，一次项 ｕ－ ０ 可由如下的线性代数方程唯一确定：

　 　 ｈ１（ｘ）［ｕ
－
１（φ２（ｘ） － φ１（ｘ））］ － ｇ（φ２（ｘ），ｘ，０） ＝ ０．

当 ｉ ≥ ２ 时，
　 　 ｈ１（ｘ）［ｕｉ（φ１（ｘ） － φ２（ｘ））］ ＝ ｇｉ（ｘ），

其中 ｇｉ 是依赖于 ｕ－ ｊ， ｊ ＜ ｉ 的已知函数．
在式（２７）两端对 μ 进行展开，并比较同次幂系数，结合边界条件可得各项系数满足的方程．确定

Ｒ０ｕ（τ１） 的方程为

　 　
ｄ２

ｄτ２
１

Ｒ０ｕ（τ１） ＝ ｈ１（ｘ０）（φ２（０） － φ１（０）Ｒ０ｕ（τ１） ＋ ｈ１（ｘ０）（Ｒ０ｕ（τ１）） ２，

Ｒ０ｕ（０） ＝ ｐ０ － φ２（ｘ０）， Ｒ０ｕ（ － ∞） ＝ ０ ．

ì

î

í

ï
ï

ïï

（２８）

求解可得

　 　 Ｒ０ｕ（τ１） ＝
６ｋ２ｃ

－ｅ ｋ－ ０τ１

（１ － ｃ－ｅ ｋ－ ０τ１） ２
，

其中 ｋ
－
０ ＝ （ｋ

－
１ｋ
－
２） １ ／ ２，ｋ

－
１ ＝ ｈ１（ｘ０），ｋ

－
２ ＝ φ２（ｘ０） － φ１（ｘ０）， 且

　 　 ６ｋ
－
２ｃ
－ ＝ ｋ

－
３（１ － ｃ－） ２，

其中 ｋ
－
３ ＝ ｐ０ － φ２（ｘ０） ．当 ｋ

－
３ ＝ ０ 时，Ｒ０ｕ（τ１） ≡ ０；当 ｋ

－
３ ≠ ０ 时，求解上式可得两同号根

　 　 ｃ－ １，２ ＝ １ ＋ １
ｋ
－
３

［３ｋ
－
２ ∓ （３ｋ

－
２（３ｋ

－
２ ＋ ２ｋ

－
３）） １ ／ ２］，

且有
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　 　 ｄ
ｄτ１

Ｒ０ｕ（０） ＝ ｋ
－
０ｋ
－
３ ＋

１２ｋ
－
０ｋ
－
２ｃ
－ ２

（１ － ｃ－） ３
＝ ±

ｋ
－
０ｋ
－
３

３ｋ
－
２

（３ｋ
－
２（３ｋ

－
２ ＋ ２ｋ

－
３）） １ ／ ２ ．

由于 ｐ ∈ ［ψ３（ｘ０），φ２（ｘ０）］，故 ｋ
－
３ ＜ ０，ｃ－ ＝ ｃ－ １，当 ３ｋ

－
２ ＋ ２ｋ

－
３ ≥ ０ 时，方程（２８）有解，且 Ｒ０ｕ（τ０） 在 τ１ →－ ∞

时指数衰减．
当 ｋ ≥ １ 时，有

　 　
ｄ２

ｄτ２
１

Ｒｋｕ（τ１） ＝ ｋ
－ ２
０Ｒｋｕ（τ１） ＋ ｌ（ ＋）ｋ （τ１），

Ｒｋｕ（０） ＝ ｐｋ － ｕ－ ｋ（ｘ０）， Ｒ ｉｕ（ － ∞） ＝ ０，

ì

î

í

ï
ï

ïï

（２９）

其中 ｌ（ ＋）ｋ （τ１） 依赖于 Ｒ ｊｕ（τ１）， ｊ ＜ ｋ，特别地，ｌ（ ＋）０ （τ） ＝ ０．显然方程（２９）的解可以显式表达出来：

　 　 Ｒｋｕ（τ１） ＝ （ｐｋ － ｕ－ ｋ（０））
Ｒ０ｕ（τ１）
Ｒ０ｕ（０）

＋ Ｒ０ｕ（τ１）∫τ１
０
（Ｒ０ｕ（η））

－２ｄη∫η
－∞

Ｒ０ｕ（σ） ｌ（
＋）

ｋ （σ）ｄσ ． （３０）

并且 Ｒｋｕ（τ１） 都有指数估计

　 　 ｜ Ｒｋｕ（τ１） ｜ ≤ Ｃｅｘｐ（κτ１），　 　 τ１ ≤ ０， ｋ ≥ １．
２．２　 左问题退化方程的正则化

由条件 ３ 和式（９）可知， ｕ－（ｘ） 是区间［０，ｘ０］ 上的连续函数，但在 ｘ ＝ ｘ０ 处不可导，且 ｆ１ｕ（ｕ
－（ｘ０），ｘ０，０） ＝

０ ．文献［１４］ 将退化方程 ｆ１（ｕ，ｘ，０） ＝ ０ 修正为如下形式的正则化方程：
　 　 ｈ１（ｘ）（ｕ － φ１（ｘ））（ｕ － φ２（ｘ）） － μｇ１（ｕ，ｘ，０） ＝ ０． （３１）
由于条件 １ 在 ｘ０ 的充分小 δ邻域内（记为 Ｉδ） 有 ｇ１（ｕ

－，ｘ，０） ＞ ０， 所以在该邻域内方程（３１）有两个不同

光滑实根， 设其中一个大的为

　 　 φ（ｘ，μ） ＝ １
２

{ φ１（ｘ） ＋ φ２（ｘ） ＋ ［（φ１（ｘ） － φ２（ｘ）） ２ ＋ ４μＨ（φ（ｘ，μ），ｘ，０）］ １ ／ ２ } ， （３２）

式中 Ｈ（φ（ｘ，μ），ｘ，０） ＝ ｈ －１
１ （φ，ｘ）ｇ１（φ，ｘ，０） ．显然 φ（ｕ，ｘ） 是区域 Ω１ ＝ { （ｘ，μ） ｜ ｘ ∈ ［０，ｘ０］，０ ≤ μ ≤ μ０ }

上的充分光滑函数．
如图 ２ 所示， ｕ－（ｘ） 与正则化后求得的 φ（ｘ，μ） 在区域 Ω１ 上非常接近．往下将在区域 Ω１ 上证明 ｕ－（ｘ） 与

φ（ｘ，μ） 的关系．

图 ２　 ｕ－（ｘ） 与 φ（ｘ，μ） 的示意图

Ｆｉｇ． ２　 Ｓｃｈｅｍａｔｉｃ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ｕ－（ｘ） ａｎｄ φ（ｘ， μ）

根据式（９）和（３２），当 ｘ ∈ Ｉδ 时，Ｈ１（ｘ，φ（ｘ，μ）） ≥ ｃ１ ＞ ０（ｃ１ 是常数），此时

　 　 ０ ≤ φ（ｘ，μ） － ｕ－（ｘ） ≤ ｃ２ μ ．
当 ｘ ∈ ［０，ｘ０］ ＼ Ｉδ 时，总有 ｜ φ１（ｘ） － φ２（ｘ） ｜ ≥ ｃδ，其中 ｃδ 仅依赖于 δ， 此时

　 　 ｜ φ（ｘ，μ） － ｕ－（ｘ） ｜ ＝ ２μＨ［（（φ１（ｘ） － φ２（ｘ）） ２ ＋ ４μＨ） １ ／ ２ ＋｜ φ１（ｘ） － φ２（ｘ） ｜ ］ －１ ＝ Ｏ（μ） ．
则可用光滑函数 φ（ｕ，ｘ） 替换 ｕ－， 且满足如下的零次近似表达式：

　 　 φ（ｘ，μ） － ｕ－（ｘ） ＝ Ｏ（ μ ），　 　 ｘ ∈ Ｉδ，

Ｏ（μ）， ｘ ∈ ［０，ｘ０］ ＼［ Ｉδ］ ．{ （３３）
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２．３　 左问题解的存在性及渐近表达式

虽然 Ｌ０ｕ（τ０），Ｒ０ｕ（τ１） 分别在 ｘ ∈ ［０，ｘ１］，ｘ ∈ ［ｘ２，ｘ０］ 上求得，但在 ｘ ∈ （０，ｘ０） 处，Ｌ０ｕ（τ），Ｒ０ｕ（τ１）
和其导数都是指数小．可认为 Ｌ０ｕ（τ），Ｒ０ｕ（τ１） 在 ｘ∈［０，ｘ０］ 都成立．即 Ｌ０ｕ（τ），Ｒ０ｕ（τ１） 在 ｘ∈［０，ｘ０］ 上连

续．并且下述引理成立．
引理 １　 若条件 １、２ 满足，则对于充分小的 μ， 奇摄动问题（２）存在解 ｕ（ｘ，μ）， 并且有渐近表达式：

　 　 ｕ（ｘ，μ） ＝ φ（ｘ，μ） ＋ Ｌ０ｕ
ｘ
μ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ Ｒ０ｕ

ｘ － ｘ０

μ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ Ｏ（μ），　 　 ０ ≤ ｘ ≤ ｘ０ ． （３４）

证明　 记

　 　 Ｕ０（ｘ，μ） ＝ φ（ｘ，μ） ＋ Ｌ０ｕ
ｘ
μ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ Ｒ０ｕ

ｘ － ｘ０

μ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ．

构造上下解

　 　 Ｕ－ （ｘ，μ） ＝ Ｕ０（ｘ，μ） － Ａμ， （３５）

　 　 Ｕ
－
（ｘ，μ） ＝ Ｕ０（ｘ，μ） ＋ Ａμ， （３６）

其中 Ａ 为正常数，
① 显然，当 Ａ ＞ ０ 时，

　 　 Ｕ－ ≤ Ｕ
－
，

即当 ｘ ∈ ［０，ｘ０］ 时，Ｕ－ ≤ Ｕ
－
恒成立．

② 由式（３５）和（３６），对于充分大的 Ａ 可得

　 　

Ｕ－ （０，μ） ＝ φ（０，μ） ＋ ｕ０ － φ０ － Ａμ ≤ ０，

Ｕ
－
（０，μ） ＝ φ（０，μ） ＋ ｕ０ － φ０ ＋ Ａμ ≥ ０，

Ｕ－ （ｘ
０，μ） ＝ φ（ｘ０，μ） ＋ ｐ０ － φ０ － Ａμ ≤ ０，

Ｕ
－
（ｘ０，μ） ＝ φ（ｘ０，μ） ＋ ｐ０ － φ０ ＋ Ａμ ≥ ０ ．

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

（３７）

③ 对充分小的 μ，对 φ″（ｘ，μ） 进行估计，存在某正常数 Ｃδ， 使得

　 　
φ″（ｘ，μ） ＝ Ｏ（１），　 　 ｘ ∈ Ｉδ，

｜ φ″（ｘ，μ） ｜ ≤ Ｃδ，　 　 ｘ ∈ ［０，ｘ０］ ＼ Ｉδ ．
{

由于 ｆ１ｕ（φ（ｘ，μ），ｘ，０） ＝ ｈ１（ｘ）（２φ（ｘ，μ） － φ１（ｘ） － φ２（ｘ））， 根据条件 １，设
　 　 ｈ１（ｘ） ≥ ｍ１ ＞ ０，　 　 ０ ≤ ｘ ≤ ｘ０，

ｍ１ 为常数，经计算，存在 ｃ１ ＞ ０， 使得

　 　 ｈ１（２φ － φ１ － φ２） ＝ ｈ［（φ１（ｘ） － φ２（ｘ）） ２ ＋ ４μＨ］ １ ／ ２ ≥ ｍ１ｃ１ μ ．
则对充分小 μ 和 δ， 有

　 　
ｆ１ｕ（φ，ｘ，０） ≥ ｍ１ｃ１ μ Ｍ μ ，　 　 ｘ ∈ Ｉδ，

ｆ１ｕ（φ，ｘ，０） ≥ ｍ１ｃδ ＋ Ｏ（μ），　 　 ｘ ∈ ［０，ｘ０］ ＼ Ｉδ ．
{ （３８）

由上式可得

　 　 ｆ１ｕ（φ，ｘ，０） ＞ ０． （３９）
为了验证 Ｎａｇｕｍｏ 条件（２），需要在 ｘ∈［０，ｘ１］，ｘ∈ Ｉδ，ｘ∈［ｘ２，ｘ０］ 上进行验证，往下只在 ｘ∈［０，ｘ１］，

ｘ ∈ Ｉδ 上进行验证．在 ｘ ∈ ［ｘ２，ｘ０］ 上的讨论完全类似于在 ｘ ∈ ［０，ｘ１］ 上的讨论．
在区间 ｘ ∈ ［０，ｘ１］ 上，
　 　 ＬμＵ－ ＝ μ２Ｕ－ ″ － ｆ１（Ｕ－ ，ｘ，μ） ＝ ［μ２Ｕ″０ － ｆ１（Ｕ０，ｘ，μ）］ － ［ ｆ１（Ｕ－ ，ｘ，μ） － ｆ１（Ｕ０，ｘ，μ）］ ＝

　 　 　 　 μ２φ″（ｘ，μ） － ｆ１（φ（ｘ，μ），ｘ，μ） ＋ ｄ２

ｄτ２
０

Ｌ０ｕ（τ０） ＋ ＮＮＳＴ ＋

　 　 　 　 ［ ｆ１（（φ（μτ０，μ），μ） ＋ Ｌ０ｕ（τ０），μτ０，μ） － ｆ１（φ（μτ０，μ），μτ０，μ）］ －
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　 　 　 　 ［ ｆ１（Ｕ－ ，ｘ，μ） － ｆ１（Ｕ０，ｘ，μ）］ ＝

　 　 　 　 Ｏ（μ２） ＋ Ｏ（μ） ＋ Ａμｆ１ｕ（φ（ｘ，μ） ＋ Ｌ０ｕ（τ） ＋ ＮＮＳＴ，ｘ，０）， （４０）
其中 ＮＮＳＴ 为指数小．

条件 ４　 假设

　 　 ｕ０ ∈
φ１（０） － φ２（０）

２
，ｌ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ， ｐ（μ） ∈

φ２（０） － φ１（０）
２

，φ２（０）
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ．

由条件 ４，可得

　 　 ｆ１ｕ（φ（ｘ，μ） ＋ Ｌ０ｕ（τ） ＋ ＮＮＳＴ，ｘ，０） ≥ ｍ１（２φ（ｘ，μ） － φ１（ｘ） － φ２（ｘ） ＋ ２Ｌ０ｕ（τ） ＋ ＮＮＳＴ） ＞ ０．
对于充分大的 Ａ 和充分小的 μ， 有

　 　 ＬμＵ－ ＞ ０，　 　 ０ ≤ ｘ ≤ ｘ１，
类似可得

　 　 ＬμＵ
－

＜ ０，　 　 ｘ２ ≤ ｘ ≤ ｘ０ ．
在区间 ｘ ∈ Ｉδ 上，
　 　 ＬμＵ－ ＝ μ２Ｕ－ ″ － ｆ１（Ｕ－ ，ｘ，μ） ＝

　 　 　 　 μ２φ″（ｘ，μ） － ｆ１（φ（ｘ，μ） ＋ ＮＮＳＴ － Ａμ，ｘ，μ） ＋ ＮＮＳＴ ＝
　 　 　 　 Ｏ（μ３ ／ ２） － ［ ｆ１（φ（ｘ，μ），ｘ，０） － μｇ１（φ（ｘ，μ），ｘ，０） ＋ Ｏ（μ２）］ ＋ Ａμｆ１ｕ（φ（ｘ，μ），ｘ，μ） ＋ ＮＮＳＴ ＝
　 　 　 　 Ｏ（μ３ ／ ２） ＋ Ａμｆ１ｕ（φ（ｘ，μ），ｘ，０） ． （４１）

由式（４１），对于充分大的 Ａ 和充分小的 μ， 有

　 　 ＬμＵ－ ＞ ０，　 　 ｘ ∈ Ｉδ，
类似可得

　 　 ＬμＵ
－

＜ ０，　 　 ｘ ∈ Ｉδ ．

则对于任意 ｘ ∈ ［０，ｘ０］，ＬμＵ－ μ２Ｕ－ ″ － ｆ１（Ｕ－ ，ｘ，μ） ≥ ０ ≥ ＬμＵ
－
恒成立．

综上所诉，式（３５）和（３６）分别为问题（２）的下解和上解．
根据 Ｎａｇｕｍｏ 定理，原问题（２）的解存在，且满足

　 　 Ｕ－ （ｘ，μ） ≤ ｕ（ｘ，μ） ≤ Ｕ
－
（ｘ，μ） ．

因此式（３４）成立．引理 １ 得证．
由引理 １ 和式（９）可得如下结果．
定理 １　 若条件 １—４ 成立，那么对于充分小的 μ ＞ ０， 问题（２）的解 ｕ（ｘ，μ） 存在，且有如下表达式：

　 　 ｕ（ｘ，μ） ＝ ｕ－（ｘ） ＋ Ｌ０ｕ
ｘ
μ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ Ｒ０ｕ

ｘ － ｘ０

μ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ Ｏ（μ），　 　 ０ ≤ ｘ ≤ ｘ０ ．

定理 ２　 若条件 １—４ 成立，那么对于充分小的 μ ＞ ０， 问题（２）的解 ｕ（ｘ，μ） 存在， 且有如下渐近展开式：

　 　 ｕ（ｘ，μ） ＝

∑
ｎ

ｋ ＝ ０
μｋｕｋ（ｘ） ＋ ∑

ｎ

ｋ ＝ ０
μｋＬｋｕ（τ０） ＋ Ｏ（μｎ），　 　 ０ ≤ ｘ ≤ ｘ１，

ｕ－（ｘ） ＋ Ｏ（μ）， ｘ１ ＜ ｘ ＜ ｘ２，

∑
ｎ

ｋ ＝ ０
μｋｕ－ ｋ（ｘ） ＋ ∑

ｎ

ｋ ＝ ０
μｋＲｋｕ（τ１） ＋ Ｏ（μｎ）， ｘ２ ≤ ｘ ≤ ｘ０ ．

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

３　 右问题形式渐近解的构造

接下来讨论右问题，为讨论方便，不妨设 ψ１（１） ＜ ｕ１ ＜ ψ２ （１），可认为问题（３）是由下述两个问题的解

在某点 ｘ∗ ∈ （ｘ０，１） 光滑缝接而成．
左问题 Ｐ －，ｘ０ ≤ ｘ ＜ ｘ∗：
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μ２ ｄ２ｕ－ （ －）

ｄｘ２
＝ ｆ２（ｕ

－ （ －），ｘ，μ），

ｕ－ （ －）（ｘ０，μ） ＝ ｐ（μ）， ｕ－ （ －）（ｘ∗，μ） ＝ ψ２（ｘ∗） ．

ì

î

í

ïï

ïï

（４２）

右问题 Ｐ ＋，ｘ∗ ≤ ｘ ≤ １：

　 　
μ２ ｄ２ｕ－ （ ＋）

ｄｘ２
＝ ｆ２（ｕ

－ （ ＋），ｘ，μ），

ｕ－ （ ＋）（ｘ∗，μ） ＝ ψ２（ｘ∗）， ｕ－ （ ＋）（１，μ） ＝ ｕ１ ．

ì

î

í

ïï

ïï

（４３）

用边界层函数法构造左右问题解的渐近表达式：

　 　 ｕ－ （ －）（ｘ，μ） ＝ ｕ－ （ －）（ｘ，μ） ＋ Ｒ
－
ｕ（τ１，μ） ＋ Ｑ（ －）ｕ（τ２，μ），　 　 ｘ０ ≤ ｘ ＜ ｘ∗， （４４）

　 　 ｕ－ （ ＋）（ｘ，μ） ＝ ｕ－ （ ＋）（ｘ，μ） ＋ Ｒｕ（τ３，μ） ＋ Ｑ（ ＋）ｕ（τ２，μ），　 　 ｘ∗ ≤ ｘ ≤ １， （４５）
其中 τ２ ＝ （ｘ － ｘ∗）μ －１，τ３ ＝ （ｘ － １）μ －１， ｕ－ （∓）（ｘ，μ） 为渐近解的正则部分，而 Ｑ（∓）ｕ（τ０，μ） 为内部层部分，

Ｒ
－
ｕ（τ１，μ），Ｒｕ（τ３，μ） 分别为 ｘ ＝ ｘ０，ｘ ＝ １ 的边界层部分，它们可表示成

　 　 ｕ－ （∓）（ｘ，μ） ＝ ｕ－ （∓）
０ （ｘ） ＋ μｕ－ （∓）

１ （ｘ） ＋ μ２ｕ－ （∓）
２ （ｘ） ＋ … ． （４６）

式（４６）为正则级数形式．

　 　
Ｒ
－
ｕ（τ１，μ） ＝ Ｒ

－

０ｕ（τ１） ＋ μＲ
－

１ｕ（τ１） ＋ μ２Ｒ
－

２ｕ（τ１） ＋ …，

Ｒｕ（τ３，μ） ＝ Ｒ０ｕ（τ３） ＋ μＲ１ｕ（τ３） ＋ μ２Ｒ２ｕ（τ３） ＋ …{ （４７）

为在 ｘ ＝ ｘ０，ｘ ＝ １ 边界层级数形式．
　 　 Ｑ（∓）ｕ（τ０，μ） ＝ Ｑ（∓）

０ ｕ（τ） ＋ μＱ（∓）
１ ｕ（τ） ＋ μ２Ｑ（∓）

２ ｕ（τ） ＋ … （４８）
为在 ｘ∗ 邻域的内部层级数形式，这里

　 　 ｘ∗ ＝ ｘ－ ０ ＋ μｘ－ １ ＋ μ２ｘ－ ２ ＋ … ． （４９）

往下，我们将确定未知函数 ｕ－ （∓）
ｉ （ｘ），Ｑ（∓）

ｉ ｕ（τ），Ｒ
－
ｕ（τ１，μ），Ｒｕ（τ３，μ） 和未知数 ｘ－ ｉ，ｉ ≥ ０．

首先， ｕ－ （∓）（ｘ，μ） 满足如下方程：
　 　 μ２ｕ－ （∓） ″ ＝ ｆ２（ｕ

－ （∓），ｘ，μ） ． （５０）
把式（４６）代入式（５０）可得确定 ｕ－ （∓）

ｉ 的方程

　 　 ０ ＝ ｆ２（ｕ
－ （∓）
０ ，ｘ，０）， ０ ＝ ｆ

－
ｕ（ｘ）ｕ

－ （∓）
１ ＋ ｆ

－
μ（ｘ）， ｕ－ （∓） ″

０ ＝ ｆ
－
ｕ（ｘ）ｕ

－ （∓）
２ ＋ ｆ３（ｘ）， …，

其中 ｆ３（ｘ） ＝ １
２
［ ｆ

－
ｕ２（ｘ）ｕ

－
１
（∓）２ ＋ ２ ｆ

－
ｕμ（ｘ）ｕ

－ （∓）
１ ＋ ｆ

－
μ２（ｘ）］，而 ｆ

－
（·）（ｘ） ＝ ｆ２，（·）（ｕ

－ （∓）
０ （ｘ），ｘ，０） ．

根据条件 １，可求得

　 　 ｕ－ （∓）
０ （ｘ） ＝

ψ３（ｘ），　 　 ｘ０ ≤ ｘ ＜ ｘ∗，

ψ１（ｘ），　 　 ｘ∗ ＜ ｘ ≤ １，{
　 　 ｕ－ （∓）

１ （ｘ） ＝ － ［ ｆ
－
ｕ（ｘ）］

－１ ｆ
－
μ（ｘ）， ｕ－ （∓）

２ （ｘ） ＝ ［ ｆ
－
ｕ（ｘ）］

－１（ｕ－ ０
（∓） ″（ｘ） － ｆ３（ｘ））， … ．

将式（４４）、（４５）代入式（４２）、（４３）， Ｒ
－
ｕ（τ１，μ），Ｒｕ（τ３，μ），Ｑ（∓）ｕ（τ２，μ） 满足的方程和边值为

　 　

ｄ２

ｄτ２
１

Ｒ
－
ｕ ＝ ｆ２（ｕ

－ （ －）（ｘ０ ＋ μτ１，μ） ＋ Ｒ
－
ｕ，ｘ０ ＋ μτ１，μ） －

　 　 ｆ２（ｕ
－ （ －）（ｘ０ ＋ μτ１，μ），ｘ０ ＋ μτ１，μ），

Ｒ
－
ｕ（０，μ） ＝ ｐ（μ） － ｕ－ （ －）（ｘ０，μ）， Ｒ

－
ｕ（ ＋ ∞，μ） ＝ ０，

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

（５１）

　 　

ｄ２

ｄτ２
３

Ｒｕ ＝ ｆ２（ｕ
－ （ ＋）（１ ＋ μτ３，μ） ＋ Ｒｕ，１ ＋ μτ３，μ） －

　 　 ｆ２（ｕ
－ （ ＋）（１ ＋ μτ３，μ），１ ＋ μτ３，μ），

Ｒｕ（０，μ） ＝ ｕ１ － ｕ－ （ ＋）（１，μ）， Ｒｕ（ － ∞，μ） ＝ ０，

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（５２）
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ｄ２

ｄτ２
２ Ｑ

（∓）ｕ ＝ ｆ２（ｕ
－ （∓）（ｘ∗ ＋ μτ２，μ） ＋ Ｑ（∓）ｕ，ｘ∗ ＋ μτ２，μ） －

　 　 ｆ２（ｕ
－ （∓）（ｘ∗ ＋ μτ２，μ），ｘ∗ ＋ μτ２，μ），

ｕ－ （ －）（ｘ∗，μ） ＋ Ｑ（ －）ｕ（０，μ） ＝ ｕ－ （ ＋）（ｘ∗，μ） ＋ Ｑ（ ＋）ｕ（０，μ） ＝ ψ２（ｘ∗），

Ｑｕ（∓）（∓ ∞，μ） ＝ ０ ．

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï

（５３）

把式（４７）代入式（５１），比较 μ 的同次项，可确定 Ｒ
－

０ｕ（τ１，μ） 的问题

　 　

ｄ２

ｄτ２
１

Ｒ
－

０ｕ ＝ ｆ２（ｕ
－ （ －）
０ （ｘ０） ＋ Ｒ

－

０ｕ，ｘ０，０） － ｆ２（ｕ
－ （ －）
０ （ｘ０），ｘ０，０），

Ｒ
－

０ｕ（０，μ） ＝ ｐ（μ） － ｕ－ （ －）
０ （ｘ０）， Ｒ

－

０ｕ（ ＋ ∞，μ） ＝ ０，

ì

î

í

ï
ï

ïï

（５４）

对式（５１）做变量替换

　 　 ｖ ＝ ｕ－ （ －）
０ （ｘ０） ＋ Ｒ

－

０ｕ（τ１）， ｚ ＝ ｄｖ
ｄτ１

，

可得方程和边值

　 　

ｄｖ
ｄτ１

＝ ｚ，

ｄｚ
ｄτ１

＝ ｆ（ｖ，ｘ０，０），

ｕ（∓）（ｘ０） ＝ ｐ０， ｕ（∓）（∓ ∞） ＝ ψ３（ｘ∗） ．

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

（５５）

引入辅助系统

　 　 ｄ ｚ
ｄτ

＝ ｆ（ｕ，ｘ－，０）， ｄｕ
ｄτ

＝ ｚ ．

这里 ｘ－ ∈ ［ｘ０，１］ 作为参数， 根据条件 １ 在相平面 （ｕ，ｚ） 对固定的 ｘ－，ｘ－ ∈ ［ｘ０，１］， 平衡点（ψ１，３（ｘ
－），０） 是鞍

点．在求解边界层函数主项时，下面的边值问题在 ｘ ＝ ｘ０，ｘ ＝ ｘ－ ０，ｘ ＝ １ 的可解性起着重要的作用

　 　
ｄ ｚ
ｄτｉ

＝ ｆ２（ｕ，ｘ，０），
ｄｕ
ｄτｉ

＝ ｚ，

ｕ（０） ＝ ｐｉ， ｕ（∓ ∞） ＝ ψ（ｘｉ），

ì

î

í

ïï

ïï

（５６）

这里 ｉ ＝ １，２，３．当 ｉ ＝ １ 时，τ１ ＝ （ｘ － ｘ０）μ －１，ｘ ＝ ｘ０，ｐ０ ＝ ｐ０，ψ（ｘ１） ＝ ψ３（ｘ０）；当 ｉ ＝ ２ 时，τ２ ＝ （ｘ － ｘ－ ０）μ
－１，ｘ ＝

ｘ－ ０，ｐ１ ＝ ψ２（ｘ
－
０），ψ（ｘ２） ＝ ψ２（ｘ

－
０）；当 ｉ ＝ ３ 时，τ３ ＝ （ｘ － １）μ －１，ｘ ＝ １，ｐ１ ＝ ｕ１，ψ（ｘ３） ＝ ψ１（１） ．因为方程（５６）是

可积系统，所以

　 　 Ｗｓ（ψ３） ２ (∫ ｕ～

ψ３（ｘ０）
ｆ２（ ｓ，ｘ∗，０）ｄｓ )

１ ／ ２
，　 　 ｕ ＞ ψ３（ｘ０）

是过平衡点 （ψ３（ｘ０），０） 的稳定流形．而

　 　 Ｗ
－ ｕ（ψ３） ２ (∫ ｕ～

ψ３（ ｘ－ ０）
ｆ２（ ｓ，ｘ

－
０，０）ｄｓ )

１ ／ ２
，　 　 ｕ ＜ ψ３（ｘ

－
０）

是过平衡点 （ψ３（ｘ
－
０），０） 的不稳定流形，且

　 　 Ｗｓ（ψ１） ２ (∫ ｕ～

ψ１（ ｘ－ ０）
ｆ２（ ｓ，ｘ０，０）ｄｓ )

１ ／ ２
，　 　 ｕ ＞ ψ１（ ｘ－ ０）

是过平衡点 （ψ１（ｘ
－
０），０） 的稳定流形，

　 　 Ｗ
－ ｕ（ψ１） ２ (∫ ｕ～

ψ１（１）
ｆ２（ ｓ，ｘ０，０）ｄｓ )

１ ／ ２
，　 　 ｕ ＞ ψ１（１）

是过平衡点 （ψ１（１），０） 的不稳定流形．

条件 ５　 假设在相平面 （ｕ，ｚ） 上， 直线 ｕ ＝ ψ２（ｘ
－
０） 与 Ｗ

－ ｕ（ψ３（ｘ
－
０） 和Ｗｓ（ψ１（ｘ

－
０）） 横截相交， 即， 对任意
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ｕ ∈ （ψ１（ｘ
－
０），ψ３（ｘ

－
０））， 有

　 　 ∫ ｕ～

ψ１（ ｘ－ ０）
ｆ２（ ｓ，ｘ

－
０，０）ｄｓ ＞ ０， ∫ ｕ～

ψ３（ ｘ－ ０）
ｆ２（ ｓ，ｘ

－
０，０）ｄｓ ＞ ０．

记

　 　 Ｉ（ｘ－ ０） ∫ψ１（ ｘ
－ ０）

ψ３（ ｘ－ ０）
ｆ２（ｕ，ｘ

－
０，０）ｄｕ ． （５７）

条件 ６　 假设方程 Ｉ（ｘ－ ０） ＝ ０ 有解，ｘ－ ０ ∈ （ｘ０，１），并且 Ｉ′（ｘ－ ０） ≠ ０．

由条件 ５ 可知，问题（５１）的解 Ｒ
－

０ｕ（τ１） 存在且有指数估计

　 　 ｜ Ｒ
－

０ｕ（τ１） ｜ ≤ ｃｅ －κτ１ ． （５８）

确定 Ｒ
－

ｋｕ（τ１） 的问题为

　 　

ｄ２

ｄτ２
１

Ｒ
－

ｋｕ ＝ ｆ２ｕ（τ１）Ｒ
－

ｋｕ ＋ ｈｋ（τ１），

Ｒ
－

ｋｕ（０，μ） ＝ ｐｋ － ｕ－ （ －）
ｋ （ｘ０）， Ｒ

－

ｋｕ（ ＋ ∞，μ） ＝ ０，

ì

î

í

ï
ï

ïï

（５９）

其中 ｆ２ｕ（τ１） ＝ ｆ２ｕ（τ１）（ψ３（ｘ∗） ＋ Ｒ
－

０ｕ，ｘ∗，０），而 ｈｋ（τ１） 是已知函数，它依赖于 ｕ－ ｊ
（ －）（ｘ∗），０ ≤ ｊ ≤ ｋ 和

Ｒ
－

ｊｕ（τ１），０ ≤ ｊ ≤ ｋ － １．
显然，线性方程（５９）的解可以显式表示出来：

　 　 Ｒ
－

ｋｕ ＝ （ｐｋ － ｕ－ （ －）
ｋ （ｘ０））

Ｒ
－

０ｕ（τ１）

Ｒ
－

０ｕ（０）
＋ Ｒ

－

０ｕ（τ１）∫τ１
０
（Ｒ

－

０ｕ（η））
－２ｄη∫η

＋∞
Ｒ
－

０ｕ（σ）ｈｋ（σ）ｄσ ． （６０）

把式（４７）代入式（５１）可确定 Ｒ０ｕ（τ３） 的问题为

　 　
ｄ２

ｄτ２
３

Ｒ０ｕ ＝ ｆ２（ｕ
－ （ －）
０ （１） ＋ Ｒ０ｕ，１，０） － ｆ２（ｕ

－ （ －）
０ （１），１，０），

Ｒ０ｕ（０，μ） ＝ ｕ１ － ｕ－ （ ＋）
０ （１）， Ｒ０ｕ（ － ∞，μ） ＝ ０ ．

ì

î

í

ï
ï

ïï

（６１）

类似于式（５２）、（６１）也有解，且有指数估计

　 　 ｜ Ｒ０ｕ（τ３） ｜ ≤ ｃｅκτ３ ． （６２）
确定 Ｒｋｕ（τ１） 的问题为

　 　
ｄ２

ｄτ２
３

Ｒｋｕ ＝ ｆ２ｕ（τ３）Ｒｋｕ ＋ ｈ
－

ｋ（τ３），

Ｒｋｕ（０，μ） ＝ － ｕ－ （ ＋）
ｋ （１）， Ｒｋｕ（ ＋ ∞，μ） ＝ ０，

ì

î

í

ï
ï

ïï

（６３）

其中 ｆ２ｕ（τ３） ＝ ｆ２ｕ（τ３）（ψ１（１） ＋ Ｒ０ｕ，１，０），而 ｈ
－

ｋ（τ３） 是已知函数，它依赖于 ｕ－ ｊ
（ ＋）（１），０ ≤ ｊ ≤ ｋ 和 Ｒ ｊｕ（τ３），

０ ≤ ｊ ≤ ｋ － １．
显然，线性方程（６３）的解可以显式表示出来：

　 　 Ｒｋｕ ＝ （ － ｕ－ （ ＋）
ｋ （１））

Ｒ０ｕ（τ３）
Ｒ０ｕ（０）

＋ Ｒ０ｕ（τ３）∫τ３
０
（Ｒ０ｕ（η））

－２ｄη∫η
－∞

Ｒ０ｕ（σ）ｈ
－

ｋ（σ）ｄσ ． （６４）

把式（４８）代入式（５２），可确定 Ｑ（∓）
０ ｕ（τ２） 的问题为

　 　

ｄ２

ｄτ２
２

Ｑ（∓）
０ ｕ ＝ ｆ２（ｕ

－ （∓）
０ （ｘ－ ０） ＋ Ｑ（∓）

０ ｕ，ｘ－ ０，０） － ｆ２（ｕ
－ （∓）
０ （ｘ－ ０），ｘ

－
０，０） ＝

　 　 ｆ（ｕ－ （∓）
０ （ｘ－ ０） ＋ Ｑ（∓）

０ ｕ，ｘ－ ０，０），

Ｑ（∓）
０ ｕ（０） ＝ ψ２（ｘ

－
０） － ｕ－ （∓）

０ （ｘ－ ０）， Ｑ（∓）
０ ｕ（∓ ∞） ＝ ０ ．

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（６５）

由条件 ５ 可知，问题（６５）的解 Ｑ（∓）
０ ｕ（τ２） 存在，且有指数估计

　 　 ｜ Ｑ（∓）
０ ｕ（τ２） ｜ ≤ ｃｅ －κ｜ τ２｜ ，　 　 τ２ ∈ Ｒ ． （６６）
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确定 Ｑ（∓）
１ ｕ（τ ２） 的问题为

　 　
ｄ２

ｄτ ２
２

Ｑ（∓）
１ ｕ ＝ ｆ２，ｕ（τ）Ｑ（∓）

１ ｕ ＋ ｈ（∓）
１ （τ ２），

Ｑ（∓）
１ ｕ（０） ＝ （ψ′２（ｘ

－
０） － ψ′１，３（ｘ

－
０））ｘ

－
１ － ｕ－ （∓）

１ （ｘ－ ０）， Ｑ（∓）
１ ｕ（∓ ∞） ＝ ０，

ì

î

í

ï
ï

ïï

（６７）

其中

　 　 ｈ（∓）
１ （τ ２） ＝ ｆ２，ｕ（τ ２）［ψ′１，３（ｘ

－
０）（ｘ

－
１ ＋ τ ２） ＋ ｕ－ （∓）

１ （ｘ－ ０）］ ＋ ｆ２，ｘ（τ ２）（ｘ
－
１ ＋ τ ２） ＋ ｆ２，μ（τ ２），

这里 ｆ２，（·）（τ ２） ＝ ｆ２，（·）（ｕ（∓） ＋ Ｑ（∓）
０ ｕ，ｘ－ ０，０） ．

问题（６７）的解可以显式表达出来：

　 　 Ｑ（∓）
１ ｕ（τ ２） ＝ Ｑ（∓）

１ ｕ（０）
ｚ（τ ２）
ｚ（０）

＋ ｚ（τ ２）∫τ２
０
ｚ －２（η）∫η

∓∞
ｚ（σ）ｈ（∓）

１ （σ）ｄσｄη ． （６８）

它具有类似于式（６６）的指数估计，其中 ｚ（τ ２） ＝ ｄ
ｄτ ２

Ｑ∓
０ （τ ２） ．

对 Ｑ（∓）
１ ｕ（τ ２） 求导：

　 　 ｄ
ｄτ ２

Ｑ（∓）
１ ｕ（τ ２） ＝ Ｑ（∓）

１ ｕ（０）
ｚ ′（τ ２）
ｚ（０）

＋ ｚ －１（τ ２）∫τ２
∓∞

ｚ（σ）ｈ（∓）
１ （σ）ｄσ ＋

　 　 　 　 ｚ ′（τ ２） ∫τ２
０
ｚ －２（η）∫η

∓∞
ｚ（σ）ｈ（∓）

１ （σ）ｄσｄη，

计算可得

　 　 ｄ
ｄτ ２

Ｑ（∓）
１ ｕ（０） ＝ ｚ －１（０）∫０

∓∞
ｚ（σ）ｈ（∓）

１ （σ）ｄσ ． （６９）

确定 Ｑ∓
ｋ ｕ（τ） 的方程和边值为

　 　
ｄ２

ｄτ ２
２

Ｑ∓
ｋ ｕ ＝ ｆｕ（τ）Ｑ∓

ｋ ｕ ＋ ｈ∓
ｋ （τ ２），

Ｑ∓
ｋ ｕ（０） ＝ （ψ′２（ｘ

－
０） － ψ′１，３（ｘ

－
０））ｘ

－
ｋ ＋ ｑｋ， Ｑ∓

ｋ ｕ（∓ ∞） ＝ ０，

ì

î

í

ï
ï

ïï

（７０）

其中 ｑｋ ＝ ｑｋ（ｘ
－
０，ｘ

－
１，…，ｘ－ ｋ－１） 是已知数，而

　 　 ｈ∓
ｋ （τ ２） ＝ ｆ２ｕ（τ ２）ψ′１，３（ｘ

－
０）ｘ

－
ｋ ＋ ｆｘ（τ ２）ｘ

－
ｋ ＋ ρ ｋ（σ），

这里 ρ ｋ 是依赖于 ｕ－ （∓）
ｊ ，０ ≤ ｊ ≤ ｋ 和 Ｑ（∓）

ｊ ｕ（τ ２），０ ≤ ｊ ≤ ｋ － １ 以及 ｘ ｊ， ０ ≤ ｊ ≤ ｋ － １ 的已知函数．
问题（７０）的解 Ｑ（ －）

ｋ ｕ（τ ２） 可显式表示：

　 　 Ｑ（ －）
ｋ ｕ（τ ２） ＝ Ｑ（ －）

ｋ ｕ（０）
ｚ（τ ２）
ｚ（０）

＋ ｚ（τ ２） ∫
０

τ
ｚ －２（η）Ｊｋ（η）ｄη，

其中 Ｊｋ（η） ＝ ∫η
－∞

ｚ（σ）ｈ（ －）
ｋ （σ）ｄσ， 计算它的导数

　 　 ｄ
ｄτ ２

Ｑ（ －）
ｋ ｕ（τ ２） ＝ Ｑ（ －）

ｋ ｕ（０）
ｚ ′（τ ２）
ｚ（０）

＋ ｚ′（τ ２）∫τ２
０
ｚ －２（η）Ｊｋ（η）ｄη ＋ ｚ －１（τ ２）Ｊｋ（τ ２） ．

因为 ｚ ′（０） ＝ ｄ２

ｄτ ２
２

Ｑ（ －）
０ ｕ（０） ＝ ｆ２（ψ ２（ｘ

－
０），ｘ

－
０，０） ＝ ０， 所以

　 　 ｄ
ｄτ ２

Ｑ（ －）
ｋ ｕ（０） ＝ ｚ －１（０）∫０

－∞
ｚ（σ）ｈ（ －）

ｋ （σ）ｄσ ． （７１）

同理可得

　 　 ｄ
ｄτ ２

Ｑ（ ＋）
ｋ ｕ（０） ＝ ｚ －１（０）∫０

＋∞
ｚ（σ）ｈ（ ＋）

ｋ （σ）ｄσ ．

引理 ２　 如果 Ｑ（∓）
１ ｕ 满足式（６９），则有如下表达式：

　 　 ｚ（０）
ｄＱ（ －）

１ ｕ
ｄτ ２

（０） －
ｄＱ（ ＋）

１ ｕ
ｄτ ２

（０）
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
＝
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　 　 　 　 ｚ（０）［ － ψ′３（ｘ
－
０） ＋ ψ′１（ｘ

－
０）］ ＋ ｘ－ １∫ψ１（ ｘ

－ ０）

ψ３（ ｘ－ ０）
ｆ２ｘ（ｕ，ｘ

－
０，０）ｄｕ ＋

　 　 　 　 ∫＋∞

－∞
ｆ２ｕ（τ ２）τ ２ ｚ（τ ２）ｄτ ＋ ∫ψ１（ ｘ

－ ０）

ψ３（ ｘ－ ０）
ｆ２μ（ｕ，ｘ

－
０，０）ｄｕ ． （７２）

把光滑缝接条件（７）写成

　 　 μ ｄ２ｕ－ （ －）

ｄｘ２ （ｘ∗，μ） － μ ｄ２ｕ－ （ ＋）

ｄｘ２ （ｘ∗，μ） ＝ ０．

因为 ｚ（０） ≠ ０， 所以我们记

　 　 Ｈ１（ｘ∗，μ） ＝ ｚ（０） μ ｄ
ｄτ

ｕ（ －）（ｘ∗，μ） － μ ｄ
ｄτ

ｕ（ ＋）（ｘ∗，μ）é

ë
êê

ù

û
úú ＝ ０． （７３）

把式（４４）—（４９）代入式（７３），并展开成 μ 的幂级数：
　 　 Ｈ１（ｘ∗，μ） ＝ Ｉ（ｘ－ ０） ＋ μ［ Ｉ′（ｘ－ ０）ｘ

－
１ ＋ Ｉ１（ｘ

－
０）］ ＋ … ＋ μ ｋ［ Ｉ′（ｘ－ ０）ｘｋ ＋ Ｉｋ］ ＋ … ＝ ０， （７４）

其中 Ｉ（ｘ－ ０） 由式（５７）确定， Ｉ′（ｘ－ ０）ｘ
－
１ ＋ Ｉ１（ｘ

－
０） 就是引理 １ 中的式（７２）．

根据条件 ６，由式（７４）可求得

　 　 ｘ－ ｋ ＝ － （ Ｉ′（ｘ－ ０））
－１Ｉｋ（ｘ

－
０，…，ｘ－ ｋ－１），　 　 ｋ ≥ ２， （７５）

其中 Ｉｋ 是仅依赖于 ｘ－ ｊ，０ ≤ ｊ ≤ ｋ － １ 的实数．
到此为止，我们可以确定式（４４）—（４９）中的所有未知函数，也就是说构造好了形式渐近解（４４）、（４５）．

３．１　 右问题解的存在性及渐近解的估计

记 Ｕ（∓）
ｎ （ｘ，μ） 为已构造的幂级数（４４）、（４５）的部分和

　 　 Ｕ
－ （ －）
ｎ （ｘ，μ） ＝ ∑

ｎ

ｋ ＝ ０
μ ｋ（ｕ－ （ －）

ｋ （ｘ） ＋ Ｒ
－

ｋｕ（τ １） ＋ Ｑ（ －）
ｋ ｕ（τ ２）），

　 　 Ｕ
－ （ ＋）
ｎ （ｘ，μ） ＝ ∑

ｎ

ｋ ＝ ０
μ ｋ（ｕ－ （ ＋）

ｋ （ｘ） ＋ Ｒｋｕ（τ ３） ＋ Ｑ（ ＋）
ｋ ｕ（τ ２）） ．

由文献［１７］的余项估计，可得如下定理．
定理 ３　 如果满足假设条件 １、５、６，那么对于充分小的 μ ＞ ０， 问题 Ｐ － （４２），问题 Ｐ ＋ （４３）的解 ｕ－ （∓）（ｘ，

μ） 存在，且有如下的渐近表达式：

　 　
ｕ－ （ －）（ｘ，μ） ＝ Ｕ

－ （ －）
ｎ （ｘ，μ） ＋ Ｏ（μ ｎ＋１），

ｕ－ （ ＋）（ｘ，μ） ＝ Ｕ
－ （ ＋）
ｎ （ｘ，μ） ＋ Ｏ（μ ｎ＋１） ．{ （７６）

对导数 ｄｕ－ （∓）（ｘ，μ） ／ ｄｘ 有如下的渐近表达式：

　 　

ｄ
ｄｘ

ｕ－ （ －）（ｘ，μ） ＝ ｄ
ｄｘ

Ｕ
－ （ －）
ｎ （ｘ，μ） ＋ Ｏ（μ ｎ），　 　 ０ ≤ ｘ ＜ ｘ∗，

ｄ
ｄｘ

ｕ－ （ ＋）（ｘ，μ） ＝ ｄ
ｄｘ

Ｕ
－ （ ＋）
ｎ （ｘ，μ） ＋ Ｏ（μ ｎ），　 　 ｘ∗ ≤ ｘ ≤ １ ．

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（７７）

接下来为了证明右问题存在阶梯状解，重新回到左右问题 Ｐ（ －），Ｐ（ ＋）， 并假设

　 　 ｘ∗ ＝ ｘ δ
～ ≡ ｘ０ ＋ μｘ１ ＋ … ＋ μ ｎｘｎ ＋ μ ｎ＋１（ｘｎ＋１ ＋ δ

－
），

这里 ｘ－ ｉ，ｉ ＝ ０，１，…，ｎ ＋ １ 是由条件 ８ 和式（７５）所确定的， δ
－
是任意实数，它可以依赖于 μ，但是，当 μ →０时，

δ
－
是有界的．

根据定理 ３，对充分小的 μ ＞ ０，左右问题 Ｐ（∓） 的解 ｕ－ （∓）（ｘ，μ，δ
－
） 是存在的，且有渐近表达式（７６），虽然

Ｑ∓
ｋ ｕ（τ ２） （ｋ ≥ ０） 换成了 Ｑ∓

ｋ ｕ（τ δ
－），τ δ

－ ＝
ｘ － ｘ δ

－

μ
， 但是式（７７）中的误差估计仍保持不变．

考虑下面导数的差，即

　 　 μ ｄ
ｄｘ

ｕ－ （ －）（ｘ δ
－，μ，δ

－
） － ｄ

ｄｘ
ｕ－ （ ＋）（ｘδ，μ，δ）

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝
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　 　 　 　 Ｉ（ｘ０） ＋ ∑
ｎ＋１

ｋ ＝ １
μ ｋ［ Ｉ′（ｘ－ ０）ｘｋ ＋ Ｉｋ］ ＋ μ ｎ＋１Ｉ′（ｘ０）δ

－
＋ Ｏ（μ ｎ＋２） ＝

　 　 　 　 μ ｎ＋１（ Ｉ′（ｘ０）δ
－
＋ Ｏ（μ）） ． （７８）

因为 Ｉ′（ｘ－ ０） ≠ ０，所以当 μ 充分小时，式（７８）的符号取决于 δ
－
的符号．由介值定理可知，存在 δ

－
＝ δ

－
（μ） ＝

Ｏ（μ）， 使得式（７８）为零，即

　 　 ｄ
ｄｘ

ｕ（ －）（ｘ δ
－，μ，δ

－
） ＝ ｄ

ｄｘ
ｕ（ ＋）（ｘ δ

－，μ，δ
－
） ．

由此可知，函数

　 　 ｕ（ｘ，μ） ＝
ｕ－ （ －）（ｘ，μ，δ

－
），　 　 ｘ∗ ≤ ｘ ＜ ｘ δ

－，

ｕ－ （ ＋）（ｘ，μ，δ
－
），　 　 ｘ δ

－ ≤ ｘ ≤ １{
是问题 Ｐ（∓） 在 ｘ ＝ ｘ δ

－ 附近具有内部边界层的解．根据定理 ３，右问题解有如下表达式：

　 　 ｕ－（ｘ，μ） ＝
∑

ｎ

ｋ ＝ ０
μ ｋ（ｕ－ （ －）

ｋ （ｘ） ＋ Ｒ
－

ｋｕ（τ １） ＋ Ｑ（ －）
ｋ ｕ（τ ２）） ＋ Ｏ（μ ｎ＋１），　 　 ｘ∗ ≤ ｘ ＜ ｘ，

∑
ｎ

ｋ ＝ ０
μ ｋ（ｕ－ （ ＋）

ｋ （ｘ） ＋ Ｒｋｕ（τ ３） ＋ Ｑ（ ＋）
ｋ ｕ（τ ２）） ＋ Ｏ（μ ｎ＋１），　 　 ｘ ≤ ｘ ≤ １，

ì

î

í

ï
ï

ïï

（７９）

其中 ｘ ＝ ｘ０ ＋ μｘ１ ＋ … ＋ μ ｎｘｎ，τ ２ ＝ （ｘ － ｘ） ／ μ ．
虽然式（７９）中把 ｘ δ

～ 换成了 ｘ， 但在式（７９）中还保持了原来的误差估计量阶．

４　 解的存在性与渐近解的余项估计

在上一节中，我们证明了左问题（２）在 ｘ∈［０，ｘ０］ ＼ Ｉδ 上存在光滑解，右问题（３）在 ｘ∈［ｘ０，１］ 上存在光

滑解，接下来在点 ｘ ＝ ｘ∗ 进行光滑缝接．首先引入两个边值问题：
左边值问题 ｘ２ ≤ ｘ ＜ ｘ０：

　 　
μ ２ ｄ２ｘ（ －）

ｄｘ２
＝ ｆ１（ｘ（ －），ｘ，μ），

ｘ（ －）（ｘ２，μ） ＝ φ２（ｘ２）， ｘ（ －）（ｘ０，μ） ＝ ｐ（μ） ．

ì

î

í

ïï

ïï

（８０）

右边值问题 ｘ０ ≤ ｘ ≤ ｘ∗：

　 　
μ ２ ｄ２ｘ（ ＋）

ｄｘ２
＝ ｆ２（ｘ（ ＋），ｘ，μ），

ｘ（ ＋）（ｘ０，μ） ＝ ｐ（μ）， ｘ（ ＋）（ｘ∗，μ） ＝ ψ ２（ｘ∗） ．

ì

î

í

ïï

ïï

（８１）

为了确定在 ｘ ＝ ｘ０ 处的内部层主项，我们需要下面边值问题的可解性，由辅助系统，可得

　 　
ｄ ｚ （ －）

ｄτ １

＝ ｆ１（ｕ（ －），ｘ０，０）， ｄｕ（ －）

ｄτ １

＝ ｚ （ －），

ｕ（ －）（０） ＝ ｐ， ｕ（ －）（ － ∞） ＝ φ２（ｘ０），

ì

î

í

ïï

ïï

（８２）

　 　
ｄ ｚ （ ＋）

ｄτ １

＝ ｆ２（ｕ（ ＋），ｘ０，，０）， ｄｕ（ ＋）

ｄτ １

＝ ｚ （ ＋），

ｕ（ ＋）（０） ＝ ｐ， ｕ（ ＋）（ ＋ ∞） ＝ ψ ３（ｘ０） ．

ì

î

í

ïï

ïï

（８３）

因为方程（８２）、（８３）是可积系统，所以

　 　 Ｗｕ（φ２） ２ (∫ ｕ～

φ２（ｘ０）
ｆ１（ ｓ，ｘ０，０）ｄｓ )

１ ／ ２
，　 　 ｕ ＜ φ２（ｘ０）

是过平衡点 （φ２（ｘ０），０） 的不稳定流形，而

　 　 Ｗｓ（ψ ３） ２ (∫ ｕ～

ψ３（ｘ０）
ｆ２（ ｓ，ｘ０，０）ｄｓ )

１ ／ ２
，　 　 ｕ ＞ ψ ３（ｘ０）
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是过平衡点 （ψ ３（ｘ０），０） 的稳定流形．
条件 ７　 假设在相平面 （ｕ，ｚ） 上，直线 ｕ ＝ ｐ 与 Ｗｕ（φ２（ｘ０）） 和 Ｗｓ（ψ ３（ｘ０）） 横截相交，即，对任意 ｕ ∈

（ψ ３（ｘ０），φ２（ｘ０））， 有

　 　 ∫ ｕ～

ψ３（ｘ０）
ｆ２（ ｓ，ｘ０，０）ｄｓ ＞ ０， ∫ ｕ～

φ２（ｘ０）
ｆ１（ ｓ，ｘ０，０）ｄｓ ＞ ０，

记

　 　 Ｈ（ｐ） ＝ ( ２∫ｐ
φ２（ｘ０）

ｆ１（ｕ，ｘ０，０）ｄｕ )
１ ／ ２

－ ( ２∫ｐ
ψ３（ｘ０）

ｆ２（ｕ，ｘ０，０）ｄｕ )
１ ／ ２

． （８４）

条件 ８　 假设方程 Ｈ（ｐ） ＝ ０ 有解 ｐ ＝ ｐ０，ｐ０ ∈ （φ２（ｘ０），ψ １（ｘ０）） ．很容易把方程 Ｈ（ｐ） ＝ ０ 化成

　 　 ∫ｐ
φ２（ｘ０）

ｆ１（ｕ，ｘ０，０）ｄｕ ＝ ∫ｐ
ψ３（ｘ０）

ｆ２（ｕ，ｘ０，０）ｄｕ，

易得

　 　
ｄＨ（ｐ０）

ｄｐ
＝

ｆ１（ｐ０，ｘ０，０） － ｆ２（ｐ０，ｘ０，０）

(２∫
φ２（ｘ０）

ｐ０
ｆ１（ｕ，ｘ０，０）ｄｕ )

１ ／ ２ ≠ ０．

利用光滑缝接条件（４）来确定 ｐｋ，

　 　

ｄＲ０ｕ（０）
ｄτ １

＝ ｄＲ
－
ｕ（０）
ｄτ １

，　 　 ｚ （ －）（０） ＝ ｚ （ ＋）（０），

φ′１（ｘ０） ＋ ｄ
ｄτ

Ｑ（ －）
１ ｕ（０） ＝ φ′２（ｘ０） ＋ ｄ

ｄτ
Ｑ（ ＋）

１ ｕ（０），

ｕ－ ′ｋ－１（ｘ０） ＋ ｄ
ｄτ １

Ｒｋｕ（０） ＝ ｕ－ （ －）
ｋ－１ ′（ｘ０） ＋ ｄ

ｄτ １
Ｒ
－

ｋｕ（０） ．

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ïï

（８５）

由式（２８）、（５４），可得

　 　
（Ｒ０ｕ（０）） ２ ＝ （ ｚ （ －）（０）） ２ ＝ ２∫ｐ０

φ２（ｘ０）
ｆ１（ｕ，ｘ０，０）ｄｕ，

（Ｒ
－

０ｕ（０）） ２ ＝ （ ｚ （ ＋）（０）） ２ ＝ ２∫ｐ０
ψ３（ｘ０）

ｆ２（ｕ，ｘ０，０）ｄｕ ．

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

根据条件 ８ 可求得 ｐ０，考虑到 ｚ （ －）（０） ＝ ｚ （ ＋）（０）， 把式（３０）、（６０）代入式（８５）可得确定 ｐｋ 的方程

　 　
ｄＨ（ｐ０）

ｄｐ
ｐｋ ＝ ｕ－ （ －）

ｋ－１ ′（ｘ０） － ｕ－ ′ｋ－１（ｘ０） ＋ Ｆｋ，

其中

　 　 Ｆｋ ＝ （ ｚ （ －）（０）） －１ ( ｆ１（ｐ０，ｘ０，０）ｕ
－
ｋ（ｘ０） － ｆ２（ｐ０，ｘ０，０）ｕ

－ （ －）
ｋ （ｘ０） ＋

　 　 　 　 ∫０
＋∞

ｚ （ ＋）（σ）ｈｋ（σ）ｄσ － ∫０
－∞

ｚ （ －）（σ） ｌ（ ＋）ｋ （σ）ｄσ ) ．

由条件 １、８ 可求出 ｐｋ：

　 　 ｐｋ ＝
ｄＨ（ｐ０）

ｄｐ
æ

è
ç

ö

ø
÷

－１

（ｕ－ （ －）
ｋ－１ ′（ｘ０） － ｕ－ ′ｋ－１（ｘ０） ＋ Ｆｋ） ．

接下来证整体解的存在性，令 ｐ０ ＋ μｐ１ ＋ … ＋ μ ｎ＋１（ｐｎ＋１ ＋ δ），δ 是参数．众所周知，对给定的 ｐ（μ） 和 ｘ∗，左右

问题的解 ｘ（∓）（ｘ，μ，δ） 是存在的，且有如下的渐近表达式：

　 　 ｘ（ －）（ｘ，μ，δ） ＝ ∑
ｎ

ｋ ＝ ０
μ ｋ（ｕ－ （ －）

ｋ （ｘ） ＋ Ｌｋｕ（τ
－
０） ＋ Ｑ（ －）

ｋ ｕ（τ－ １）） ＋ Ｏ（μ ｎ＋１），

其中 τ－ ０ ＝ （ｘ － ｘ２）μ
－１，τ－ １ ＝ （ｘ － ｘ０）μ －１，

　 　 ｘ（ ＋）（ｘ，μ，δ） ＝ ∑
ｎ

ｋ ＝ ０
μ ｋ（ｕ－ （ ＋）

ｋ （ｘ） ＋ Ｑ（ ＋）
ｋ ｕ（τ １） ＋ Ｒｋｕ（τ ２）） ＋ Ｏ（μ ｎ＋１），
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式中 τ－ ２ ＝ （ｘ － ｘ∗）μ －１ ．
由式（８０）、（８１）可知， ｕ（∓）（ｘ，μ，δ） 在 ｘ ＝ ｘ０ 处是连续的．令

　 　 Ｇ（δ，μ） ＝ ｄ
ｄｘ

ｕ（ －）（ｘ０，μ，δ） － ｄ
ｄｘ

ｕ（ ＋）（ｘ０，μ，δ） ．

根据渐近解的构造方法和光滑缝接条件 ８ 可得

　 　 Ｇ（δ，μ） ＝ μ ｎ ｕ－ ′ｎ（ｘ０） － ｕ－ （ －）
ｎ ′（ｘ０） ＋ ｄ

ｄτ １
Ｒｎ＋１ｕ（０） － ｄ

ｄτ １
Ｒ
－

ｎ＋１ｕ（０）
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ Ｏ（μ ｎ＋１） ＝

　 　 　 　 μ ｎ＋１ δ
ｄＨ１（ｐ０）

ｄｐ
＋ Ｏ（１）

æ

è
ç

ö

ø
÷ ．

只要 δ 充分大，μ 充分小，Ｇ（δ，μ） 的符号就随 δ 符号而变，所以由介值定理知，存在 δ ＝ δ∗ 有 Ｇ（δ∗，μ） ＝ ０，
这样，就有了如下关系式成立：

　 　 ｄ
ｄｘ

ｕ（ －）（ｘ，μ，δ∗） ＝ ｄ
ｄｘ

ｕ（ ＋）（ｘ，μ，δ∗） ．

即，我们证明了问题（２）、（３）在区间 ［０，１］ ＼ Ｉδ 上光滑解的存在性，而且得到了问题（１）解的渐近展开式．这
归结为如下定理．

定理 ４　 如果满足假设条件 １—８，那么问题（１）存在解 ｕ（ｘ，μ）， 它有如下的渐近表达式：

　 　 ｕ（ｘ，μ） ＝

∑
ｎ

ｋ ＝ ０
μ ｋ（ｕｋ（ｘ） ＋ Ｌｋｕ（τ ０）） ＋ Ｏ（μ ｎ＋１），　 　 　 　 　 　 　 　 ０ ≤ ｘ ≤ ｘ１，

ｕ－（ｘ） ＋ Ｏ（μ）， ｘ１ ＜ ｘ ＜ ｘ２，

∑
ｎ

ｋ ＝ ０
μ ｋ（ｕ－ ｋ（ｘ） ＋ Ｒｋｕ（τ １）） ＋ Ｏ（μ ｎ＋１）， ｘ２ ≤ ｘ ＜ ｘ０，

∑
ｎ

ｋ ＝ ０
μ ｋ（ｕ－ （ －）

ｋ （ｘ） ＋ Ｒ
－

ｋｕ（τ １） ＋ Ｑ（ －）
ｋ ｕ（τ ２）） ＋ Ｏ（μ ｎ＋１）， ｘ０ ≤ ｘ ＜ ｘ∗，

∑
ｎ

ｋ ＝ ０
μ ｋ（ｕ－ （ ＋）

ｋ （ｘ） ＋ Ｒｋｕ（τ ３） ＋ Ｑ（ ＋）
ｋ ｕ（τ ２）） ＋ Ｏ（μ ｎ＋１）， ｘ∗ ≤ ｘ ≤ １ ．

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ïï

５　 算　 　 例

考虑 Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ 边值问题

　 　
μ ２ ｄ２ｕ

ｄｘ２
＝

（ｕ ＋ ４ｘ － １）（ｕ － ４ｘ ＋ １） － μ，　 　 ０ ≤ ｘ ≤ １
２
，

ｕ ｕ ＋ ３
４

æ

è
ç

ö

ø
÷ （ｕ － ｘ） ＋ μ， １

２
＜ ｘ ＜ １，

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

ｕ（０，μ） ＝ ３
２
， ｕ（１，μ） ＝ － １

２
，

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï

（８６）

其中 μ ＞ ０ 是小参数．这里

　 　 ｆ１（ｕ，ｘ，μ） ＝ （ｕ ＋ ４ｘ － １）（ｕ － ４ｘ ＋ １） － μ， ｈ１（ｘ） ＝ １， ｇ１（ｕ，ｘ，μ） ＝ １，

　 　 ｆ２（ｕ，ｘ，μ） ＝ ｕ ｕ ＋ ３
４

æ

è
ç

ö

ø
÷ （ｕ － ｘ） ＋ μ ．

显然，退化方程

　 　 ｆ１（ｕ，ｘ，０） ＝ ０ （８７）
有两个解 φ１（ｘ） ＝ － ４ｘ ＋ １，φ２（ｘ） ＝ ４ｘ － １，且 φ１（ｘ）和 φ２（ｘ） 在 ｘ ＝ １ ／ ４ 处相交，即在该点发生稳定性交替．将
退化方程（８７）修正为 ｆ１（ｕ，ｘ，μ） ＝ （ｕ ＋ ４ｘ － １）（ｕ － ４ｘ ＋ １） － μ ．则有

　 　 φ（ｘ，μ） ＝ （（４ｘ － １） ２ ＋ μ） １ ／ ２ ．
而退化方程
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　 　 ｆ２（ｕ，ｘ，０） ＝ ｕ ｕ ＋ ３
４

æ

è
ç

ö

ø
÷ （ｕ － ｘ）

有 ３ 个解

　 　 ψ ３（ｘ） ＝ ｘ， ψ ２（ｘ） ＝ ０， ψ １ ＝ － １
４

．

由

　 　 Ｈ１（ｐ） ＝ ∫ｐ
１
（ｕ２ － １）ｄｕ － ∫ｐ

１ ／ ２
ｕ ｕ ＋ ３

４
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｕ － １

２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄｕ ＝ ０， （８８）

可得 ｐ０ ＝ ０．７８８ ３， 容易验证条件都满足．由

　 　 Ｉ（ｘ－ ０） ＝ ∫－３ ／ ４

ｘ－ ０

ｕ ｕ ＋ ３
４

æ

è
ç

ö

ø
÷ （ｕ － ｘ）ｄｕ ＝ ０， （８９）

可得 ｘ－ ０ ＝ ０．７５， 容易验证条件都满足．

确定 Ｌ０ｕ（τ ０），Ｒ０ｕ（τ １），Ｒ
－

０ｕ（τ １），Ｑ（∓）
０ ｕ（τ ２），Ｒ（τ ３） 的问题为

　 　

ｄ２

ｄτ ２
０

Ｌ０ｕ（τ ０） ＝ ２Ｌ０ｕ（τ ０） ＋ （Ｌ０ｕ（τ ０）） ２，

Ｌ０ｕ（０） ＝ １
２
， Ｌ０ｕ（ ＋ ∞） ＝ ０ ．

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

（９０）

求解得

　 　 Ｌ０ｕ（τ ０） ＝ １２（１３ ＋ ２ ４２ ）ｅ － ２τ０

（１ － （１３ ＋ ２ ４２ ）ｅ － ２τ０） ２
，

　 　
ｄ２

ｄτ ２
１

Ｒ０ｕ（τ １） ＝ ２Ｒ０ｕ（τ １） ＋ （Ｒ０ｕ（τ １）） ２，

Ｒ０ｕ（０） ＝ ｐ０ － １， Ｒ０ｕ（ － ∞） ＝ ０ ．

ì

î

í

ïï

ïï

（９１）

求解得

　 　 Ｒ０ｕ（τ １） ＝
１２［１ ＋ （６ ＋ ３６ ＋ １２（ｐ０ － １） ） ／ （ｐ０ － １）］ｅ ２τ１
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由比较原理

　 　 Ｒ
－

０ｕ（τ １） ≤
２ ｃ１ｅ

－ｃ２τ１

１ － ｃ１ｅ
－ｃ２τ１

， 　 　 ｃ１ ＝
２ｐ０ － １

２ｐ０ ＋ ２ ２ － １
， ｃ２ ＝ ７ ２

１２
．

Ｑ（∓）
０ ｕ（τ ２） 满足
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求解得
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２
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î

í

ï
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ï
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（９４）

求解得

　 　 Ｑ（ ＋）
０ ｕ（τ ２） ＝ ３ｅ －ｃ４τ２
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－

０ｕ（τ ３）） ２

２
－

５Ｒ
－

０ｕ（τ ３）
３
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è
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ö

ø
÷
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Ｒ０ｕ（０） ＝ １
４
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ì

î

í

ï
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ï
ï
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Ｒ０ｕ（τ ３） 满足

　 　 ｄ
ｄτ ３
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－

０ｕ（τ ３）） ２

２
－

５Ｒ
－

０ｕ（τ １）
３

＋ ２５
１８
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è
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ø
÷
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由比较原理

　 　 Ｒ０ｕ（τ ３） ≤－ ５ｅｃ５τ３

１７ ＋ ３ｅｃ５τ３
，　 　 ｃ５ ＝ ５ ２

６
．

如图 ３ 所示， 在整个区间我们构造了问题（１）的零次近似， 表明问题（１）存在连续的且在左区间 ［０，
ｘ０］ 有转点， 右区间［ｘ０，１］ 有空间对照结构的解．

图 ３　 问题（１）的零阶渐近解 （μ ＝ ０．０１）
Ｆｉｇ． ３　 Ｔｈｅ ｚｅｒｏ⁃ｏｒｄｅｒ ａｓｙｍｐｔｏｔｉｃ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｏｆ ｐｒｏｂｌｅｍ （１） （μ ＝ ０．０１）

６　 总　 　 结

本文针对具有转点的右端不连续二阶半线性奇摄动 Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ 边值问题（１），在一定条件下，得到了在间
断处左边发生稳定性交替，右边具有空间对照结构的解．即解在边界两端产生边界层，在间断处产生内部层，
并且在间断处右边还产生一内部层现象，丰富了具有转点的奇摄动问题与右端不连续奇摄动问题的研究．
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