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摘要：　 从联合概率密度的角度分析随机非线性系统的随机分岔行为，现有研究通常需要人为判断概率密度特征

有无本质变化，并且此过程无法自动化．该文提出了一种新的计算方法，能够实现随机分岔点的自动计算．以强噪声

激励下的双稳态 Ｖａｎ ｄｅｒ Ｐｏｌ 系统为例，分析了阻尼系数变化对随机动力学响应的影响．研究结果表明，随着阻尼系

数的增加，系统的联合概率密度会发生三次分岔，呈现四种不同类型的几何特征．该文提出的方法有望应用于其他

随机非线性系统的随机分岔行为研究．
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０　 引　 　 言

随机分岔是指参数变化引起响应概率密度特征发生本质变化的现象．随机分岔的计算包括两方面： ①
随机系统响应的平稳概率密度的定性变化； ② 随机分岔点位置的计算［１⁃３］ ．在概率密度函数没有解析解的情

况下，目前还缺乏系统的计算方法以解决这一问题．通常情况下，人们需要观察概率密度曲面是否发生本质
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变化，以判断是否发生了随机分岔现象，因此还无法实现系统随机分岔点的自动计算．本文将重点研究在强

噪声激励下，双稳态 Ｖａｎ ｄｅｒ Ｐｏｌ 系统发生的随机分岔现象．
Ｖａｎ ｄｅｒ Ｐｏｌ 作为典型的非线性系统，在 １９２７ 年被提出之后，学者们对该方程确定性动力学行为开展了

详尽的研究，其随机动力学行为也在近年来得到了结论［４］ ．除仅具有单稳态的标准方程外，还包括含有平衡

点和极限环的双稳态 Ｖａｎ ｄｅｒ Ｐｏｌ 方程［５⁃９］、双节律 Ｖａｎ ｄｅｒ Ｐｏｌ 方程（双极限环稳态） ［１０⁃１３］、三稳态 Ｖａｎ ｄｅｒ
Ｐｏｌ 方程［１４⁃２０］ ．

针对含 Ｖａｎ ｄｅｒ Ｐｏｌ 项的双稳态方程的随机响应幅值概率密度研究，文献［５］基于随机平均法分析了参

数变化对双稳态 Ｄｕｆｆｉｎｇ⁃Ｖａｎ ｄｅｒ Ｐｏｌ 系统概率密度曲线形状的影响，并得到了参数对系统稳定性的影响．文
献［６］基于 Ｍｏｎｔｅ⁃Ｃａｒｌｏ 方法得到了 Ｌéｖｙ 噪声激励下的双稳态 Ｄｕｆｆｉｎｇ⁃Ｖａｎ ｄｅｒ Ｐｏｌ 系统的平稳幅值概率密度

函数，并分析了由于平稳概率密度性质的变化引发的分岔行为．文献［７］基于随机平均法定性地分析了系统

振幅的平稳幅值概率密度曲线的类型．针对幅值概率密度函数的随机分岔分析，虽然丰富了人们对这类系统

的认识，但无法像联合概率密度函数全面地揭示系统的随机动力学行为［２］ ．
针对随机激励下双稳态 Ｖａｎ ｄｅｒ Ｐｏｌ 方程联合概率密度的研究，文献［８］基于电路实验得到了双稳态

Ｖａｎ ｄｅｒ Ｐｏｌ 方程的联合概率密度．文献［２１］采用加权残差迭代法，求解了 Ｖａｎ ｄｅｒ Ｐｏｌ 方程的联合概率密度

高精度近似表达式．文献［２２］提出了一种数据驱动的方法，从而推导出了 Ｖａｎ ｄｅｒ Ｐｏｌ 方程的平稳联合概率

密度近似表达式．目前尚未见到有关于随机分岔点精确计算的报道．文献［２３］提出的联合概率密度特征提取

方法，为解决随机分岔点的自动计算提供了可能．
近年来，强噪声的研究在物理、空气动力学、医学、生物学以及航空工程、振动工程等领域得到了广泛关

注［２４］ ．尤其在若干工程领域方面，强噪声引起的结构疲劳破坏会造成极其严重的影响，已然成为现在研究的

热点之一［２５⁃３０］ ．然而，由于缺乏适当的研究工具，目前对于强噪声激励下，非线性系统的随机分岔现象的研究

还相对较少见．
本文借助有限元软件 ＣＯＭＳＯＬ 来计算系统联合概率密度，基于联合概率密度特征提取方法［２３］，提出了

一种自动计算随机分岔点的方法，以研究在强噪声激励下，阻尼系数变化引起的双稳态 Ｖａｎ ｄｅｒ Ｐｏｌ 系统的

随机分岔现象．

１　 弱噪声激励下双稳态 Ｖａｎ ｄｅｒ Ｐｏｌ 方程的随机分岔

Ｇａｕｓｓ 白噪声激励下双稳态 Ｖａｎ ｄｅｒ Ｐｏｌ 系统随机微分方程为

　 　 ｘ̈ － （ － ε ＋ ｘ２ － ｘ４）ｘ· ＋ ｘ ＝ ｎ（ ｔ）， （１）
其中， ε 为阻尼参数； ｎ（ ｔ） 是强度为 Ｄ 的 Ｇａｕｓｓ 白噪声，其均值和相关函数满足 Ｅ［ｎ（ ｔ）］ ＝ ０，Ｅ［ｎ（ ｔ）ｎ（ ｔ ＋
τ）］ ＝ ２Ｄδ（ ｔ） ．

确定性情况下［３１］，阻尼系数变化过程中发生了两次分岔，分别是 ε ＝ ０ 处的亚临界 Ｈｏｐｆ 分岔和 ε ＝ ０．１２５
处的极限环鞍结分岔．当 ε ＜ ０ 时，系统仅有唯一稳定性极限环；当 ε ∈ ［０，０．１２５］时，系统处于双稳态状态，
系统同时存在一个稳定的平衡点和极限环；当 ε ＞ ０．１２５ 时，系统仅有一个稳定的平衡点．

随机激励时 （Ｄ ≠０）， 应用随机平均法，可得到漂移系数 ｍ－ １ ＝ －
εｒ
２

＋ ｒ３

８
－ ｒ５

１６
＋ Ｄ

２ｒ
和扩散系数 ｂ

－

１１ ＝ Ｄ ．

根据漂移和扩散系数得到的 Ｉｔô 随机微分方程，进而得到其幅值转移概率密度满足的 Ｆｏｋｋｅｒ⁃Ｐｌａｎｃｋ⁃Ｋｏｌｍｏｇ⁃
ｏｒｏｖ（ＦＰＫ）方程：

　 　 ∂ｐ
∂ｔ

＝ ∂
∂ｒ

［ｍ－ １ｐ（ ｒ，ｔ）］ ＋ １
２

∂２

∂ｒ２
［ｂ
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１１ｐ（ ｒ，ｔ）］ ． （２）

令 ∂ｐ ／ ∂ｔ ＝ ０， 解得系统响应幅值 ｒ（ ｔ） 的平稳概率密度函数如下：

　 　 ｐｓ（ ｒ） ＝ η ｒ
Ｄ

ｅｘｐ ｒ２

Ｄ
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其中 η 为归一化常数．从式（３）可以看出，系统平稳概率密度函数的变化规律完全由随机噪声强度 Ｄ 和阻尼

系数 ε 来确定．
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令
∂ｐｓ（ ｒ）

∂ｒ
＝
∂ｐｓ（ ｒ）
∂ｒ２

＝ ０， 求解可得到参数 （ε，Ｄ） 满足的方程为

　 　
ε ＝ － ３

８
ｒ４ ＋ １

２
ｒ２，
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４
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（４）

此即幅值概率密度曲线峰数变化条件，也即系统发生随机 Ｐ 分岔的转迁集（见图 １ 阴影部分的边界）．

图 １　 转迁集图

Ｆｉｇ． １　 Ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ｔｈｅ ｔｒａｎｓｉｔｉｏｎ ｓｅｔ

由图 １ 可见，转迁集曲线将平面分成了两个区域、．根据奇异性理论，同一区域内不同参数 （ε，Ｄ）
对应的幅值概率密度曲线定性相同．故当 （ε，Ｄ） 取值位于阴影区域内时，幅值概率密度曲线呈现双峰的

特点；取值位于区域内时，幅值概率密度曲线呈现单峰的特点．
根据以上对系统随机分岔情况的分析可以发现， 当 Ｄ ＞ ０．０３６ ６ 时， 从幅值概率密度的角度已经难以

揭示系统行为随参数的变化．因此， 需要借助能更全面反映系统随机行为的联合概率密度来进行深入分析．
下文将引入一种新的算法， 基于联合概率密度讨论系统的随机分岔现象．本文所称强噪声是指其强度 Ｄ ＞
０．０３６ ６ 的情形．

２　 基于联合概率密度的随机分岔分析方法

本节主要概述了基于联合概率密度分析系统响应随机分岔的流程和基本思想，具体实现将在第 ３ 节中

介绍．计算过程包括如下步骤：
１） 计算给定参数下系统的联合概率密度．目前，已有多种计算方法可供选用．例如：基于随机微分方程响

应计算的 Ｍｏｎｔｅ⁃Ｃａｒｌｏ 模拟方法，以及直接通过 ＦＰＫ 方程计算概率密度的方法，如路径积分法、有限元法和

有限差分法．本文采用了 ＣＯＭＳＯＬ 有限元软件，主要因为其编程简便、算法稳定且计算效率高．
２） 提取联合概率密度图的几何特征（峰、环形脊）．采用文献［２３］提出的方法，不仅可以准确定位峰的

位置，还能提取环形盆脊线（参见后文中图 ４）．这是实现随机分岔现象自动计算的关键．
３） 在感兴趣的参数范围内重复步骤 １）、 ２），参数变化的步长就是分岔点的定位精度．
４） 绘制几何特征随参数的变化图，若几何特征变化即可得系统的随机 Ｐ 分岔图．
经上述步骤后，即可得到类似后文中图 ３ 的随机分岔图．从图中可以判断是否有分岔发生，并确定出分

岔点的位置．也就是说，运用上述方法即可实现随机分岔临界参数的自动计算，并将随机分岔的定性分析提

高到定量计算．
该法可被视为随机版的 Ｐｏｉｎｃａｒｅ 分岔计算方法，也是通过提取随机响应解的特征，并绘制参数变化下解
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的特征以获得分岔图．需特别强调的是，该方法与现有文献中计算随机系统 Ｐｏｉｎｃａｒｅ 图的方法有本质不同．
例如，文献［３２］直接利用确定性 Ｐｏｉｎｃａｒｅ 截面来计算随机响应的分岔，只能定性地展示扩散现象，无法给出

定量分析．

３　 强噪声激励下阻尼系数对随机 Ｐ 分岔的影响

本节将首先简述 ＣＯＭＳＯＬ 软件计算联合概率密度的过程，并进行精度验证，然后讨论阻尼系数变化对

双稳态系统随机动力学响应的影响．
３．１　 平稳联合概率密度 ＣＯＭＳＯＬ软件求解

方程（１）平稳概率密度对应的 ＦＰＫ 方程为

　 　 ∂
∂ｘ

（ｐｙ） － Ｄ ∂２ｐ
∂ｙ２

＋ ∂
∂ｙ

（ｐ（ － ｘ ＋ ｈ（ｘ）ｙ）） ＝ ０， （５）

其中 ｈ（ｘ） ＝ － ε ＋ ｘ２ － ｘ４ ．
设方程（５）的弱解为 ｐ，此时系统存在残差 Ｒ 为

　 　 ∂
∂ｘ

（ ｐｙ） － Ｄ ∂２ ｐ
∂ｙ２

＋ ∂
∂ｙ

（ ｐ（ － ｘ ＋ ｈ（ｘ）ｙ）） ＝ Ｒ ． （６）

在偏微分方程两侧相乘试探函数 ｖｉ 后，等式两侧分别在域 Ω 上积分，从而得到相应的弱形式：

　 　 ∫
Ω
Ｒｖｉｄｘｄｙ ＝ ∫

Ω
－ ｐｙ

∂ｖｉ
∂ｘ

＋ ｐ（ － ｈ（ｘ）ｙ ＋ ｘ） ＋ Ｄ ∂ｐ
∂ｙ

æ

è
ç

ö

ø
÷

∂ｖｉ
∂ｙ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄｘｄｙ ＋

　 　 　 　 ∫
∂Ω

ｐｙ ＋ ｐ（ － ｈ（ｘ）ｙ ＋ ｘ）( ) － Ｄ ∂ｐ
∂ｙ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｖｉｄＳ ＝ ０． （７）

弱形式（７）中包含两部分，其中前一部分为面积分，另外一部分为边界积分．ＣＯＭＳＯＬ 中提供了弱形式模

块，能够灵活地指定要计算的方程，大大简化了数值模拟的过程．主要计算过程如下：
１） 前置条件选择．主要包括研究模块，方程维数以及研究类型，这里分别选择数学组件中的弱形式模

块，方程维数选为 ２ 维，研究类型选为稳态．
２） 输入弱形式．在 ＣＯＭＳＯＬ 中弱形式的面积分和边界积分在弱形式偏微分方程模块下的不同节点进行

输入：
（ａ） 弱形式的面积分部分．在弱形式偏微分模块下对应的弱表达式一栏输入面积分中的被积函数．首先

根据 ＣＯＭＳＯＬ 的语法规则，将上述求得的弱表达式转换为 ＣＯＭＳＯＬ 语句．将 ｐ 替换为 ｕ，ｐ 对 ｘ，ｙ的导数替换

为 ｕｘ 以及 ｕｙ ．试函数 ∂ｖｉ 替换为 ｔｅｓｔ（ｕ） ．在 ＣＯＭＳＯＬ 的语法中，ｔｅｓｔ 函数和导数算子之间是可以替换的，因
此公式中的 ∂ｖｉ ／ ∂ｘ 和 ∂ｖｉ ／ ∂ｙ 分别替换为 ｔｅｓｔ（ｕｘ） 和 ｔｅｓｔ（ｕｙ） ．则式（７）中面积分的具体形式为

　 　 （ｕｔ）ｔｅｓｔ（ｕ） ＝ － ｔｅｓｔ（ｕｘ）（ｕｙ） ＋ Ｄ（ｕｙ）ｔｅｓｔ（ｕｙ） ＋ ｔｅｓｔ（ｕｙ）（ｕ（ － ｈ（ｘ）ｙ ＋ ｘ）） ． （８）
（ｂ） 弱形式的边界积分部分．在弱形式偏微分模块下的弱贡献一栏输入边界积分对应的被积函数．根据

ＦＰＫ 方程的边界条件，在区域边界处其概率密度及其导数值都为 ０，因此边界积分同样为 ０．因此在弱贡献一

栏中直接填入 ０．
３） 确定计算范围．根据平稳概率密度函数得到系统的幅值概率曲线，选取峰值后幅值概率基本接近为 ０

处的幅值定义为 Ｒ， 初步得到计算区域为 ｘｍａｘ ＝ － ｘｍｉｎ ＝ Ｒ，ｙｍａｘ ＝ － ｙｍｉｎ ＝ Ｒ ．
４） 建立约束条件．在 ＣＯＭＳＯＬ 中首先定义关于计算结果 ｕ 的积分函数： ｄｆ ＝ ｉｎｔｏｐ１（ｕ） ．在全局约束中

定义 ｄｆ － １ ＝ ０， 即可保证计算结果在计算区域内归一化．
５） 区域离散化设置．对计算区域进行网格划分，选择合适的网格类型（三角形或四边形）．随后选择合适

的形函数，如 Ｌａｇｒａｎｇｅ、Ｈｅｒｍｉｔｅ 函数等．本文计算中网格选取四边形，形函数选择 Ｌａｇｒａｎｇｅ 函数．
６） 选择求解器并计算．ＣＯＭＳＯＬ 稳态求解器中提供了多种不同的算法选项：直接求解法、迭代求解法等．

本文选择直接求解法计算系统的平稳联合概率密度．
根据以上步骤，选取参数 ε ＝ ０．０７，Ｄ ＝ ０．０６， 计算得到系统的 ＰＤＦ 曲面如图 ２ 所示．图 ２（ａ）为 ＣＯＭＳＯＬ

软件计算得到的 ＰＤＦ 曲面；图 ２（ｂ）给出了用 Ｍｏｎｔｅ⁃Ｃａｒｌｏ 方法得到的结果，图中红色圆点代表了特征提取得
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到的峰；图 ２（ｃ）给出了峰点位置的比较结果．观察两种方法得到的结果图可以看出：ＣＯＭＳＯＬ 计算结果得到

的特征峰的位置为（１．４０，－０．３４），（－１．３９，０．３６），Ｍｏｎｔｅ⁃Ｃａｒｌｏ 数值模拟得到的峰的位置为（１．３９９，－０．３４３），
（－１．３８６，０．３６０）．可以看出两者计算结果一致性很强，位置相对误差约为 ０．１％．但 ＣＯＭＳＯＬ 软件计算联合概

率密度的效率远远高于 Ｍｏｎｔｅ⁃Ｃａｒｌｏ 方法．因此本文选用 ＣＯＭＳＯＬ 软件为工具，以应对随机分岔计算需要的

大量联合概率密度计算问题．

（ａ） ＣＯＭＳＯＬ 数值解 （ｂ） Ｍｏｎｔｅ⁃Ｃａｒｌｏ 数值解 （ｃ） 特征提取对比图

（ａ） Ｔｈｅ ＣＯＭＳＯＬ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎ （ｂ） Ｔｈｅ Ｍｏｎｔｅ⁃Ｃａｒｌｏ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎ （ｃ） Ｔｈｅ ｆｅａｔｕｒｅ ｅｘｔｒａｃｔｉｏｎ ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｃｈａｒｔ
图 ２　 联合概率密度验证

Ｆｉｇ． ２　 Ｔｈｅ ｊｏｉｎｔ ｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙ ｄｅｎｓｉｔｙ ｖａｌｉｄａｔｉｏｎ

注　 为了解释图中的颜色，读者可以参考本文的电子网页版本，后同．

３．２　 阻尼系数对概率密度的影响

取噪声强度 Ｄ ＝ ０．０６， 阻尼系数 ε 变化范围为［０，０．２］．以 ０．００１ 为 ε 变化的步长，逐点计算系统对应的

联合概率密度曲面并提取其几何特征，即得到如图 ３ 所示的分岔图．图中黑色曲线表示环形盆，◇表示环上

峰， 表示原点峰．因为联合概率密度曲面关于原点中心对称，故图中只画一个峰作为环上峰代表．图 ４ 选取

了不同区间内的阻尼系数参数，给出了其联合概率密度曲面俯视图和其对应的几何特征图，图中红色圆点表

示环上峰，黑色实线表示环形盆， 表示原点峰．

图 ３　 Ｄ ＝ ０．０６ 时，系统的分岔图

Ｆｉｇ． ３　 Ｔｈｅ ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ｔｈｅ ｓｙｓｔｅｍ ｆｏｒ Ｄ ＝ ０．０６

根据图 ３ 结果可得到，该系统在 ε ＝ ０．０６１，０．０７２，０．１８ 处发生分岔．在阻尼系数变化过程中系统联合概

率密度几何特征的本质发生变化，分别为：环形盆消失、原点峰出现、环上峰消失．由图 ４ 可以看出，环上峰、
原点峰和环的位置是正确的，这证实了图 ３ 所示的分岔图是准确的．同时根据 ε 变化分成 ４ 组不同区间的特

征图，得到噪声强度 Ｄ ＝ ０．０６ 时阻尼系数变化对系统几何特征的影响如下：
１） ε ＜ ０．０６１ 时，系统联合概率密度特征为含环上峰的环形盆（见图 ４（ａ）、４（ｂ））．
２） ０．０６１ ＜ ε ＜ ０．０７２ 时，系统联合概率密度特征为环上峰（见图 ４（ｃ）、４（ｄ））．
３） ０．０７２ ＜ ε ＜ ０．１８ 时，系统联合概率密度特征为原点峰和环上峰（见图 ４（ｅ）、４（ｆ））．
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４） ε ＞ ０．１８ 时，系统联合概率密度特征为原点峰（见图 ４（ｇ）、４（ｈ））．

图 ４　 Ｄ ＝ ０．０６ 时，系统联合概率密度曲面图及其几何特征图

Ｆｉｇ． ４　 Ｓｙｓｔｅｍ ｊｏｉｎｔ ｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙ ｄｅｎｓｉｔｙ ｓｕｒｆａｃｅ ｇｒａｐｈｓ ａｎｄ ｇｅｏｍｅｔｒｉｃ ｆｅａｔｕｒｅ ｇｒａｐｈｓ ｆｏｒ Ｄ ＝ ０．０６

３．３　 与已有实验结果对照

文献［８］中使用的电路实验方法得到了不同激励强度和阻尼系数下双稳态 Ｖａｎ ｄｅｒ Ｐｏｌ 系统的联合概率
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密度曲面．
① Ｄ ＝ ０．００３， ε ＝ ０．１ 时，系统联合概率密度特征为峰与底部环状结构共存，即含环上峰的环形盆，其特

征与图 ４（ａ）类似．
② Ｄ ＝ ０．５， ε ＝ ０．１ 时，系统联合概率密度特征为环上峰结构，其特征与图 ４（ｃ）类似．
③ Ｄ ＝ ０．００５， ε ＝ ０．１ 时，系统联合概率密度特征为三峰台状结构，即原点峰和环上峰，其特征与图 ４（ｅ）

类似．
④ Ｄ ＝ ０．００５， ε ＝ ０．２ 时，系统联合概率密度特征为单峰结构，即原点峰和环上峰，其特征与图 ４（ｇ）类似．
根据上述对照可知，本文中使用的自动计算随机分岔点的方法有效地揭示了随机非线性系统中存在的

不同类型的联合概率密度．
为了验证方法的有效性， 我们还计算了更多激励强度下系统的随机分岔．初步发现更大强度噪声激励

下， 阻尼变化引起的随机分岔顺序仍为环形盆消失、 原点峰出现和环上峰消失， 但分岔点位置有变化， 见

表 １．后续更详细的计算有望揭示类似于图 １ 的联合概率密度转迁集图，提供对此类随机系统行为更全面的

认知．
表 １　 激励强度对随机分岔点位置影响

Ｔａｂｌｅ １　 Ｔｈｅ ｉｎｆｌｕｅｎｃｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｓｔｉｍｕｌａｔｉｏｎ ｉｎｔｅｎｓｉｔｙ ｏｎ ｔｈｅ ｐｏｓｉｔｉｏｎｓ ｏｆ ｓｔｏｃｈａｓｔｉｃ ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ ｐｏｉｎｔｓ

Ｄ
ｔｈｅ ｄｉｓａｐｐｅａｒａｎｃｅ ｏｆ
ｔｈｅ ｌｉｍｉｔ ｃｙｃｌｅ ε

ｔｈｅ ａｐｐｅａｒａｎｃｅ ｏｆ
ｔｈｅ ｏｒｉｇｉｎ ｐｅａｋ ε

ｔｈｅ ｄｉｓａｐｐｅａｒａｎｃｅ ｏｆ ｔｈｅ ｐｅａｋ
ｏｎ ａ ｌｉｍｉｔ ｃｙｃｌｅ ε

０．０６ ０．０６１ ０．０７２ ０．１８０

０．０７ ０．０５３ ０．０７３ ０．１９３

０．０８ ０．０４３ ０．０７３ ０．２０７

０．０９ ０．０３１ ０．０７２ ０．２１８

０．１ ０．０２２ ０．０７２ ０．２３２

４　 结　 　 论

本文提出了一种能自动计算系统随机分岔临界参数的方法．该方法基于已有的联合概率密度特征提取

方法的算法发展而来，不仅可以确定随机分岔是否发生，还能同时确定分岔点的具体位置．需要指出的是，除
用于分析由参数变化引发的系统平稳概率密度随机分岔，它还可应用于瞬态概率密度演化过程中的分岔分

析，相关的研究正在进行中．
针对强噪声激励下的双稳态 Ｖａｎ ｄｅｒ Ｐｏｌ 系统，我们研究发现：当噪声强度 Ｄ ＝ ０．０６， 阻尼系数在［０，０．２］

区间内变化时，系统响应会经历三次分岔，分岔点位置分别为 ε ＝ ０．０６１，０．０７２，０．１８．系统联合概率密度呈现

了 ４ 种不同类型的几何特征，分别为含有环上峰的环形盆、仅有环上峰、原点峰与环上峰共存以及仅有原点

峰．在更强激励条件下，直至 Ｄ ＝ ０．１ 时，阻尼增加引起的随机分岔顺序仍保持不变，但分岔点的位置发生了

变化．要更全面地认识噪声强度和阻尼系数变化对联合概率密度影响的规律，需要计算导致联合概率密度图

有本质变化的参数集合，即参数空间转迁集．此项工作还有待进一步开展．
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ｌｉｎｅａｒ Ｓｔｏｃｈａｓｔｉｃ Ｄｙｎａｍｉｃｓ ａｎｄ Ｃｏｎｔｒｏｌ： Ｈａｍｉｌｔｏｎ Ｔｈｅｏｒｙ Ｓｙｓｔｅｍ Ｆｒａｍｅ［Ｍ］ ． Ｂｅｉｊｉｎｇ： Ｓｃｉｅｎｃｅ Ｐｒｅｓｓ， ２００３．
（ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［３］　 朱位秋， 蔡国强． 随机动力学引论［Ｍ］ ． 北京： 科学出版社， ２０１７． （ＺＨＵ Ｗｅｉｑｉｕ， ＣＡＩ Ｇｕｏｑｉａｎｇ． Ｉｎｔｒｏｄｕｃｔｉｏｎ ｔｏ
Ｓｔｏｃｈａｓｔｉｃ Ｄｙｎａｍｉｃｓ［Ｍ］ ． Ｂｅｉｊｉｎｇ： Ｓｃｉｅｎｃｅ Ｐｒｅｓｓ， ２０１７． （ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［４］　 ＶＡＮ ＤＥＲ ＰＯＬ Ｂ． Ｆｏｒｃｅｄ ｏｓｃｉｌｌａｔｉｏｎｓ ｉｎ ａ ｃｉｒｃｕｉｔ ｗｉｔｈ ｎｏｎ⁃ｌｉｎｅａｒ ｒｅｓｉｓｔａｎｃｅ （ ｒｅｃｅｐｔｉｏｎ ｗｉｔｈ ｒｅａｃｔｉｖｅ ｔｒｉｏｄｅ）

２１５１ 应　 用　 数　 学　 和　 力　 学　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ２０２４ 年　 第 ４５ 卷



［Ｊ］ ． Ｔｈｅ Ｌｏｎｄｏｎ， Ｅｄｉｎｂｕｒｇｈ， ａｎｄ Ｄｕｂｌｉｎ Ｐｈｉｌｏｓｏｐｈｉｃａｌ Ｍａｇａｚｉｎｅ ａｎｄ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｓｃｉｅｎｃｅ， １９２７， ３（１３）： ６５⁃
８０．

［５］　 刘坤峰， 靳艳飞． 相关白噪声激励下双稳态 Ｄｕｆｆｉｎｇ⁃Ｖａｎ ｄｅｒ Ｐｏｌ 系统的随机分岔［Ｊ］ ． 动力学与控制学报， ２０２０，
１８（４）： １２⁃１８． （ＬＩＵ Ｋｕｎｆｅｎｇ， ＪＩＮ Ｙａｎｆｅｉ． Ｓｔｏｃｈａｓｔｉｃ ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ ｉｎ ｂｉｓｔａｂｌｅ ｄｕｆｆｉｎｇ⁃Ｖａｎ ｄｅｒ Ｐｏｌ ｓｙｓｔｅｍ ｄｒｉｖｅｎ
ｂｙ ｃｏｒｒｅｌａｔｅｄ ｗｈｉｔｅ ｎｏｉｓｅｓ［Ｊ］ ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｄｙｎａｍｉｃｓ ａｎｄ Ｃｏｎｔｒｏｌ， ２０２０， １８（４）： １２⁃１８． （ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［６］　 顾仁财， 许勇， 郝孟丽， 等． Ｌéｖｙ 稳定噪声激励下的 Ｄｕｆｆｉｎｇ⁃Ｖａｎ ｄｅｒ Ｐｏｌ 振子的随机分岔［Ｊ］ ． 物理学报， ２０１１，
６０（６）： １５７⁃１６１． （ＧＵ Ｒｅｎｃａｉ， ＸＵ Ｙｏｎｇ， ＨＡＯ Ｍｅｎｇｌｉ， ｅｔ ａｌ． Ｓｔｏｃｈａｓｔｉｃ ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎｓ ｉｎ Ｄｕｆｆｉｎｇ⁃Ｖａｎ ｄｅｒ Ｐｏｌ ｏｓ⁃
ｃｉｌｌａｔｏｒ ｗｉｔｈ Ｌéｖｙ ｓｔａｂｌｅ ｎｏｉｓｅ［Ｊ］ ． Ａｃｔａ Ｐｈｙｓｉｃａ Ｓｉｎｉｃａ， ２０１１， ６０（６）： １５７⁃１６１． （ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［７］　 ＬＩ Ｙ， ＷＵ Ｚ， ＺＨＡＮＧ Ｇ， ｅｔ ａｌ． Ｓｔｏｃｈａｓｔｉｃ Ｐ⁃ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ ｉｎ ａ ｂｉｓｔａｂｌｅ Ｖａｎ ｄｅｒ Ｐｏｌ ｏｓｃｉｌｌａｔｏｒ ｗｉｔｈ ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ ｔｉｍｅ⁃
ｄｅｌａｙ ｆｅｅｄｂａｃｋ ｕｎｄｅｒ Ｇａｕｓｓｉａｎ ｗｈｉｔｅ ｎｏｉｓｅ ｅｘｃｉｔａｔｉｏｎ［Ｊ］ ． Ａｄｖａｎｃｅｓ ｉｎ Ｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅ Ｅｑｕａｔｉｏｎｓ， ２０１９， ２０１９（１）：
４４８．

［８］　 宋凯令， 吴志强． 加性噪声激励对双稳态 Ｖａｎ ｄｅｒ Ｐｏｌ 系统联合概率密度的影响［Ｊ］ ． 应用力学学报， ２０２０， ３７
（６）： ２３９５⁃２４０３． （ＳＯＮＧ Ｋａｉｌｉｎｇ， ＷＵ Ｚｈｉｑｉａｎｇ． Ｉｎｆｌｕｅｎｃｅ ｏｆ ａｄｄｉｔｉｖｅ ｎｏｉｓｅ ｅｘｃｉｔａｔｉｏｎ ｏｎ ｊｏｉｎｔ ｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙ ｄｅｎ⁃
ｓｉｔｙ ｏｆ ｂｉ⁃ｓｔａｂｌｅ Ｖａｎ ｄｅｒ Ｐｏｌ ｓｙｓｔｅｍ［Ｊ］ ． Ｃｈｉｎｅｓｅ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ， ２０２０， ３７（６）： ２３９５⁃２４０３． （ ｉｎ
Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［９］　 ＳＵＮ Ｚ， ＦＵ Ｊ， ＸＩＡＯ Ｙ， ｅｔ ａｌ． Ｄｅｌａｙ⁃ｉｎｄｕｃｅｄ ｓｔｏｃｈａｓｔｉｃ ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎｓ ｉｎ ａ ｂｉｓｔａｂｌｅ ｓｙｓｔｅｍ ｕｎｄｅｒ ｗｈｉｔｅ ｎｏｉｓｅ［Ｊ］ ．
Ｃｈａｏｓ： ａｎ Ｉｎｔｅｒｄｉｓｃｉｐｌｉｎａｒｙ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｎｏｎｌｉｎｅａｒ Ｓｃｉｅｎｃｅ， ２０１５， ２５（８）： ０８３１０２．

［１０］　 ＣＨＡＭＧＯＵÉ Ａ Ｃ， ＹＡＭＡＰＩ Ｒ， ＷＯＡＦＯ Ｐ． Ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎｓ ｉｎ ａ ｂｉｒｈｙｔｈｍｉｃ ｂｉｏｌｏｇｉｃａｌ ｓｙｓｔｅｍ ｗｉｔｈ ｔｉｍｅ⁃ｄｅｌａｙｅｄ
ｎｏｉｓｅ［Ｊ］ ． Ｎｏｎｌｉｎｅａｒ Ｄｙｎａｍｉｃｓ， ２０１３， ７３（４）： ２１５７⁃２１７３．

［１１］　 ＧＵＯ Ｑ， ＳＵＮ Ｚ， ＸＵ Ｗ． Ｓｔｏｃｈａｓｔｉｃ ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎｓ ｉｎ ａ ｂｉｒｈｙｔｈｍｉｃ ｂｉｏｌｏｇｉｃａｌ ｍｏｄｅｌ ｗｉｔｈ ｔｉｍｅ⁃ｄｅｌａｙｅｄ ｆｅｅｄｂａｃｋｓ
［Ｊ］ ． Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ ａｎｄ Ｃｈａｏｓ， ２０１８， ２８（４）： １８５００４８．

［１２］　 ＧＵＩＭＦＡＣＫ Ｂ Ａ， ＭＢＡＫＯＢ Ｙ Ｒ， ＴＡＢＩ Ｃ Ｂ， ｅｔ ａｌ． Ｏｎ ｓｔｏｃｈａｓｔｉｃ ｒｅｓｐｏｎｓｅ ｏｆ ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ⁃ｏｒｄｅｒ ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ ｂｉ⁃
ｒｈｙｔｈｍｉｃ Ｖａｎ ｄｅｒ Ｐｏｌ ｏｓｃｉｌｌａｔｏｒ ｓｕｂｊｅｃｔｅｄ ｔｏ ｄｅｌａｙｅｄ ｆｅｅｄｂａｃｋ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ ａｎｄ Ｇａｕｓｓｉａｎ ｗｈｉｔｅ ｎｏｉｓｅ ｅｘｃｉｔａ⁃
ｔｉｏｎ［Ｊ］ ． Ｃｈａｏｓ， Ｓｏｌｉｔｏｎｓ ａｎｄ Ｆｒａｃｔａｌｓ： ｔｈｅ Ｉｎｔｅｒｄｉｓｃｉｐｌｉｎａｒｙ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｎｏｎｌｉｎｅａｒ Ｓｃｉｅｎｃｅ， ａｎｄ Ｎｏｎｅｑｕｉｌｉｂ⁃
ｒｉｕｍ ａｎｄ Ｃｏｍｐｌｅｘ Ｐｈｅｎｏｍｅｎａ， ２０２２， １５７． ＤＯＩ： １０．１０１６ ／ ｊ．ｃｈａｏｓ．２０２２．１１１９３６．

［１３］　 ＹＯＮＫＥＵ Ｒ Ｍ， ＹＡＭＡＰＩ Ｒ， ＦＩＬＡＴＲＥＬＬＡ Ｇ， ｅｔ ａｌ． Ｓｔｏｃｈａｓｔｉｃ ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎｓ ｉｎｄｕｃｅｄ ｂｙ ｃｏｒｒｅｌａｔｅｄ ｎｏｉｓｅ ｉｎ ａ ｂｉ⁃
ｒｈｙｔｈｍｉｃ Ｖａｎ ｄｅｒ Ｐｏｌ ｓｙｓｔｅｍ［Ｊ］ ． Ｃｏｍｍｕｎｉｃａｔｉｏｎｓ ｉｎ Ｎｏｎｌｉｎｅａｒ Ｓｃｉｅｎｃｅ ａｎｄ Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ Ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ， ２０１６，
３３： ７０⁃８４．

［１４］　 ＬＩ Ｙ， ＷＵ Ｚ． Ｓｔｏｃｈａｓｔｉｃ Ｐ⁃ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ ｉｎ ａ ｔｒｉ⁃ｓｔａｂｌｅ Ｖａｎ ｄｅｒ Ｐｏｌ ｓｙｓｔｅｍ ｗｉｔｈ ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ ｄｅｒｉｖａｔｉｖｅ ｕｎｄｅｒ Ｇａｕｓｓｉ⁃
ａｎ ｗｈｉｔｅ ｎｏｉｓｅ［Ｊ］ ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｖｉｂｒｏｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ， ２０１９， ２１（３）： ８０３⁃８１５．

［１５］　 吴志强， 王文博， 张祥云． 三稳态 Ｖａｎ ｄｅｒ Ｐｏｌ 系统随机 Ｐ 分岔电路实验研究［Ｊ］ ． 振动与冲击， ２０１８， ３７（１３）：
１１１⁃１１６． （ＷＵ Ｚｈｉｑｉａｎｇ， ＷＡＮＧ Ｗｅｎｂｏ， ＺＨＡＮＧ Ｘｉａｎｇｙｕｎ． Ａ ｔｒｉ⁃ｓｔａｂｌｅ Ｖａｎ ｄｅｒ Ｐｏｌ ｓｙｓｔｅｍ’ｓ ｓｔｏｃｈａｓｔｉｃ Ｐ⁃ｂｉ⁃
ｆｕｒｃａｔｉｏｎ ｃｉｒｃｕｉｔ ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔ［Ｊ］ ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｖｉｂｒａｔｉｏｎ ａｎｄ Ｓｈｏｃｋ， ２０１８， ３７（１３）： １１１⁃１１６． （ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［１６］　 李亚杰， 吴志强， 兰奇逊， 等． 联合噪声激励下分数阶三稳 Ｖａｎ ｄｅｒ Ｐｏｌ 振子的随机 Ｐ 分岔［ Ｊ］ ． 振动与冲击，
２０２１， ４０（１６）： ２７５⁃２８０． （ＬＩ Ｙａｊｉｅ， ＷＵ Ｚｈｉｑｉａｎｇ， ＬＡＮ Ｑｉｘｕｎ， ｅｔ ａｌ． Ｓｔｏｃｈａｓｔｉｃ Ｐ ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ ｉｎ ａ ｔｒｉ⁃ｓｔａｂｌｅ Ｖａｎ
ｄｅｒ Ｐｏｌ ｏｓｃｉｌｌａｔｏｒ ｗｉｔｈ ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ ｄｅｒｉｖａｔｉｖｅ ｅｘｃｉｔｅｄ ｂｙ ｃｏｍｂｉｎｅｄ Ｇａｕｓｓｉａｎ ｗｈｉｔｅ ｎｏｉｓｅｓ［Ｊ］ ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｖｉｂｒａ⁃
ｔｉｏｎ ａｎｄ Ｓｈｏｃｋ， ２０２１， ４０（１６）： ２７５⁃２８０． （ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［１７］　 郝颖， 吴志强． 三稳态 Ｖａｎ ｄｅｒ Ｐｏｌ⁃Ｄｕｆｆｎｇ 振子的随机 Ｐ 分岔［ Ｊ］ ． 力学学报， ２０１３， ４５（２）： ２５７⁃２６４． （ＨＡＯ
Ｙｉｎｇ， ＷＵ Ｚｈｉｑｉａｎｇ． Ｓｔｏｃｈａｓｔｉｃ Ｐ⁃ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ ｏｆ ｔｒｉ⁃ｓｔａｂｌｅ Ｖａｎ ｄｅｒ Ｐｏｌ⁃Ｄｕｆｆｉｎｇ ｏｓｃｉｌｌａｔｏｒ［ Ｊ］ ． Ｃｈｉｎｅｓｅ Ｊｏｕｒｎａｌ
ｏｆ Ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌ ａｎｄ Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ， ２０１３， ４５（２）： ２５７⁃２６４． （ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［１８］　 吴志强， 王耀光， 张祥云， 等． 一类三稳态系统确定性及随机分岔现象分析［Ｊ］ ． 天津大学学报（自然科学与工程

技术版）， ２０１８， ５１（９）： ８９５⁃９０２． （ＷＵ Ｚｈｉｑｉａｎｇ， ＷＡＮＧ Ｙａｏｇｕａｎｇ， ＺＨＡＮＧ Ｘｉａｎｇｙｕｎ， ｅｔ ａｌ． Ｄｅｔｅｒｍｉｎｉｓｔｉｃ ａｎｄ
ｓｔｏｃｈａｓｔｉｃ ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎｓ ｏｆ ａ ｔｒｉ⁃ｓｔａｂｌｅ ｓｙｓｔｅｍ［ Ｊ］ ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｔｉａｎｊｉｎ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ （Ｓｃｉｅｎｃｅ ａｎｄ Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ），
２０１８， ５１（９）： ８９５⁃９０２． （ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［１９］　 吴志强， 郝颖． 乘性色噪声激励下三稳态 Ｖａｎ ｄｅｒ Ｐｏｌ⁃Ｄｕｆｆｉｎｇ 振子随机 Ｐ⁃分岔［Ｊ］ ． 物理学报， ２０１５， ６４（６）： ５３⁃
５８． （ＷＵ Ｚｈｉｑｉａｎｇ， ＨＡＯ Ｙｉｎｇ． Ｓｔｏｃｈａｓｔｉｃ Ｐ⁃ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎｓ ｉｎ ｔｒｉ⁃ｓｔａｂｌｅ Ｖａｎ ｄｅｒ Ｐｏｌ⁃Ｄｕｆｆｉｎｇ ｏｓｃｉｌｌａｔｏｒ ｗｉｔｈ ｍｕｌｔｉ⁃
ｐｌｉｃａｔｉｖｅ ｃｏｌｏｒｅｄ ｎｏｉｓｅ［Ｊ］ ． Ａｃｔａ Ｐｈｙｓｉｃａ Ｓｉｎｉｃａ， ２０１５， ６４（６）： ５３⁃５８． （ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［２０］　 吴志强， 郝颖． 随机激励 Ｖａｎ ｄｅｒ Ｐｏｌ⁃Ｄｕｆｆｉｎｇ 方程三峰 Ｐ⁃分岔［ Ｊ］ ． 中国科学： 物理学 力学 天文学， ２０１３， ４３
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４１５１ 应　 用　 数　 学　 和　 力　 学　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ２０２４ 年　 第 ４５ 卷


