
ⓒ 应用数学和力学编委会，ＩＳＳＮ １０００⁃０８８７ ｈｔｔｐ： ／ ／ ｗｗｗ．ａｐｐｌｍａｔｈｍｅｃｈ．ｃｎ

基于 ＰＤ⁃ＦＥＭ 混合模型的材料热力耦合损伤分析
∗

曾金宝，　 姜翠香，　 张益豪

（武汉科技大学 理学院， 武汉 ４３００６５）

摘要：　 提出了一种新的近场动力学⁃有限元方法（ｐｅｒｉｄｙｎａｍｉｃｓ⁃ｆｉｎｉｔｅ ｅｌｅｍｅｎｔ ｍｅｔｈｏｄ，ＰＤ⁃ＦＥＭ）混合模型．该模型用

于求解材料热力耦合损伤问题，将求解域划分为近场动力学（ＰＤ）区域和有限元方法（ＦＥＭ）区域，通过 ＦＥＭ 节点

与 ＰＤ 物质点构成的混合键连接各个子区域．采用该模型对氧化铝陶瓷板在热冲击载荷作用下的损伤行为进行了

模拟分析，计算结果表明，采用该混合模型获得的裂纹萌生及扩展与实验研究结果吻合良好，验证了该模型的正确

性．该 ＰＤ⁃ＦＥＭ 混合模型继承了 ＰＤ 处理不连续问题的优势，同时，由于 ＦＥＭ 的引入，大大提高了 ＰＤ 方法在研究材

料热力耦合损伤问题时的求解效率．
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能较差［１］，在热冲击载荷作用下裂纹萌生和扩展，最终导致材料失效，因此，对耐火陶瓷材料在热力耦合条

件下的损伤行为进行研究是非常必要的．有限元方法（ＦＥＭ）因适用范围广、计算效率高的特点在热力耦合问

题分析中得到了广泛应用［２⁃５］，然而 ＦＥＭ 在求解不连续问题时存在不足，其空间微分求解形式导致裂纹尖端

存在奇异性．Ｓｉｌｌｉｎｇ 等［６⁃８］提出了近场动力学（ＰＤ）理论．该理论基于非局部作用思想建立的积分求解形式，使
其在处理不连续问题时具有天然优势．

在基于 ＰＤ 理论的热力学研究方面，Ｂｏｂａｒｕ 等［９⁃１０］ 提出了适用于不连续问题的 ＰＤ 瞬态热传导模型．
Ｏｔｅｒｋｕｓ 等［１１］通过能量守恒和自由能密度函数，推导了广义的 ＰＤ 完全热力耦合模型，化简后得到了键基 ＰＤ
（ｂｏｎｄ⁃ｂａｓｅｄ ｐｅｒｉｄｙｎａｍｉｃｓ，ＢＢＰＤ）热力耦合方程．Ｄ’Ａｎｔｕｏｎｏ 等［１２］ 提出了弱耦合 ＢＢＰＤ 热力耦合模型，采用

多速率显式积分方案，研究了薄板和厚板在热冲击荷载下裂纹的萌生和扩展．Ｗａｎｇ 等［１３］ 建立了一种考虑应

变软化特性的态基近场动力学（ｓｔａｔｅ⁃ｂａｓｅｄ ｐｅｒｉｄｙｎａｍｉｃｓ， ＳＢＰＤ）弱耦合热弹性模型，研究了陶瓷尺寸对热冲

击裂纹的影响．Ｇａｏ 等［１４］提出了基于 ＳＢＰＤ 的完全热力耦合模型，解除了 ＢＢＰＤ 热力耦合模型中 Ｐｏｉｓｓｏｎ 比

只能取定值的限制，推导了基于 ＳＢＰＤ 的完全耦合热弹性方程及其无量纲形式，通过将热响应和力学响应的

结果与边界元法和 ＦＥＭ 的结果进行比较，验证了该模型的有效性．Ｗａｎｇ 等［１５］提出了一种改进的 ＢＢＰＤ 热力

耦合模型，该模型考虑了物质点间的距离对微导热系数的影响，采用自适应动态松弛法使位移场快速达到稳

定状态，研究了脆性固体材料的热冲击响应问题．李星等［１６］采用热焓法改写经典热传导方程，建立了一种考

虑相变的 ＢＢＰＤ 热力耦合模型，研究了多孔介质冻结破环问题，得到了多孔介质中材料相变过程中液固界面

的演化特征．
然而，采用 ＰＤ 方法分析热力耦合条件下材料损伤行为时存在计算效率低的问题，为了提高整体求解效

率，研究人员对 ＰＤ 与 ＦＥＭ 的混合建模进行了研究．Ｋｉｌｉｃ 等［１７］在 ＦＥＭ 与 ＰＤ 区域之间定义了一个重合区域，
在重合区域内由 ＦＥＭ 理论计算得到节点位移和速度，再通过 ＰＤ 理论计算体力密度作为重叠区域 ＦＥＭ 单

元的外力，并分析了静态和准静态问题．Ｌｉｕ 等［１８］在 ＦＥＭ 和 ＰＤ 区域之间引入嵌有一定数量 ＰＤ 物质点的界

面单元，通过插值函数和节点位移确定嵌入的 ＰＤ 物质点位移，并将嵌入的 ＰＤ 物质点所受非局部作用力分

配到界面单元的节点上．Ｓｅｌｅｓｏｎ 等［１９］提出了一种基于力的混合模型来耦合 ＰＤ 理论和经典弹性理论，该模

型 ＦＥＭ 和 ＰＤ 区域之间过渡区域的混合函数具有一定的非局部权重．Ｂｉｅ 等［２０⁃２１］ 提出了通过对偶域近场动

力学（ｄｕａｌ⁃ｈｏｒｉｚｏｎ ｐｅｒｉｄｙｎａｍｉｃｓ，ＤＨ⁃ＰＤ）耦合局部和非局部理论的方法，ＦＥＭ 节点被视为邻域范围趋近于零

的特殊 ＰＤ 物质点，ＦＥＭ 节点受到的非局部作用力来自于对偶域的键．章青等［２２］ 提出了一种 ＰＤ 与 ＦＥＭ 混

合建模的隐式分析方法，交界面上的 ＦＥＭ 节点与一定范围内 ＰＤ 物质点通过杆单元连接，该方法不需要设

置重叠区域或过渡区域．目前 ＰＤ 与 ＦＥＭ 混合建模方法大多应用于单物理场问题的研究，建立求解热力耦合

多物理场耦合问题的 ＰＤ 与 ＦＥＭ 混合模型（ＰＤ⁃ＦＥＭ 模型）具有重要的研究意义．
本文提出了 ＰＤ 与 ＦＥＭ 混合建模求解热力耦合损伤问题的 ＰＤ⁃ＦＥＭ 混合模型，采用该混合模型对陶瓷

板受热冲击载荷作用时的损伤行为进行了模拟分析，研究了陶瓷板裂纹萌生和扩展过程，计算结果与实验结

果吻合良好，验证了该 ＰＤ⁃ＦＥＭ 混合模型的正确性．与传统的 ＰＤ 热力耦合模型相比，该混合模型继承了 ＰＤ
处理不连续问题的优势，极大地提高了计算效率，为材料热力耦合损伤行为的分析研究提供了新的途径．

１　 ＰＤ 热力耦合理论

ＰＤ 理论将求解域离散成一系列的物质点．物质点 ｘｉ 与其邻域范围内任意物质点 ｘ ｊ 之间存在相互作用，
物质点 ｘｉ 与 ｘ ｊ 的相对位置矢量为 ξ ＝ Ｘ ｊ － Ｘｉ， 相对位移矢量为 η ＝ ｕ ｊ － ｕｉ， 物质点对之间形成的键伸长率

为 ｓ ＝ （ ξ ＋ η － ξ ） ／ ξ ， 物质点 ｘｉ 和 ｘ ｊ 的温度分别为 θ ｉ 和 θ ｊ， 考虑热变形效应影响后， ＢＢＰＤ 运动方

程为［１１］

　 　 ρｕ（ｘｉ，ｔ） ＝ ∫
Ｈ
ｃ（ ｓ － αＴａｖｇ）

ξ ＋ η
ξ ＋ η

μ（ｘｉ，ｘ ｊ，ｔ）ｄＶ ｊ ＋ ｂ（ｘｉ，ｔ）， （１）

式中， ρ 为材料密度， Ｈ为物质点 ｘｉ 的邻域，平面应力问题中微弹性模量 ｃ ＝ ９Ｅ ／ （πｈδ ３），Ｅ为材料弹性模量，
ｈ 为物体厚度， δ 为物质点邻域半径， α 为材料热膨胀系数，物质点温度变化量的平均值 Ｔａｖｇ ＝ （θ ｉ ＋ θ ｊ －
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２θ ０） ／ ２， θ ０ 为初始参考温度， Ｖ ｊ 为物质点 ｘ ｊ 的体积， ｂ（ｘｉ，ｔ） 为作用于物质点 ｘｉ 的体力密度矢量．
引入描述物质点对之间的键是否断裂的分段函数 μ（ｘｉ，ｘ ｊ，ｔ） ［１５］：

　 　 μ（ｘｉ，ｘ ｊ，ｔ） ＝
１，　 　 ｓ － αＴａｖｇ ≤ ｓｃ，
０，　 　 ｓ － αＴａｖｇ ＞ ｓｃ，

{ （２）

式中，对于平面应力问题临界伸长率 ｓｃ ＝ ４πＧｃ ／ （９Ｅδ） ，Ｇｃ 为断裂能释放率． μ（ｘｉ，ｘ ｊ，ｔ） ＝ ０ 表示物质点之

间的键发生不可逆的断裂，物质点之间将不再存在相互作用力和传递热量．
考虑物体变形对温度场的影响后，ＢＢＰＤ 热传导方程为［１１］

　 　 ρｃｖθ（ｘｉ，ｔ） ＝ ∫
Ｈ
κ ｐ

θ ｊ － θ ｉ

ξ
－ θ ｉ

αｃ
２

ｅ
æ

è
ç

ö

ø
÷ μ（ｘｉ，ｘ ｊ，ｔ）ｄＶ ｊ ＋ ｈｓ（ｘｉ，ｔ）， （３）

式中， ｃｖ 为材料比热容，微导热系数 κ ｐ ＝ ６ｋ ／ （πｈδ ３），ｋ 为材料导热系数， ｈｓ（ｘｉ，ｔ） 为作用于物质点 ｘｉ 的热源

密度，物质点之间的伸长量 ｅ ＝ ξ ＋ η － ξ ， 其对时间的导数为

　 　 ｅ ＝ ξ ＋ η
ξ ＋ η

·η ． （４）

材料的损伤通过统计断裂的键与总键数的比例确定，损伤函数为

　 　 φ（ｘｉ，ｔ） ＝ １ －
∫
Ｈ
μ（ｘｉ，ｘ ｊ，ｔ）ｄＶ ｊ

∫
Ｈ
ｄＶ ｊ

． （５）

２　 热力耦合问题的 ＦＥＭ 分析方法

基于连续介质力学的热力耦合运动方程和瞬态热传导方程为［２３］

　 　 Ñ·σ ＋ ｂ － ρｕ ＝ ０， （６）
　 　 Ñ·（ＤθÑθ） ＋ ｈｑ ＋ ｈε － ρｃｖθ ＝ ０， （７）

式中， Ñ为梯度算子，σ为 Ｃａｕｃｈｙ 应力， ｂ为体力密度矢量， ｕ为位移矢量，Ｄθ 为导热系数张量， ｈｑ 为热源密

度， θ 为温度，考虑热变形影响后物理方程为［２４］σ ＝Ｄｕ（ε － εθ），Ｄｕ 为弹性矩阵， ε 为应变， εθ 为温度变化引

起的热应变，变形引起的热流密度为 ｈε ＝ θβ ｃｌｅ， 热模量为 β ｃｌ ＝ αＥ ／ （１ － υ），υ 为 Ｐｏｉｓｓｏｎ 比， ｅ为变形对时间

的导数．
在 Γ ｕ 边界上已知弹性体的位移称为位移边界条件，在 Γ ｐ 边界上已知外力称为力的边界条件，则有

　 　
ｕ ＝ ｕ－，　 　 ｏｎ Γ ｕ，

ｎ·σ ＝ ｐ－，　 　 ｏｎ Γ ｐ，
{ （８）

式中， ｕ－ 为 Γ ｕ 边界上给定的位移矢量， ｐ－ 为边界 Γ ｐ 上单位面积受到的力矢量， ｎ 为边界的单位外法线向量．
在 Γ１ 边界上给定温度值称为第一类边界条件，在 Γ２ 边界上给定热流密度称为第二类边界条件，在 Γ３

边界上给定对流换热条件称为第三类边界条件，则有

　 　

θ ＝ θ
－
，　 　 ｏｎ Γ１，

ｎ·（Ｄθ Ñθ） ＝ ｈ
－

Γ２
，　 　 ｏｎ Γ２，

ｎ·（Ｄθ Ñθ） ＝ ｈ（θ∞ － θ），　 　 ｏｎ Γ３，

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（９）

式中， θ
－
为 Γ１ 边界上给定的温度值， ｈ

－

Γ２
为 Γ２ 边界上给定的热流密度， ｈ 为对流换热系数， θ∞ 为环境温度．

　 　 将求解域离散成一系列平面四节点四边形单元后，单元内位移和温度通过形函数插值得到

　 　
ｕｅ ＝ Ｎｅ

ｕＵｅ ＝
Ｎ１ ０ Ｎ２ ０ Ｎ３ ０ Ｎ４ ０
０ Ｎ１ ０ Ｎ２ ０ Ｎ３ ０ Ｎ４

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

ｕｘ
１ ｕｙ

１ ｕｘ
２ ｕｙ

２ ｕｘ
３ ｕｙ

３ ｕｘ
４ ｕｙ

４[ ] ，

θ ｅ ＝ Ｎｅ
θΘｅ ＝ ［Ｎ１ 　 Ｎ２ 　 Ｎ３ 　 Ｎ４］［θ １ 　 θ ２ 　 θ ３ 　 θ ４］ Ｔ，

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（１０）

式中， Ｎｅ
ｕ 为位移场插值函数矩阵， Ｕｅ 为单元节点位移列阵， Ｎｅ

θ 为温度场插值函数矩阵，Θｅ 为单元节点温度
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列阵， ｕｘ
１ ～ ｕｘ

４，ｕｙ
１ ～ ｕｙ

４ 和 θ １ ～ θ ４ 分别表示单元第 １ 到第 ４ 个节点的 ｘ 方向位移、 ｙ 方向位移和温度值．
由式（６）、（７）和边界条件（８）、（９），通过加权余量法可得在单元域内运动方程和热传导方程的等效积

分弱形式分别为［２３］

　 　 ∫
Ｖｅ
ｗｅρｕｅｄＶ ＋ ∫

Ｖｅ
ÑｗｅＤｕεｅｄＶ － ∫

Ｖｅ
ÑｗｅＤｕεｅ

θｄＶ － ∫
Ｖｅ
ｗｅｂｄＶ － ∫

Γｅ
ｐ

ｗｅｐ－ｄΓ ＝ ０， （１１）

　 　 ∫
Ｖｅ
ｖｅρｃｖθ ｅｄＶ ＋ ∫

Ｖｅ
ÑｖｅＤθ Ñθ ｅｄＶ － ∫

Ｖｅ
ｖｅｈｅ

εｄＶ － ∫
Ｖｅ
ｖｅｈｑｄＶ － ∫

Γｅ
２

ｖｅｈ
－

Γ２
ｄΓ － ∫

Γｅ
３

ｖｅｈ
－

Γ３
ｄΓ ＝ ０， （１２）

式中， Ｖｅ 为单元体积； ｗｅ 和 ｖｅ 分别为位移场和温度场权函数矩阵； εｅ 为单元应变，二维条件下单元的热应

变 εｅ
θ ＝ α（θ

－ ｅ － θ ０）［１　 １　 ０］ Ｔ；θ
－ ｅ 为单元四个节点的平均温度； Γｅ

ｐ 为单元的力边界；由变形引起的单元热流

密度 ｈｅ
ε ＝ θ

－ ｅβ ｃｌ（εｅ
ｘ ＋ εｅ

ｙ），εｅ
ｘ 和 εｅ

ｙ 为单元正应变对时间的导数； Γｅ
２ 和 Γｅ

３ 分别为单元域第二类边界和第三类

边界，由对流换热产生的热流密度 ｈ
－

Γ３
＝ ｈ（θ∞ － θ ｅ） ．

几何矩阵 Ｂｅ
ｕ ＝ ÑＮｅ

ｕ，Ｂｅ
θ ＝ ÑＮｅ

θ，单元应变 εｅ ＝ Ｂｅ
ｕＵｅ，取位移场权函数矩阵 ｗｅ ＝ （Ｎｅ

ｕ） Ｔ，取温度场权函数

矩阵 ｖｅ ＝ （Ｎｅ
θ） Ｔ， 式（１１）和（１２）可改写为

　 　 ∫
Ｖｅ

（Ｎｅ
ｕ） ＴρＮｅ

ｕＵｅｄＶ ＝ ∫
Ｖｅ

（Ｎｅ
ｕ） ＴｂｄＶ ＋ ∫

Γｅ
ｐ

（Ｎｅ
ｕ） ＴｐｄΓ ＋

　 　 　 　 ∫
Ｖｅ

（Ｂｅ
ｕ） ＴＤｕεｅ

θｄＶ － ∫
Ｖｅ

（Ｂｅ
ｕ） ＴＤｕＢｅ

ｕＵｅｄＶ， （１３）

　 　 ∫
Ｖｅ

（Ｎｅ
θ） ＴρｃｖＮｅ

θΘｅｄＶ ＝ ∫
Ｖｅ

（Ｎｅ
θ） Ｔｈｅ

ｑｄＶ ＋ ∫
Γｅ

２

（Ｎｅ
θ） ＴｈΓ２

ｄΓ ＋ ∫
Γｅ

３

（Ｎｅ
θ） Ｔｈθ∞ ｄΓ ＋

　 　 　 　 ∫
Ｖｅ
（Ｎｅ

θ） Ｔｈｅ
εｄＶ － ∫

Ｖｅ
（Ｂｅ

θ） ＴＤθＢｅ
θΘｅｄＶ － ∫

Γｅ
３

ｈ （Ｎｅ
θ） Ｔ （Ｎｅ

θ） ＴΘｅｄΓ ． （１４）

由式（１３）和（１４）可得热力耦合问题的 ＦＥＭ 运动方程和热传导方程为

　 　 ＭｅＵｅ ＝ Ｆｅ
ｂ ＋ Ｆｅ

ｐ ＋ Ｆｅ
εθ

－ Ｋｅ
ｕＵｅ， （１５）

　 　 ＣｅΘｅ ＝ Ｑｅ
ｈｑ

＋ Ｑｅ
ｈΓ

＋ Ｑｅ
ε － Ｋｅ

θΘｅ， （１６）
式中， Ｍｅ 和 Ｃｅ 分别为单元质量矩阵和热容矩阵， Ｕｅ 为节点加速度列阵， Ｆｅ

ｂ 为体力引起的载荷列阵， Ｆｅ
ｐ 为

力边界条件引起的载荷列阵， Ｆｅ
εθ 为热应变引起的载荷列阵， Ｋｅ

ｕ 为单元刚度矩阵， Θｅ 为节点温度对时间的

导数列阵， Ｑｅ
ｈｑ 为热源引起的热载荷列阵， Ｑｅ

ｈΓ 为第二和第三类边界引起的热载荷列阵， Ｑｅ
ε 为物体变形引起

的热载荷列阵， Ｋｅ
θ 为单元热传导矩阵．

３　 热力耦合问题的 ＰＤ⁃ＦＥＭ 模型

求解域划分为 ＦＥＭ 区域和 ＰＤ 区域，先按 ＦＥＭ 进行离散得到 ＦＥＭ 单元和节点，在 ＰＤ 区域各个 ＦＥＭ 单

元的形心处生成一个 ＰＤ 物质点，之后将 ＦＥＭ 区域的 ＦＥＭ 节点和 ＰＤ 物质点重新编号，如图 １ 所示．若两种

区域交界面上 ＦＥＭ 节点在某个 ＰＤ 物质点的邻域内，交界面上的 ＦＥＭ 节点将与 ＰＤ 物质点形成混合键，交
界面上 ＦＥＭ 节点不仅受到其所在的 ＦＥＭ 单元作用而且受到混合键的作用，交界面附近的 ＰＤ 物质点同时受

到邻域内其他 ＰＤ 物质点和混合键的作用，通过混合键连接各个子区域．
以物质点 ｘｉ 和 ｘ ｊ 连线为 ｘ 轴，建立局部坐标系 （ｘＯｙ）， 如图 ２ 所示．ｕｉ 和 ｕ ｊ 分别为在局部坐标系中物质

点 ｘｉ 和 ｘ ｊ 的位移矢量， γ 为整体坐标系与局部坐标系的之间的角度．
整体坐标系与局部坐标系转化矩阵 Ｔｓ 为

　 　 Ｔｓ ＝
ｃｏｓ γ ｓｉｎ γ ０ ０
０ ０ ｃｏｓ γ ｓｉｎ γ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ． （１７）

根据式（１），物质点 ｘｉ 和 ｘ ｊ 形成的键通过变形引起的 ＰＤ 物质点载荷列阵为

　 　 ＦＰＤ
ｕ ＝ － ＫＰＤ

ｕ ＵＰＤ ＝ －
ｃＶｉＶ ｊ μ（ｘｉ，ｘ ｊ，ｔ）

ξ
（Ｔｓ） Ｔ １ － １

－ １ １
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú Ｔｓ［ｕｘ

ｉ 　 ｕｙ
ｉ 　 ｕｘ

ｊ 　 ｕｙ
ｊ ］ Ｔ， （１８）

式中， ＵＰＤ 为在整体坐标系 （ｘＯｙ） 中 ＰＤ 物质点的位移列阵， Ｖｉ 和 Ｖ ｊ 为物质点 ｘｉ 和 ｘ ｊ 的体积．将 Ｔｓ 的表达式
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代入后可得键的刚度矩阵 ＫＰＤ
ｕ 为

　 　 ＫＰＤ
ｕ ＝

ｃＶｉＶ ｊ μ（ ｉ，ｊ，ｔ）
ξ

ｃｏｓ２γ ｃｏｓ γｓｉｎ γ － ｃｏｓ２γ － ｃｏｓ γｓｉｎ γ
ｃｏｓ γｓｉｎ γ ｓｉｎ２γ － ｃｏｓ γｓｉｎ γ － ｓｉｎ２γ
－ ｃｏｓ２γ － ｃｏｓ γｓｉｎ γ ｃｏｓ２γ ｃｏｓ γｓｉｎ γ

－ ｃｏｓ γｓｉｎ γ － ｓｉｎ２γ ｃｏｓ γｓｉｎ γ ｓｉｎ２γ

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

． （１９）

图 １　 ＰＤ⁃ＦＥＭ 混合模型示意图

Ｆｉｇ． １　 Ｓｃｈｅｍａｔｉｃ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ｔｈｅ ＰＤ⁃ＦＥＭ

ｈｙｂｒｉｄ ｍｏｄｅｌ

图 ２　 局部坐标系中物质点对之间的相互作用

Ｆｉｇ． ２　 Ｔｈｅ ｉｎｔｅｒａｃｔｉｏｎ ｂｅｔｗｅｅｎ ｍａｔｅｒｉａｌ ｐｏｉｎｔｓ

ｉｎ ｌｏｃａｌ ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓ

　 　 在局部坐标系 （ｘＯｙ） 中，物质点 ｘｉ 和 ｘ ｊ 形成的键由温度变化引起的伸长率 ｓθ ＝ αＴａｖｇ， 在整体坐标系

（ｘＯｙ） 中由温度变化引起的 ＰＤ 物质点载荷列阵为

　 　 ＦＰＤ
εθ

＝ － ｃαＴａｖｇＶｉＶ ｊ μ（ ｉ，ｊ，ｔ）（Ｔｓ） Ｔ １
－ １

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
＝

　 　 　 　 ｃαＴａｖｇＶｉＶ ｊ μ（ ｉ，ｊ，ｔ）［ － ｃｏｓ γ 　 － ｓｉｎ γ 　 ｃｏｓ γ 　 ｓｉｎ γ］ Ｔ ． （２０）
根据式（３），由物质点 ｘｉ 和 ｘ ｊ 形成的键两端 ＰＤ 物质点温度变化引起的热载荷贡献为

　 　 ＱＰＤ
θ ＝ － ＫＰＤ

θ ΘＰＤ ＝ －
κ ｐＶｉＶ ｊ μ（ｘｉ，ｘ ｊ，ｔ）

ξ
１ － １
－ １ １

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

θ ｉ

θ ｊ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
， （２１）

式中， ＫＰＤ
θ 为键的热传导矩阵， ΘＰＤ 为 ｘｉ 和 ｘ ｊ 形成的键两端物质点的温度列阵．

根据式（３）和（４），物质点 ｘｉ 和 ｘ ｊ 形成的键通过变形引起的热载荷贡献为

　 　 ＱＰＤ
ε ＝ －

ｃαＶｉＶ ｊ μ（ ｉ，ｊ，ｔ）
２

θ ｉ ０

０ θ ｊ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

－ １ １
－ １ １

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú Ｔｓ［ｕｘ

ｉ 　 ｕｙ
ｉ 　 ｕｘ

ｊ 　 ｕｙ
ｊ ］ Ｔ ＝

　 　 　 　
ｃαＶｉＶ ｊ μ（ ｉ，ｊ，ｔ）

２
θ ｉｃｏｓ γ θ ｉｓｉｎ γ － θ ｉｃｏｓ γ － θ ｉｓｉｎ γ

θ ｊｃｏｓ γ θ ｊｓｉｎ γ － θ ｊｃｏｓ γ － θ ｊｓｉｎ γ
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
［ｕｘ

ｉ 　 ｕｙ
ｉ 　 ｕｘ

ｊ 　 ｕｙ
ｊ ］ Ｔ ． （２２）

两种区域交界面上的 ＦＥＭ 节点和 ＰＤ 物质点构成的混合键的刚度矩阵记为 ＫＨＹ
ｕ ， 混合键受温度影响引

起的载荷列阵记为 ＦＨＹ
εθ ， 混合键的热传导矩阵记为 ＫＨＹ

θ ， 混合键变形引起的热载荷列阵记为 ＱＨＹ
ε ， 其计算形

式与两个 ＰＤ 物质点构成的键计算形式相同．
编号为 Ｉ 的 ＰＤ 物质点所受的外载荷为

　 　
Ｆｅｘｔ

Ｉ ＝ ∫
ＶＩ
ｂ（ Ｉ，ｔ）ｄＶ ＋ ∫

Γｈ
ｐ（ Ｉ，ｔ）ｄΓ，

Ｑｅｘｔ
Ｉ ＝ ∫

ＶＩ
ｈｑ（ Ｉ，ｔ）ｄＶ ＋ ∫

Γｈ
ｈΓ（ Ｉ，ｔ）ｄΓ，

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（２３）

式中， ｐ（ Ｉ，ｔ） 为作用于力边界的面力矢量， ｈΓ（ Ｉ，ｔ） 为作用于传热边界的热流密度．
根据式（１３）和（１４），可得编号为 Ｊ 的 ＦＥＭ 节点所受的外载荷为
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Ｆｅｘｔ

Ｊ ＝ ∑
ＮＦＥＭ
Ｊ

１
ＧＦＥＭ

Ｊ （Ｆｅ
ｂ ＋ Ｆｅ

ｐ），

Ｑｅｘｔ
Ｊ ＝ ∑

ＮＦＥＭ
Ｊ

１
ＬＦＥＭ

Ｊ （Ｑｅ
ｈｑ

＋ Ｑｅ
ｈΓ），

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（２４）

式中， ＮＦＥＭ
Ｊ 表示编号为 Ｊ 的 ＦＥＭ 节点参与构成的 ＦＥＭ 单元数量，选择矩阵 ＧＦＥＭ

Ｊ 和 ＬＦＥＭ
Ｊ 与点 Ｊ 位于单元的

顺序有关．当点 Ｊ 为单元第一个点时， ＧＦＥＭ
Ｊ ＝ ［Ｅ２×２ 　 ０２×２ 　 ０２×２ 　 ０２×２］，Ｅ２×２ 和 ０２×２ 为 ２ × ２ 单位矩阵和零矩

阵，ＬＦＥＭ
Ｊ ＝ ［１　 ０　 ０　 ０］；当点 Ｊ为单元第二个点时，ＧＦＥＭ

Ｊ ＝ ［０２×２ 　 Ｅ２×２ 　 ０２×２ 　 ０２×２］，ＬＦＥＭ
Ｊ ＝ ［０　 １　 ０　 ０］，

以此类推．
编号为 Ｉ 的 ＰＤ 物质点受 ＰＤ 键或混合键作用引起的合内力载荷和热载荷为

　 　
Ｆｉｎｔ

Ｉ ＝ ∑
ＮＰＤ
Ｉ

１
ＧＰＤ

Ｉ （ＫＰＤ
ｕ ＵＰＤ － ＦＰＤ

εθ ） ＋ ∑
ＮＨＹ
Ｉ

１
ＧＨＹ

Ｉ （ＫＨＹ
ｕ ＵＨＹ － ＦＨＹ

εθ ），

Ｑｉｎｔ
Ｉ ＝ ∑

ＮＰＤ
Ｉ

１
ＬＰＤ

Ｉ （ＫＰＤ
θ ΘＰＤ － ＱＰＤ

ε ） ＋ ∑
ＮＨＹ
Ｉ

１
ＬＨＹ

Ｉ （ＫＨＹ
θ ΘＨＹ － ＱＨＹ

ε ），

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（２５）

式中， ＮＰＤ
Ｉ 为 ＰＤ 物质点 Ｉ 与其邻域内的 ＰＤ 物质点构成的键数量， ＮＨＹ

Ｉ 为 ＰＤ 物质点 Ｉ 与邻域内 ＦＥＭ 节点构

成的混合键数量， ＵＨＹ 和 ΘＨＹ 为构成混合键的 ＰＤ 物质点和 ＦＥＭ 节点的位移列阵和温度列阵，选择矩阵

ＧＰＤ
Ｉ ，ＧＨＹ

Ｉ ，ＬＰＤ
Ｉ ，ＬＨＹ

Ｉ ， 他们与 ＧＦＥＭ
Ｊ ，ＬＦＥＭ

Ｊ 区别在于键由两个点构成．
编号为 Ｊ 的 ＦＥＭ 节点受 ＦＥＭ 单元或混合键作用引起的合内力载荷和热载荷为

　 　
Ｆｉｎｔ

Ｊ ＝ ∑
ＮＦＥＭ
Ｊ

１
ＧＦＥＭ

Ｊ （Ｋｅ
ｕＵｅ － Ｆｅ

εθ） ＋ ∑
ＮＨＹ
Ｊ

１
ＧＨＹ

Ｊ （ＫＨＹ
ｕ ＵＨＹ － ＦＨＹ

εθ ），

Ｑｉｎｔ
Ｊ ＝ ∑

ＮＦＥＭ
Ｊ

１
ＬＦＥＭ

Ｊ （Ｋｅ
θΘｅ － Ｑｅ

ε） ＋ ∑
ＮＨＹ
Ｊ

１
ＬＨＹ

Ｊ （ＫＨＹ
θ ΘＨＹ － ＱＨＹ

ε ） ．

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（２６）

式（１５）导出的单元质量矩阵称为一致质量矩阵，为了方便矩阵求逆，本文采用集中质量矩阵，两者求解

精度接近［２５］，ＦＥＭ 单元集中质量矩阵为 Ｍｅ ＝ （ρＶｅ ／ ４）Ｅ８×８， 集中热容矩阵 Ｃｅ ＝ （ρｃｖＶｅ ／ ４）Ｅ４×４，Ｅ４×４ 为 ４×４
单位矩阵．ＰＤ 物质点 Ｉ 的质量矩阵为 ＭＰＤ

Ｉ ＝ ρＶＩＥ２×２，Ｅ２×２ 为 ２×２ 单位矩阵，热容 ＣＰＤ
Ｉ ＝ ρｃｖＶＩ ．将 ＦＥＭ 节点和

ＰＤ 物质点的质量矩阵和载荷列阵按编号进行组装后得到整个混合模型的运动方程和热传导方程为

　 　
Ｍ２Ｎ×２ＮＵ２Ｎ×１ ＝ （Ｆｅｘｔ） ２Ｎ×１ － （Ｆｉｎｔ） ２Ｎ×１，

ＣＮ×ＮΘＮ×１ ＝ （Ｑｅｘｔ） Ｎ×１ － （Ｑｉｎｔ） Ｎ×１，
{ （２７）

式中， Ｎ 为混合模型 ＦＥＭ 节点和 ＰＤ 物质点总数．
运动方程和热传导方程采用交错法，通过显式时间积分方法进行求解，时间增量步需满足稳定性条件，

本文热力耦合方程为双向耦合形式，位移场和温度场采用相同的时间增量步，并按照位移场稳定性条件确定

时间步长．ＰＤ 区域［２５］和 ＦＥＭ 区域［２６］位移场稳定时间增量步为 ΔｔＰＤ 和 ΔｔＦＥＭ， ＰＤ⁃ＦＥＭ 混合模型的时间步长

取两者中的较小值．

４　 实例计算与分析

４．１　 陶瓷板瞬态热传导过程的动态响应

采用本文提出的 ＰＤ⁃ＦＥＭ 混合模型对陶瓷板冷却过程进行了模拟分析，陶瓷板的长度 Ｌ ＝ ２ ｍ，宽度 Ｈ ＝
２ ｍ，其中 １ ｍ×０．２５ ｍ 的矩形区域划分为 ＰＤ 区域，其余区域为 ＦＥＭ 区域，板的初始温度 θ ０ ＝ １００ ℃，左右边

界温度保持为 ０ ℃，上下边界为绝热边界且限制其在 ｙ 方向的位移，如图 ３ 所示．材料热膨胀系数 α ＝ １ ×
１０ －５ ℃ －１，弹性模量 Ｅ ＝ ２００ ＧＰａ，密度 ρ ＝ ２ ０００ ｋｇ ／ ｍ３，Ｐｏｉｓｓｏｎ 比 υ ＝ １ ／ ３， 导热系数 ｋ ＝ １００ Ｗ ／ （ｍ·Ｋ），比
热容 ｃｖ ＝ １０６ Ｊ ／ （ｋｇ·Ｋ），ＦＥＭ 单元尺寸和 ＰＤ 物质点间距均为 ２．５ ｍｍ，近场范围半径为 ３．０１５ 倍物质点间

距，时间步长 Δｔ ＝ １ × １０ －７ ｓ ．
温度边界条件和位移边界条件均作用于 ＦＥＭ 区域，该问题的边界条件表示为
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θ（ｘ ＝ ± Ｌ ／ ２，ｙ，ｔ） ＝ ０，　 　 ｔ ＞ ０， － Ｈ ／ ２ ≤ ｙ ≤ Ｈ ／ ２，
ｕｙ（ｘ，ｙ ＝ ± Ｈ ／ ２，ｔ） ＝ ０，　 　 ｔ ＞ ０， － Ｌ ／ ２ ≤ ｘ ≤ Ｌ ／ ２ ．{ （２８）

该问题的析解为［２７］

　 　 θ（ｘ，ｔ） ＝
４θ ０

π ∑
∞

ｎ ＝ ０

１
２ｎ ＋ １

ｅ －ｋ（２ｎ＋１）
２π２ｔ

ρｃｖＬ
２ ·ｓｉｎ ２ｎ ＋ １

Ｌ
πｘæ

è
ç

ö

ø
÷ ， （２９）

　 　 ｕｘ（ｘ，ｔ） ＝ αｘ（θ（ｘ，ｔ） － θ ０） ． （３０）
ＰＤ⁃ＦＥＭ 混合算法交界面附近可能存在“ｇｈｏｓｔ ｆｏｒｃｅ”，对本文提出的 ＰＤ⁃ＦＥＭ 模型进行“ｇｈｏｓｔ ｆｏｒｃｅ”测

试，定义位移相对误差 Ｒｕ 和温度相对误差 Ｒθ 为

　 　 Ｒｕ ＝
∑
Ｎ

ｉ ＝ １
（ｕｅ

ｉ － ｕｃ
ｉ ） ２

∑
Ｎ

ｉ ＝ １
（ｕｅ

ｉ ） ２

， Ｒθ ＝
∑
Ｎ

ｉ ＝ １
（θ ｅ

ｉ － θ ｃ
ｉ ） ２

∑
Ｎ

ｉ ＝ １
（θ ｅ

ｉ ） ２

， （３１）

式中， Ｎ 为参与测试的数据点个数， ｕｅ
ｉ 和 ｕｃ

ｉ 分别为物质点位移的解析解和数值解， θ ｅ
ｉ 和 θ ｃ

ｉ 分别为质点温度

的解析解和数值解．

图 ３　 陶瓷板冷却 ＰＤ⁃ＦＥＭ 混合模型模拟分析示意图

Ｆｉｇ． ３　 Ｓｃｈｅｍａｔｉｃ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ｔｈｅ ＰＤ⁃ＦＥＭ ｈｙｂｒｉｄ ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ ｍｏｄｅｌ ｆｏｒ ｃｅｒａｍｉｃ ｐｌａｔｅｓ ｃｏｏｌｉｎｇ

采用该 ＰＤ⁃ＦＥＭ 混合模型计算的陶瓷板水平中线上温度和位移响应，如图 ４ 所示．图中 ｘ 为物质点的水

平坐标， ｕｘ 为物质点的水平位移， θ 为物质点的温度．从图 ４ 可以看出，本文提出的 ＰＤ⁃ＦＥＭ 模型计算结果与

解析解吻合良好，图中还给出了采用 ＰＤ 热力耦合模型对相同问题进行模拟分析的计算结果．由式（３１）得到

由该 ＰＤ⁃ＦＥＭ 模型和 ＰＤ 热力耦合模型与解析解的位移相对误差 Ｒｕ 和温度相对误差 Ｒθ，如图 ５ 所示．由图 ５
可知，在各个时刻，ＰＤ⁃ＦＥＭ 模型的位移相对误差 Ｒｕ 和温度相对误差 Ｒθ 比 ＰＤ 热力耦合模型的相对误差小，
该 ＰＤ⁃ＦＥＭ 模型结果更趋近于解析解，说明该 ＰＤ⁃ＦＥＭ 模型可忽略“ｇｈｏｓｔ ｆｏｒｃｅ”影响．ＰＤ 热力耦合模型边界

附近物质点近场范围不完整会导致表面效应，图 ６ 所示的 ＰＤ⁃ＦＥＭ 模型的边界均为 ＦＥＭ 区域，能够减缓表

面效应影响．

图 ４　 解析解与 ＰＤ⁃ＦＥＭ 模型结果对比

Ｆｉｇ． ４　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ａｎａｌｙｔｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ａｎｄ ｔｈｅ ＰＤ⁃ＦＥＭ ｍｏｄｅｌ ｒｅｓｕｌｔｓ

注　 为了解释图中的颜色，读者可以参考本文的电子网页版本，后同．
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图 ５　 ＰＤ⁃ＦＥＭ 模型的相对误差和 ＰＤ 热力耦合模型的相对误差对比

Ｆｉｇ． ５　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ＰＤ⁃ＦＥＭ ｍｏｄｅｌ ｒｅｌａｔｉｖｅ ｅｒｒｏｒｓ ａｎｄ ｔｈｅ ＰＤ ｔｈｅｒｍｏ⁃ｍｅｃｈａｎｉｃａｌ ｃｏｕｐｌｉｎｇ ｍｏｄｅｌ ｒｅｌａｔｉｖｅ ｅｒｒｏｒｓ

４．２　 陶瓷板在拉伸载荷作用下的动态响应

采用本文提出的混合模型对陶瓷板在拉伸载荷作用下的动态响应进行了模拟分析．陶瓷板的长度和宽

度为 １００ ｍｍ，左侧施加随时间变化的均布拉伸载荷 Ｐ（ ｔ）， 右侧为固定边界条件，陶瓷板被划分一个 ＰＤ 区

域和两个 ＦＥＭ 区域，如图 ６ 所示．ＦＥＭ 单元尺寸和 ＰＤ 物质点间距均为 ０．２ ｍｍ，近场范围半径为 ３．０１５ 倍物

质点间距，时间步长 Δｔ ＝ １ × １０ －９ ｓ，陶瓷板初始参考温度 θ ０ 为 ２０ ℃，材料参数如表 １ 所示．分别计算以下两

种载荷作用下板陶瓷板的热力学响应：

　 　
Ｐ１（ ｔ） ＝ （１０１５ × ｔ） Ｐａ，　 　 ｌｏａｄ １，

Ｐ２（ ｔ） ＝ － １０９ × ｓｉｎ π
２

ｔ × １０６æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷ Ｐａ，　 　 ｌｏａｄ ２ ．

ì

î

í

ïï

ïï

（３２）

图 ６　 ＰＤ⁃ＦＥＭ 计算模型示意图

Ｆｉｇ． ６　 Ｓｃｈｅｍａｔｉｃ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ｔｈｅ ＰＤ⁃ＦＥＭ ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ ｍｏｄｅｌ

表 １　 Ａｌ２Ｏ３陶瓷板材料参数［２８］

Ｔａｂｌｅ １　 Ｍａｔｅｒｉａｌ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ｏｆ ｔｈｅ Ａｌ２Ｏ３ ｃｅｒａｍｉｃ ｐｌａｔｅ［２８］

ｍａｔｅｒｉａｌ ｐａｒａｍｅｔｅｒ ｖａｌｕｅ

ｅｌａｓｔｉｃ ｍｏｄｕｌｕｓ Ｅ ／ ＧＰａ ３７０

Ｐｏｉｓｓｏｎ’ｓ ｒａｔｉｏ υ １ ／ ３

ｄｅｎｓｉｔｙ ρ ／ （ｋｇ ／ ｍ３） ３ ９６０

ｆｒａｃｔｕｒｅ ｅｎｅｒｇｙ ｒｅｌｅａｓｅ ｒａｔｅ Ｇ０ ／ （ Ｊ ／ ｍ２） ２４．３

ｔｈｅｒｍａｌ ｅｘｐａｎｓｉｏｎ α ／ Ｋ－１ ６．８×１０－６

ｈｅａｔ ｃａｐａｃｉｔｙ ｃｖ ／ （ Ｊ ／ （ｋｇ·Ｋ）） ８８０

ｔｈｅｒｍａｌ ｃｏｎｄｕｃｔｉｖｉｔｙ ｋ ／ （Ｗ ／ （ｍ·Ｋ）） ２０

采用该混合模型计算的陶瓷板水平中线上位移和温度响应，如图 ７ 所示．图中 ｘ 为物质点水平坐标， ｕｘ

为水平位移， Δθ 为温度变化值，图 ７ 还给出了采用 ＡＮＳＹＳ Ｐｌａｎｅ２２３ 单元对相同问题进行模拟分析的计算结

果，ＡＮＳＹＳ 模型网格尺寸和时间增量步与该 ＰＤ⁃ＦＥＭ 模型一致．由图 ７（ｂ）可知，受到随时间线性增大的载荷

１ 作用，当外力作用时间 ｔ ＝ ８ μｓ 时，陶瓷板内温度下降最大值约为 ６．５ ℃，温度变化明显，因此，结构受到冲

击载荷产生较大的应变率时，应当考虑变形对温度场的影响．当受到载荷 ２ 作用时，陶瓷板位移和温度变化

响应呈现正弦形式，本文提出的 ＰＤ⁃ＦＥＭ 混合模型与 ＡＮＳＹＳ 模型计算结果吻合良好，从一个侧面反映了该

混合模型的有效性．
４．３　 陶瓷板淬火过程损伤分析

采用本文提出的 ＰＤ⁃ＦＥＭ 混合模型对陶瓷板淬火过程进行了模拟分析，陶瓷板初始温度 θ ０ 为 ４００ ℃，
上侧与冷水接触发生对流换热，冷水温度 θ∞ 为 ０ ℃，对流换热系数 ｈ 取值为［２８］４０ ｋＷ ／ （ｍ２·Ｋ），其余各边为

绝热边界，陶瓷板宽度 Ｈ 为 ５ ｍｍ，取 ＰＤ 区域宽度 ＨＰＤ 为 ２．５ ｍｍ，其余区域为 ＦＥＭ 区域，陶瓷板长度 Ｌ 为 ５０
ｍｍ，取陶瓷板结构对称一半进行分析，设置对称边界条件，建立计算模型，如图 ８ 所示．ＦＥＭ 单元尺寸和 ＰＤ
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物质点间距均为 ０．０５ ｍｍ，近场范围半径为 ３．０１５ 倍物质点间距，材料参数见表 １，时间步长 Δｔ ＝ ４ × １０ －９ ｓ ．

（ａ） 载荷 １
（ａ） Ｌｏａｄｉｎｇ １

（ｂ） 载荷 ２
（ｂ） Ｌｏａｄｉｎｇ ２

图 ７　 陶瓷板水平中线位移和温度响应

Ｆｉｇ． ７　 Ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ ａｎｄ ｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅ ｒｅｓｐｏｎｓｅｓ ａｌｏｎｇ ｔｈｅ ｈｏｒｉｚｏｎｔａｌ ａｘｉｓ ｏｆ ｃｅｒａｍｉｃ ｐｌａｔｅｓ

　 　 该问题初始条件为

　 　 θ（ｘ，ｙ，０） ＝ θ ０，　 　 ０ ≤ ｘ ≤ Ｌ ／ ２， ０ ≤ ｙ ≤ Ｈ ． （３３）
热对流边界位于 ＰＤ 区域，可通过热源密度 ｈｓ 的形式施加于边界层，边界条件为

　 　
ｕｘ（ｘ ＝ ０，ｙ，ｔ） ＝ ０，　 　 ｔ ＞ ０， ０ ≤ ｙ ≤ Ｈ － ＨＰＤ，
ｕｘ（ｘ，ｙ，ｔ） ＝ ０，　 　 ｔ ＞ ０， ０ ≤ ｘ ≤ Δ， ＨＰＤ ＜ ｙ ≤ Ｈ，
ｈｓ（ｘ，ｙ ＝ Ｈ，ｔ） ＝ ｈ ／ Δ（θ ０ － θ（ｘ，ｙ，ｔ）），　 　 ｔ ＞ ０， ０ ≤ ｘ ≤ Ｌ ／ ２，Ｈ － Δ ≤ ｙ ≤ Ｈ，

ì

î

í

ï
ï

ïï

（３４）

式中， ｕｘ 为 ＰＤ 物质点或 ＦＥＭ 节点水平位移， Δ 为 ＰＤ 物质点间距， Ｌ 为陶瓷板长度， Ｈ 为陶瓷板宽度， ＨＰＤ

为 ＰＤ 区域宽度．

图 ８　 陶瓷板淬火 ＰＤ⁃ＦＥＭ 混合模型模拟分析示意图

Ｆｉｇ． ８　 Ｓｃｈｅｍａｔｉｃ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ｔｈｅ ＰＤ⁃ＦＥＭ ｈｙｂｒｉｄ ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ ｍｏｄｅｌ ｆｏｒ ｃｅｒａｍｉｃ ｐｌａｔｅｓ ｑｕｅｎｃｈｉｎｇ

当淬火时间 ｔ ＝ １００ ｍｓ 时，采用该 ＰＤ⁃ＦＥＭ 混合模型和传统 ＰＤ 热力耦合模型计算得到的陶瓷板裂纹扩

展结果对比，如图 ９ 所示．图 ９（ａ）和 ９（ｂ）所示计算结果表明，采用该 ＰＤ⁃ＦＥＭ 模型与传统的 ＰＤ 热力耦合模
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型计算的裂纹扩展形态、扩展深度和裂纹间距无明显差别．在相同计算条件下，该 ＰＤ⁃ＦＥＭ 模型和传统的 ＰＤ
热力耦合模型完成 ２０ ０００ 个时间增量步耗时分别为 ９２ ｓ 和 １５９ ｓ ．由于 ＦＥＭ 区域的引入，在对材料热力耦

合损伤分析时，本文提出的 ＰＤ⁃ＦＥＭ 模型计算效率有明显提升．

图 ９　 ＰＤ⁃ＦＥＭ 混合模型与 ＰＤ 热力模型裂纹扩展结果对比

Ｆｉｇ． ９　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｃｒａｃｋ ｐｒｏｐａｇａｔｉｏｎ ｒｅｓｕｌｔｓ ｂｅｔｗｅｅｎ ｔｈｅ ＰＤ⁃ＦＥＭ ｈｙｂｒｉｄ ｍｏｄｅｌ ａｎｄ ｔｈｅ ＰＤ ｔｈｅｒｍｏ⁃ｍｅｃｈａｎｉｃａｌ ｃｏｕｐｌｉｎｇ ｍｏｄｅｌ

分别对宽度 Ｈ 为 ５ ｍｍ，１０ ｍｍ，２０ ｍｍ，初始温度 θ ０ 为 ４００ ℃，３００ ℃，２２０ ℃的陶瓷板淬火过程进行模

拟分析，对不同宽度的陶瓷板，ＰＤ 区域的宽度 ＨＰＤ 取值均为 ２．５ ｍｍ，环境温度 θ∞ 为 ０ ℃ ．图 １０ 为 Ｓｈａｏ 等［２８］

的实验结果，图 １１ 为采用本文提出的 ＰＤ⁃ＦＥＭ 混合模型的计算结果．

图 １０　 不同初始温度和宽度的陶瓷板淬火实验结果［２８］

Ｆｉｇ． １０　 Ｑｕｅｎｃｈｉｎｇ ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔ ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｃｅｒａｍｉｃ ｐｌａｔｅｓ ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｉｎｉｔｉａｌ ｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅｓ ａｎｄ ｗｉｄｔｈｓ［２８］

结果显示，陶瓷板在热冲击载荷作用下，首先在热冲击边界处萌生出一定数量的初始裂纹，裂纹扩展并

发生分化，部分裂纹扩展到一定长度后停止扩展形成Ⅰ级裂纹（扩展深度小于 ０．３７５ ｍｍ），其余裂纹继续扩

展，最终形成Ⅱ级（扩展深度在 ０．３７５～１．５ ｍｍ 之间）和Ⅲ级裂纹（扩展深度大于 １．５ ｍｍ），陶瓷板初始温度

为 ４００ ℃时，裂纹分化现象最为明显．该 ＰＤ⁃ＦＥＭ 模型计算的裂纹间距和扩展速度结果与实验结果对比，如
图 １２ 所示，其中 ｄｃ 为裂纹间距的平均值， ｖｃ 为裂纹扩展速度的平均值．

从图 １２ 可知，本文提出的 ＰＤ⁃ＦＥＭ 模型计算结果与实验结果误差不超过 １０％．陶瓷板宽度相同时，在热

冲击载荷作用下，初始温度越高，陶瓷板中产生的裂纹越密集，裂纹间距越小，相同尺寸范围内裂纹数量越
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多，裂纹扩展速度越快．陶瓷板初始温度相同时，随着陶瓷板宽度增大，裂纹扩展速度加快，陶瓷板宽度对裂

纹间距和裂纹数量的影响不明显．综上可知，本文提出的 ＰＤ⁃ＦＥＭ 混合模型很好地模拟了陶瓷板受热冲击载

荷作用时的裂纹萌生和扩展过程．

图 １１　 不同初始温度和宽度的 ＰＤ⁃ＦＥＭ 模型裂纹扩展结果

Ｆｉｇ． １１　 Ｃｒａｃｋ ｐｒｏｐａｇａｔｉｏｎ ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ＰＤ⁃ＦＥＭ ｍｏｄｅｌｓ ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｉｎｉｔｉａｌ ｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅｓ ａｎｄ ｗｉｄｔｈｓ

图 １３ 为陶瓷板竖直中线上应变能密度 ｗ 分布曲线，图中 ｄ 为物质点与上表面的距离．在图 １３（ａ）中，淬
火时间为 ５ ｍｓ 时，陶瓷板处于裂纹萌生阶段，宽度相同的陶瓷板初始温度越高，上表面处应变能密度越大，
不同初始温度的陶瓷板应变能密度差距明显，使得初始温度高的陶瓷板萌生更多裂纹．在图 １３（ｂ）中，淬火

时间为 ５０ ｍｓ 时，此时陶瓷板处于裂纹扩展阶段，陶瓷板初始温度越高，与上表面距离相同处应变能密度越

高，使得裂纹扩展越快．图 １３（ｃ）中，淬火时间为 ５ ｍｓ 时，陶瓷板初始温度相同，不同宽度陶瓷板上表面应变

能密度接近，导致陶瓷板宽度对于萌生的裂纹数量和间距影响不明显．图 １３（ｄ）中，淬火时间为 ５０ ｍｓ 时，初
始温度相同的陶瓷板宽度越大，与上表面距离相同处应变能密度越大，使得裂纹扩展速度越快，与 Ｓｈａｏ
等［２８］的实验研究结果吻合．本文提出的 ＰＤ⁃ＦＥＭ 混合模型能有效模拟材料热力耦合损伤行为，该混合模型

继承了 ＰＤ 处理不连续问题的优势，与传统的 ＰＤ 热力耦合模型相比，其计算效率得到了较大的提高．

（ａ） 平均裂纹间距 （ｂ） 不同淬火时间 ｔ ＝ １０ ｍｓ 时的平均裂纹扩展速度

（ａ） Ａｖｅｒａｇｅ ｃｒａｃｋ ｓｐａｃｉｎｇｓ （ｂ） Ａｖｅｒａｇｅ ｃｒａｃｋ ｐｒｏｐａｇａｔｉｏｎ ｓｐｅｅｄｓ ａｔ ｑｕｅｎｃｈｉｎｇ ｔｉｍｅ ｔ ＝ １０ ｍｓ
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（ｃ） 不同淬火时间 ｔ ＝ ５０ ｍｓ 时的平均裂纹扩展速度 （ｄ） 不同淬火时间 ｔ ＝ １００ ｍｓ 时的平均裂纹扩展速度

（ｃ） Ａｖｅｒａｇｅ ｃｒａｃｋ ｐｒｏｐａｇａｔｉｏｎ ｓｐｅｅｄｓ （ｄ） Ａｖｅｒａｇｅ ｃｒａｃｋ ｐｒｏｐａｇａｔｉｏｎ ｓｐｅｅｄｓ
ａｔ ｑｕｅｎｃｈｉｎｇ ｔｉｍｅ ｔ ＝ ５０ ｍｓ ａｔ ｑｕｅｎｃｈｉｎｇ ｔｉｍｅ ｔ ＝ １００ ｍｓ

图 １２　 ＰＤ⁃ＦＥＭ 模型结果与实验结果［２８］对比

Ｆｉｇ． １２　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ＰＤ⁃ＦＥＭ ｍｏｄｅｌｓ ｒｅｓｕｌｔｓ ａｎｄ ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌ ｒｅｓｕｌｔｓ［２８］

（ａ） Ｈ ＝ ５ ｍｍ， ｔ ＝ ５ ｍｓ （ｂ） Ｈ ＝ ５ ｍｍ， ｔ ＝ ５０ ｍｓ

（ｃ） θ０ ＝ ３００ ℃， ｔ ＝ ５ ｍｓ （ｄ） θ０ ＝ ３００ ℃， ｔ ＝ ５０ ｍｓ

图 １３　 陶瓷板竖直中线应变能密度分布

Ｆｉｇ． １３　 Ｓｔｒａｉｎ ｅｎｅｒｇｙ ｄｅｎｓｉｔｙ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｓ ａｌｏｎｇ ｔｈｅ ｖｅｒｔｉｃａｌ ａｘｉｓ ｏｆ ｃｅｒａｍｉｃ ｐｌａｔｅｓ

５　 结　 　 论

本文提出了材料热力耦合损伤分析的 ＰＤ⁃ＦＥＭ 混合模型，该模型将求解域划分为 ＦＥＭ 区域和 ＰＤ 区

域，通过 ＦＥＭ 区域和 ＰＤ 区域交界面上的 ＦＥＭ 节点与 ＰＤ 物质点构成混合键连接各个子区域．采用该 ＰＤ⁃
ＦＥＭ 混合模型对拉伸载荷作用下陶瓷板的位移和温度动态响应进行了分析计算，所得结果与采用 ＡＮＳＹＳ
获得的结果吻合良好，从一个侧面验证了该模型的有效性．基于该 ＰＤ⁃ＦＥＭ 混合模型对氧化铝陶瓷板淬火过

程进行模拟分析，分析计算了陶瓷板受热冲击载荷作用时的裂纹萌生及扩展过程，通过对淬火过程中陶瓷板

应变能密度分布情况进行计算分析，研究了陶瓷板初始温度和宽度对裂纹萌生及扩展的影响．计算结果表
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明，该混合模型研究结果与实验结果吻合良好，反映了本文提出的 ＰＤ⁃ＦＥＭ 混合模型的正确性．该 ＰＤ⁃ＦＥＭ
混合模型继承了 ＰＤ 处理不连续问题的优势，与传统的 ＰＤ 热力耦合模型相比，其计算效率得到较大的提高，
为研究热力耦合条件下材料失效机理提供了新的研究方法．
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