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摘要：　 针对多孔介质中的反常扩散行为，提出了利用变系数的时间分数阶扩散模型模拟煤炭介质中甲烷的反常

扩散现象．将常系数时间分数阶分形扩散模型推广至变系数情形，并建立了变系数分数阶模型的非均匀网格数值求

解格式；在模型数值解的基础上，基于实验测量数据，提出了高效的布谷鸟搜索算法，同时估计了模型中的多个重

要参数．最后通过数值实验，验证了变系数分数阶扩散模型及布谷鸟算法在研究多孔介质中反常扩散现象正反问题

中的有效性．

关　 键　 词：　 变系数分数阶扩散模型；　 数值格式；　 多参数识别；　 布谷鸟算法

中图分类号：　 Ｏ２９　 　 　 文献标志码：　 Ａ　 　 　 ＤＯＩ： １０．２１６５６ ／ １０００⁃０８８７．４５００１０

Ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ ｏｆ ａ Ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ Ｄｉｆｆｕｓｉｏｎ Ｍｏｄｅｌ Ｗｉｔｈ
Ｖａｒｉａｂｌｅ Ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓ ｉｎ Ｐｏｒｏｕｓ Ｍｅｄｉｕｍ

ＹＡＮ Ｑｉ，　 ＬＵ Ｚｈｅｎｈａｏ，　 ＷＡＮＧ Ｈｏｎｇｊｉｎｇ，　 ＦＡＮ Ｗｅｎｐｉｎｇ，
ＭＡ Ｍｉｎｇｗｅｉ，　 ＮＩＵ Ｙａｎａｎ，　 ＷＡＮＧ Ｌｉａｎｇｊｕｎｈａｏ

（Ｓｃｈｏｏｌ ｏｆ Ｓｃｉｅｎｃｅ， Ｊｉａｎｇｎａｎ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ， Ｗｕｘｉ， Ｊｉａｎｇｓｕ ２１４１２２， Ｐ．Ｒ．Ｃｈｉｎａ）

Ａｂｓｔｒａｃｔ： Ａｉｍｅｄ ａｔ ｔｈｅ ａｎｏｍａｌｏｕｓ ｄｉｆｆｕｓｉｏｎ ｂｅｈａｖｉｏｒ ｉｎ ｐｏｒｏｕｓ ｍｅｄｉｕｍ， ａ ｔｉｍｅ ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ ｄｉｆｆｕｓｉｏｎ ｍｏｄｅｌ ｗｉｔｈ
ｖａｒｉａｂｌｅ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓ ｗａｓ ｐｒｏｐｏｓｅｄ ｔｏ ｓｉｍｕｌａｔｅ ｔｈｅ ａｎｏｍａｌｏｕｓ ｄｉｆｆｕｓｉｏｎ ｏｆ ｍｅｔｈａｎｅ ｉｎ ｃｏａｌ ｍｅｄｉｕｍ． Ｔｈｅ ｔｉｍｅ
ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ ｆｒａｃｔａｌ ｄｉｆｆｕｓｉｏｎ ｍｏｄｅｌ ｗｉｔｈ ｃｏｎｓｔａｎｔ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓ ｗａｓ ｅｘｔｅｎｄｅｄ ｔｏ ｔｈｅ ｃａｓｅ ｗｉｔｈ ｖａｒｉａｂｌｅ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓ，
ｔｈｅ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｓｃｈｅｍｅ ｂａｓｅｄ ｏｎ ｇｒａｄｅｄ ｍｅｓｈｉｎｇ ｏｆ ｔｈｅ ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ ｍｏｄｅｌ ｗｉｔｈ ｖａｒｉａｂｌｅ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓ ｗａｓ ｅｓｔａｂ⁃
ｌｉｓｈｅｄ． Ｂａｓｅｄ ｏｎ ｔｈｅ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ａｎｄ ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌ ｄａｔａ， ａｎ ｅｆｆｉｃｉｅｎｔ ｃｕｃｋｏｏ ｓｅａｒｃｈ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ ｗａｓ ｐｒｏ⁃
ｐｏｓｅｄ ｔｏ ｅｓｔｉｍａｔｅ ｓｅｖｅｒａｌ ｉｍｐｏｒｔａｎｔ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ｉｎ ｔｈｅ ｍｏｄｅｌ． Ｆｉｎａｌｌｙ， ｔｈｅ ｅｆｆｅｃｔｉｖｅｎｅｓｓ ｏｆ ｔｈｅ ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ ｄｉｆｆｕ⁃
ｓｉｏｎ ｍｏｄｅｌ ｗｉｔｈ ｖａｒｉａｂｌｅ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓ ａｎｄ ｔｈｅ ｃｕｃｋｏｏ ｓｅａｒｃｈ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ ｉｎ ｓｔｕｄｙｉｎｇ ｔｈｅ ｄｉｒｅｃｔ ａｎｄ ｉｎｖｅｒｓｅ ｐｒｏｂ⁃
ｌｅｍｓ ｏｆ ａｎｏｍａｌｏｕｓ ｄｉｆｆｕｓｉｏｎ ｉｎ ｐｏｒｏｕｓ ｍｅｄｉａ， ｗａｓ ｖｅｒｉｆｉｅｄ ｗｉｔｈ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔｓ．

Ｋｅｙ ｗｏｒｄｓ： ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ ｄｉｆｆｕｓｉｏｎ ｍｏｄｅｌ ｗｉｔｈ ｖａｒｉａｂｌｅ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓ； ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｓｃｈｅｍｅ； ｍｕｌｔｉ⁃ｐａｒａｍｅｔｅｒ ｉｄｅｎｔｉｆｉ⁃

ｃａｔｉｏｎ； ｃｕｃｋｏｏ ｓｅａｒｃｈ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ

４８

应用数学和力学
４６ 卷 １ 期　 ２０２５ 年 １ 月

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ａｎｄ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ
　 　 　 　 　 Ｖｏｌ．４６，Ｎｏ．１，Ｊａｎ．，２０２５

∗ 收稿日期：　 ２０２４⁃０１⁃１２； 修订日期：　 ２０２４⁃０７⁃２４
基金项目：　 国家自然科学基金（１１８０１２２１）；江苏省自然科学基金（ＢＫ２０１８０５８６）
作者简介：　 颜琪（２００３—），男，本科生（Ｅ⁃ｍａｉｌ： １１３１２１０３２４＠ ｓｔｕ．ｊｉａｎｇｎａｎ．ｅｄｕ．ｃｎ）；

范文萍（１９９０—），女，副教授，博士（通讯作者． Ｅ⁃ｍａｉｌ： ｗｐｆａｎ＠ ｊｉａｎｇｎａｎ．ｅｄｕ．ｃｎ ）．
引用格式：　 颜琪，鲁祯昊，王虹静，范文萍，马铭伟，牛雅楠，王梁俊豪． 变系数分数阶扩散模型在多孔介质中的应用

［Ｊ］ ． 应用数学和力学， ２０２５， ４６（１）： ８４⁃９１．



０　 引　 　 言

分数阶偏微分方程在工程技术及科学研究的诸多领域有着广泛应用，特别在刻画具有记忆和遗传效应

的反常现象中凸显了优势［１⁃３］ ．在多孔介质领域，由于介质内部的空隙结构特性，气体在多孔介质中的传输行

为是一种反常扩散行为．研究表明，相较于整数阶模型，分数阶模型能够更好地刻画气体在多孔介质中的反

常扩散行为，研究分数阶模型在多孔介质中的应用已经受到了学者们的广泛关注［４⁃５］ ．
在已有的研究中，Ｊｉａｎｇ 等［６］建立了基于分形结构的时间分数阶分形扩散模型，并成功应用于模拟煤炭

介质中甲烷气体的扩散实验数据，证明了分数阶模型在刻画该反常扩散行为中的优势．Ｙａｎｇ 等［７］ 针对分数

阶分形扩散模型，研究了相应的数值求解方法，建立了基于谱方法的数值格式，并研究了相应的参数识别反

问题，提出了三种参数估计方法．Ｆａｎ 等［８］研究了基于有限差分算法的数值求解格式，并利用 Ｂａｙｅｓ 算法估计

了模型中的多个参数．但是在上述研究中，所采用的时间分数阶分形扩散模型中的扩散系数等参数均被认为

是常数，而对相应的变系数情形研究较少．Ｒｅｎ 等［９］ 建立了时间依赖的变系数分数阶扩散模型，成功应用于

拟合炭介质中甲烷气体的解吸扩散实验数据，并证明了分数阶模型相较于整数阶模型的显著优势．文献［９］
虽然采用解析的方法分析了模型的解及其参数取值，但仍缺乏相应的数值分析研究．因此，本文针对时间依

赖的变系数分数阶扩散模型，考虑分数阶导数算子在初始时刻的弱奇性，建立了基于非均匀网格剖分的数值

求解格式，并在数值解的基础上，研究了高效的分数阶变系数识别问题，给出了可行的参数识别算法．最后，
通过数值算例，验证了数值格式及分数阶参数识别算法的有效性．

１　 变系数时间分数阶扩散模型

Ｅｕｃｌｉｄ 空间中基于经典的 Ｆｉｃｋ 扩散定律的整数阶分形扩散模型表述为

　 　 ∂ｃ（ ｒ，ｔ）
∂ｔ

＝ １
ｒｄ－１

∂
∂ｒ

Ｄｒｄ－１ ∂ｃ（ ｒ，ｔ）
∂ｒ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ， （１）

其中， ｃ（ ｒ，ｔ） 是扩散成分的浓度，ｋｇ ／ ｍ３； Ｄ 为扩散系数，ｍ２ ／ ｓ； ｒ 是粒子半径，ｍ； ｔ 是扩散时间，ｓ； ｄ 为 Ｅｕｃｌｉｄ
空间维度．分形介质中，扩散系数 ｄ 与粒子半径 ｒ 及分形结构参数 θ 有关，即 Ｄ（ ｒ） ＝ Ｄ０ｒ

－θ ．分形结构参数 θ 刻

画了扩散分子在分形多孔介质中的随机扩散路径， Ｄ０ 为预指数因子．考虑到分形介质中气体分子的扩散行

为往往表现出反常扩散现象，将式（１）中的一阶偏导
∂ｃ（ ｒ，ｔ）

∂ｔ
替换为 α 阶分数阶导数，并基于介质的分形特

性，将 Ｅｕｃｌｉｄ 维数 ｄ 替换为分形维数 ｄｆ， 可以得到如下常系数的时间分数阶分形扩散模型：

　 　 ∂αｃ（ ｒ，ｔ）
∂ｔα

＝
Ｄ０

ｒｄｆ－１
∂
∂ｒ

ｒｄｆ－１－θ ∂ｃ（ ｒ，ｔ）
∂ｒ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，　 　 ０ ＜ α ≤ １， （２）

其中， ∂αｃ（ ｒ，ｔ）
∂ｔα

是 Ｒｉｅｍａｎｎ⁃Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ 分数阶导数［１０］，定义为

　 　 ∂αｃ（ ｒ，ｔ）
∂ｔα

＝ １
Γ（１ － α）

ｄ
ｄｔ∫

ｔ

０

ｃ（ ｒ，τ）
（ ｔ － τ） α ｄτ，　 　 ０ ＜ α ≤ １．

研究表明，气体扩散系数受扩散介质、扩散相和介质所在外部条件（如温度、压力等）的影响，随时间呈

动态衰减趋势．李志强等［１１］提出了动态扩散系数模型：
　 　 Ｄ（ ｔ） ＝ Ｄ０ｅ

－βｔ， （３）

其中， Ｄ（ ｔ） 为随时间动态衰减的扩散系数； Ｄ０ 为初始扩散系数，ｍ２ ／ ｓ； β 为扩散系数的衰减指数，ｓ－１ ．从而，
基于式（３）的变系数时间分数阶扩散模型可表述为

　 　 ∂αｃ（ ｒ，ｔ）
∂ｔα

＝
Ｄ０ｅ

－βｔ

ｒｄｆ－１
∂
∂ｒ

ｒｄｆ－１－θ ∂ｃ（ ｒ，ｔ）
∂ｒ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，　 　 ０ ＜ α ＜ １， （４）
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其初边值条件假设为

　 　

ｃ（ ｒ，ｔ） ｔ ＝ ０ ＝ ｃ０，　 　 ０ ≤ ｒ ＜ Ｒ，

∂ｃ（ ｒ，ｔ）
∂ｒ ｒ ＝ ０

＝ ０，　 　 ｔ ≥ ０，

ｃ（ ｒ，ｔ） ｒ ＝ Ｒ ＝ ｃ１，　 　 ｔ ≥ ０，

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（５）

其中， ｃ０，ｃ１ 为常数， ｃ０ 为初始浓度， ｃ１ 为表面浓度．
特别地，在模型（４）、（５）中，当 β ＝ ０ 时，模型即为常系数时间分数阶分形扩散模型［６］ ．进一步地，若 α ＝

１，ｄｆ ＝ ３，θ ＝ ０，β ＝ ０， 则模型即退化为经典的整数阶 Ｆｉｃｋ 扩散模型．

２　 变系数时间分数阶扩散模型的数值格式

令 ｕ（ ｒ，ｔ） ＝ ｃ（ ｒ，ｔ） － ｃ０， 则有

　 　 ∂αｕ（ ｒ，ｔ）
∂ｔα

＝
Ｄ０ｅ

－βｔ

ｒｄｆ－１
∂
∂ｒ

ｒｄｆ－１－θ ∂ｕ（ ｒ，ｔ）
∂ｒ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，　 　 ０ ＜ α ≤ １， （６）

　 　

ｕ（ ｒ，ｔ） ｔ ＝ ０ ＝ ０，　 　 　 　 ０ ≤ ｒ ＜ Ｒ，

∂ｕ（ ｒ，ｔ）
∂ｒ ｒ ＝ ０

＝ ０， ｔ ≥ ０，

ｕ（ ｒ，ｔ） ｒ ＝ Ｒ ＝ ｃ１ － ｃ０， ｔ ≥ ０ ．

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（７）

基于分数阶 Ｒｉｅｍａｎｎ⁃Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ 导数与 Ｃａｐｕｔｏ 导数之间的关系［１０］

　 　 Ｃ
０Ｄα

ｔ ｕ（ ｒ，ｔ） ＝ ∂αｕ（ ｒ，ｔ）
∂ｔα

－ ｔ －α

Γ（１ － α）
ｕ（ ｒ，０），　 　 ０ ＜ α ≤ １， （８）

模型（６）可等价于

　 　 Ｃ
０Ｄα

ｔ ｕ（ ｒ，ｔ） ＝
Ｄ０ｅ

－βｔ

ｒｄｆ－１
∂
∂ｒ

ｒｄｆ－１－θ ∂ｕ（ ｒ，ｔ）
∂ｒ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，　 　 ０ ＜ α ≤ １． （９）

对空间采用均匀网格剖分，时间采用非均匀网格剖分，定义剖分网格 （ ｒ ｊ，ｔｎ） ，其中 ｒ ｊ ＝ ｊΔｒ（ ｊ ＝ ０，１，…，
Ｍ），ｔｎ ＝ Ｔ（ｎ ／ Ｎ） γ（ｎ ＝ ０，１，…，Ｎ） ．网格参数 γ ≥ １， 其中 Δｒ ＝ Ｒ ／ Ｍ， τｎ ＝ ｔｎ － ｔｎ－１， ｎ ＝ １，２，…，Ｎ 分别是空

间和时间步长， Ｍ 和 Ｎ 为整数， Ｔ 为最大研究时间， Ñτｕｋ ＝ ｕｋ － ｕｋ－１， ｔｎ＋σ ＝ ｔｎ ＋ σ τｎ＋１， σ ＝ １ － α ／ ２， ｕｎ＋σ ＝

ｕ（·，ｔｎ＋σ）， ｕｎ，σ
ｊ ＝ σｕｎ＋１

ｊ ＋ （１ － σ）ｕｎ
ｊ ．令 Ωｈ ＝ { ｒ ｊ ｜ ０ ≤ ｊ ≤ Ｍ } ，Ωｔｎ

＝ { ｔｎ ｜ ０ ≤ ｎ ≤ Ｎ } ， 且 Ωｔｎ
ｈ ＝ Ωｈ × Ωｔｎ，

其中 ｕｎ
ｊ 表示在网格 （ ｒ ｊ，ｔｎ） 的数值解．令 ｕｎ ＝ { ｕｎ

０，ｕｎ
１，…，ｕｎ

Ｍ－１ } Ｔ 为数值解向量．引入下列记号：

　 　 ｕｎ
ｊ－１ ／ ２ ＝ １

２
（ｕｎ

ｊ ＋ ｕｎ
ｊ－１）， δ ｒｕｎ

ｊ－１ ／ ２ ＝ １
Δｒ

（ｕｎ
ｊ － ｕｎ

ｊ－１）， δ ２
ｒ ｕｎ

ｊ ＝ １
Δｒ

δ ｒｕｎ
ｊ＋１ ／ ２ － δ ｒｕｎ

ｊ－１ ／ ２( ) ，

　 　 ｒ ｊ －１ ／ ２ ＝ １
２
（ ｒ ｊ ＋ ｒ ｊ －１）， Ａｒ（ ｒｄｆ

－１
ｊ ｕｎ

ｊ ） ＝
ｒｄｆ－１ｊ ＋１ ／ ２ｕｎ

ｊ＋１ ／ ２ ＋ ｒｄｆ－１ｊ －１ ／ ２ｕｎ
ｊ－１ ／ ２

２
，

　 　 δ ｒ（ ｒｄｆ
－１－θ

ｊ δ ｒｕｎ
ｊ ） ＝

ｒｄｆ－１－θｊ＋１ ／ ２ δ ｒｕｎ
ｊ＋１ ／ ２ － ｒｄｆ－１－θｊ－１ ／ ２ δ ｒｕｎ

ｊ－１ ／ ２

Δｒ
．

对于时间的 Ｃａｐｕｔｏ 导数采用基于非均匀网格剖分的 Ｌ２⁃ １σ 差分格式［１２］，

　 　 Ｃ
０Ｄα

ｔ ｕｎ＋σ ＝ ∑
ｎ

ｋ ＝ ０
ｇｎ，ｋ（ｕｋ＋１ － ｕｋ），　 　 ｎ ＝ ０，１，…，Ｎ － １， （１０）

其中令

　 　 ａｎ，ｎ ＝ １
Γ（１ － α） ∫

ｔｎ＋σ

ｔｎ
（ ｔｋ＋σ － η） －αｄη ＝ σ １－α

Γ（２ － α）
τ １－α

ｎ＋１，　 　 ｎ ≥ ０． （１１）

当 ｎ ≥ １，０ ≤ ｋ ≤ ｎ － １ 时，
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　 　 ａｎ，ｋ ＝
１

Γ（１ － α） ∫
ｔｋ＋１

ｔｋ
（ ｔｎ＋σ － η） －αｄη， （１２）

　 　 ｂｎ，ｋ ＝
１

Γ（１ － α）
２

ｔｋ＋２ － ｔｋ
∫ｔｋ＋１
ｔｋ

（ ｔｎ＋σ － η） －α（η － ｔｋ＋１ ／ ２）ｄη ． （１３）

系数 ｇ０，０ ＝ τ －１
１ ａ０，０，且当 ｋ ≥ １ 时，

　 　 ｇｎ，ｋ ＝

τ －１
ｋ＋１（ａｎ，０ － ｂｎ，０），　 　 　 　 　 ｋ ＝ ０，

τ －１
ｋ＋１（ａｎ，ｋ ＋ ｂｎ，ｋ－１ － ｂｎ，ｋ）， １ ≤ ｋ ≤ ｎ － １，

τ －１
ｋ＋１（ａｎ，ｎ ＋ ｂｎ，ｎ－１）， ｋ ＝ ｎ ．

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（１４）

则模型（９）及初边值条件（７）可以转化为

　 　 Ｃ
０Ｄα

ｔ ｕｎ＋σ
１ ／ ２ ＝ Ｄ０ｅ

－βｔｎ＋σ ２
Δｒ

ｒ －θ１ ／ ２δ ｒｕｎ，σ
１ ／ ２ ，　 　 １ ≤ ｎ ≤ Ｎ， （１５）

　 　 Ａｒ（ ｒｄｆ
－１

ｊ
Ｃ
０Ｄα

ｔ ｕｎ＋σ
ｊ ） ＝ Ｄ０ｅ

－βｔｎ＋σδ ｒ（ ｒｄｆ
－１－θ

ｊ δ ｒｕｎ，σ
ｊ ），　 　 １ ≤ ｊ ≤ Ｍ － １， （１６）

　 　 ｕ０
ｊ ＝ ０，　 　 ０ ≤ ｊ ≤ Ｍ， （１７）

　 　 ｕｎ
Ｍ ＝ ｃ１ － ｃ０，　 　 １ ≤ ｎ ≤ Ｎ ． （１８）

为了提高计算效率，本文采用基于指数和近似（ｅｘｐｏｎｅｎｔｉａｌ ｓｕｍ ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎ）格式的快速算法［１３⁃１４］处理

相应的时间分数阶导数项．将 Ｃａｐｕｔｏ 导数分裂为区间 ［０，ｔｎ－１］ 的历史部分和 ［ ｔｎ－１，ｔｎ］ 的局部部分，并用线

性插值近似局部部分，用指数和技术近似历史部分，即

　 　 Ｃ
０Ｄα

ｔ ｕｎ＋σ ≈ ａ０
（ｎ＋１） Ñτｕｎ＋１ ＋ ∑

Ｎｑ

ｅ ＝ １

ｅＨｅ（ｕ，ｔｎ），　 　 ｎ ≥ ０， （１９）

其中， Ｈｅ（ｕ，ｔ０） ０，Ｈｅ（ｕ，ｔｋ） ∫ｔ ｋ
０
ｅ －ｓｅ（ ｔｋ＋１－α ／ ２－ｓ）ｕ′（ ｓ）ｄｓ，Ｎｑ 及其他参数详见文献［１３］．

３　 变系数参数拟合算法

布谷鸟搜索算法（ｃｕｃｋｏｏ ｓｅａｒｃｈ， ＣＳ 算法） ［１５］是一种元启发式优化算法，具有参数少、操作简单、容易实

现、随机搜索路径和寻优能力强等特点．该算法将布谷鸟的蛋（或巢穴）视为问题的解，通过模拟布谷鸟种群

的寄生繁殖行为，采用 Ｌéｖｙ 飞行机制搜索最佳巢穴，从而获得问题的全局最优解．在搜索过程中，存在三个

理想化规则：布谷鸟每次只会产一枚蛋，并随机选择一个巢穴进行孵化；质量较高的巢穴将被保留到下一代；
有一定数量的可用宿主巢穴，宿主以概率 ｐ ∈ ［０，１］ 探测到布谷鸟的蛋，在这种情况下，宿主可以摧毁蛋或

放弃旧巢并建立新巢．布谷鸟搜索算法可概括如下．
算法 １　 布谷鸟搜索算法

初始化 ｍ 个宿主巢穴；评估每个巢穴的适应度并找到最佳巢穴；
ｗｈｉｌｅ　 （ｋ ＜最大迭代次数）　 ｄｏ
　 　 通过 Ｌéｖｙ 飞行随机选择一个布谷鸟（记为 ｉ） 并评估其适应度 Ｆ ｉ； 随机选择 ｍ 个巢穴中的一个（记

为 ｊ） 并评估其适应度 Ｆ ｊ；
　 　 ｉｆ　 Ｆ ｊ ＞ Ｆ ｉ， ｔｈｅｎ

用新巢穴 ｉ 替换 ｊ；
　 　 ｅｎｄ ｉｆ
　 　 放弃一部分比例为 ｐ ∈ ［０，１］ 的较差巢穴，并通过 Ｌéｖｙ 飞行在新位置建立新巢穴；保留最佳巢穴；

对解进行排序并找到当前最佳解；
　 　 ｅｎｄ ｗｈｉｌｅ ．
本节采用布谷鸟搜索算法确定变系数分数阶扩散模型中的重要参数．考虑到模型中变系数 Ｄ（ ｔ） ＝
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Ｄ０ｅ
－βｔ， 未知参数向量假设为 ｐａ ＝ （α，ｄｆ，θ，β） ．在布谷鸟搜索算法中，其适应度函数 Ｆ（ｐａ） 定义为

　 　 Ｆ（ｐａ） ＝
‖Ｑｕ（ｐａ） － Ｙ‖

Ｎｍ

＝
∑
Ｎｍ

ｉ ＝ １
（ｑｉ － ｙｉ） ２

Ｎｍ
， （２０）

其中， Ｑｕ（ｐａ） ＝ （ｑ１，ｑ２，…，ｑＮｍ
） 为根据模型所得的数值解， Ｙ ＝ （ｙ１，ｙ２，…，ｙＮｍ

） 为相应的实验测量数据， Ｎｍ

为测量数据点的个数．第 ｋ ＋ １ 代中的第 ｉ 个解 ｘｋ＋１
ｉ 是通过 Ｌéｖｙ 飞行从第 ｋ 代中的第 ｉ 个解 ｘｋ

ｉ 生成的［１５］：
　 　 ｘｋ＋１

ｉ ＝ ｘｋ
ｉ ＋ β １·ｓ１·（ｘｋ

ｉ － ｘｋ
ｂｅｓｔ）·ξ， （２１）

其中 β １ 是步长缩放因子， ξ 是服从标准正态分布的随机数， ｘｋ
ｂｅｓｔ 是当前最优解， ｓ１ 是符合 Ｌéｖｙ 分布的步长．

４　 数值应用与分析

在多孔介质中甲烷的解吸扩散行为中， ｔ 时刻甲烷解吸相对累积扩散量 Ｑ（ ｔ） 可以由解吸仪器直接测量

得到， Ｑ（ ｔ） 为

　 　 Ｑ（ ｔ） ＝
ｃ０ － ｃ（ ｒ，ｔ）
ｃ０ － ｃ１

， ｃ（ ｒ，ｔ） ＝
ｄｆ

Ｒｄｆ ∫
Ｒ

０
ｃ（ ｒ，ｔ） ｒｄｆ－１ｄｒ， （２２）

　 　 ｃ（ ｒ，ｔ） ＝
ｄｆ

Ｒｄｆ ∫
Ｒ

０
ｃ（ ｒ，ｔ） ｒｄｆ－１ｄｒ ≈

ｄｆ

Ｒｄｆ∑
Ｍ－１

ｊ ＝ ０

ｃｊ ＋１ ＋ ｃｊ
２ｄｆ

（ ｒｄｆｊ ＋１ － ｒｄｆｊ ） ． （２３）

从而可得甲烷相对累积扩散量 Ｑ（ ｔ） 的离散形式

　 　 Ｑ（ ｔ） ＝
ｃ０

ｃ０ － ｃ１
－ １
ｃ０ － ｃ１

１
２Ｒｄｆ∑

Ｍ－１

ｊ ＝ ０
（ｃｊ ＋１ ＋ ｃｊ）（ ｒｄｆｊ ＋１ － ｒｄｆｊ ） ． （２４）

基于模型的数值解，由 ｃ（ ｒ ｊ，ｔｎ） ＝ ｕ（ ｒ ｊ，ｔｎ） ＋ ｃ０ 可得 Ｑ（ ｔ） 的模型计算值．
４．１　 数值应用 １

Ｌｉｕ 等［１６］考虑了甲烷在多孔介质中的解吸扩散行为，并利用经典的整数阶 Ｆｉｃｋ 扩散模型模拟了甲烷的

解吸扩散实验数据，但是其结果显示：经典的整数阶 Ｆｉｃｋ 扩散模型与实验数据之间存在明显偏差．考虑到分

数阶导数算子在刻画反常现象中的显著优势，本小节针对文献［１６］中的实验数据，采用变系数时间分数阶

扩散模型进行数值模拟，并利用布谷鸟搜索算法确定模型中的重要参数．在变系数时间分数阶扩散模型中，
未知参数向量假设为 ｐａ ＝ （α，ｄｆ，θ，β） ．设参数的迭代区间满足 α ∈［０，１］，ｄｆ ∈［１，３］，θ ∈［０，１］，β ∈［０，
１］ ［９］ ．考虑到实验数据测量点的随机性，为了保证测量时间点 ｔ 均在网格剖分时间层上，取网格参数 γ ＝ １．

图 １ 为利用布谷鸟搜索算法所得 ４ 参数 α，ｄｆ，θ，β 的迭代结果．由图 １ 可见，迭代一定次数后，所得的参

数均趋于稳定值，说明布谷鸟搜索算法在分数阶模型参数估计问题中是收敛的；并且可得参数估计结果为 α
＝ ０．８５５，ｄｆ ＝ ３，θ ＝ ０．０５６ ５，β ＝ ０， 实验数据与分数阶模型之间的拟合误差 Ｅｒｒ ＝ ０．００４ ６１３．

　 　 Ｅｒｒ ＝
∑
Ｎｍ

ｉ ＝ １
（Ｑｍｏｄｅｌ（α，β，θ，ｄｆ，ｔｉ） － Ｑｍｅａ（ ｔｉ）） ２

Ｎｍ
， （２５）

其中 Ｑｍｅａ（ ｔｉ） 为可测量实验数据向量， Ｑｍｏｄｅｌ（α，β，θ，ｄｆ，ｔｉ） 为变系数分数阶扩散模型所得的数值计算结果．
参数估计结果中 β 的值趋于 ０，此时作为变系数时间分数阶扩散模型的一种特例，模型退化为常系数时间分

数阶扩散模型．
由图 ２（ａ）可见，分数阶扩散模型与实验测量数据完美地拟合在一起，证明了数值格式及基于布谷鸟搜

索算法所得的多参数识别结果是正确的，验证了布谷鸟搜索算法在分数阶参数识别反问题中的可行性．且分

数阶扩散模型拟合效果明显优于经典的整数阶扩散模型，进一步凸显了分数阶微积分在刻画反常现象中的

优势．图 ２（ｂ）给出了当网格参数 γ 取不同值时所得的数值解，可以看出 γ 的不同取值不影响数值解的正确
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性，证明了本文所建立的基于非均匀网格剖分的数值格式是正确的．

图 １　 变系数时间分数阶扩散模型的 （α，ｄｆ，θ，β） 参数迭代结果

Ｆｉｇ． １　 Ｐａｒａｍｅｔｅｒ （α，ｄｆ，θ，β） ｉｔｅｒａｔｉｏｎ ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｔｈｅ ｔｉｍｅ ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ ｄｉｆｆｕｓｉｏｎ ｍｏｄｅｌ ｗｉｔｈ ｖａｒｉａｂｌｅ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓ

（ａ） γ ＝ １ （ｂ） γ 取不同值

（ｂ） Ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ γ ｖａｌｕｅｓ

图 ２　 变系数时间分数阶扩散模型的数据拟合图

Ｆｉｇ． ２　 Ｄａｔａ ｆｉｔｔｉｎｇｓ ｏｆ ｔｈｅ ｔｉｍｅ ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ ｄｉｆｆｕｓｉｏｎ ｍｏｄｅｌ ｗｉｔｈ ｖａｒｉａｂｌｅ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓ

　 　 注　 为了解释图中的颜色，读者可以参考本文的电子网页版本，后同．

４．２　 数值应用 ２
为了验证基于非均匀网格数值格式的布谷鸟搜索算法的有效性，在本小节中，我们采用模拟实验数据进

行数值应用分析．取模型参数为 Ｔ ＝ ２，Ｒ ＝ １ × １０ －３，Ｄ０ ＝ １ × １０ －８，Ｃ０ ＝ ２，Ｃ１ ＝ １， 网格参数 Ｎ ＝ ５０，Ｍ ＝ １００，

γ ＝ ２．未知参数的真实值取为 ｐａ∗
＝ （α∗，ｄ∗

ｆ ，θ∗，β∗） ＝ （０．６，２．７，０．５，０．２） ［６，８⁃９，１３］， 模拟实验数据由正问题的

数值解和随机误差合成，即
　 　 Ｙ ＝ Ｑ（ｐａ） ＋ ωσ，

其中 ω 是满足 Ｇａｕｓｓ 分布的随机变量， σ 是测量误差的标准差．
由图 ３ 可见，参数估计结果为 α ＝ ０．５９９ ５，ｄｆ ＝ ２．６７２ ７，θ ＝ ０．５０２ ２，β ＝ ０．１９９ ５ 且四参数 α，ｄｆ，θ，β 的迭

代过程均是收敛的，所得参数估计结果与参数真实值非常相近，证明了布谷鸟搜索算法的高效性．
此外，图 ４ 显示了布谷鸟搜索算法所得适应度函数图，由图 ４ 可见，适应度函数逐渐降低并趋于 ０，说明

了布谷鸟搜索算法在处理变系数分数阶多参数识别问题中是稳定的．由图 ５ 可见，基于 ＳＯＥ 格式的快速算法

是有效的．
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图 ３　 变系数时间分数阶扩散模型的 （α，ｄｆ，θ，β） 参数迭代结果

Ｆｉｇ． ３　 Ｐａｒａｍｅｔｅｒ （α，ｄｆ，θ，β） ｉｔｅｒａｔｉｏｎ ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｔｈｅ ｔｉｍｅ ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ ｄｉｆｆｕｓｉｏｎ ｍｏｄｅｌ ｗｉｔｈ ｖａｒｉａｂｌｅ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓ

图 ４　 布谷鸟搜索算法的适应度函数图

Ｆｉｇ． ４　 Ｔｈｅ ｆｉｔｎｅｓｓ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｃｕｃｋｏｏ ｓｅａｒｃｈ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ

图 ５　 快速格式的计算时间

Ｆｉｇ． ５　 Ｔｈｅ ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ ｔｉｍｅ ｏｆ ｔｈｅ ｆａｓｔ ｓｃｈｅｍｅ

５　 结　 　 论

本文研究了变系数时间分数阶扩散模型在多孔介质反常扩散现象中的应用．在模型方面，提出了基于变

系数的分数阶分形扩散模型，并建立了相应的非均匀网格数值求解格式；在多参数识别方面，采用了布谷鸟

搜索算法使其估计模型中的多个参数．最后通过数值应用分析，验证了变系数时间分数阶模型在研究多孔介

质的反常扩散现象中是有效的，所采用的布谷鸟搜索算法在分数阶多参数识别问题中是高效的，并且本文所

提出的分数阶模型及分数阶多参数识别算法可推广应用于其他分数阶相关问题研究中．
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