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摘要：　 当软物质微 ／纳米结构表面存在液滴时，需要考虑由润湿诱导的弹性毛细变形．该文基于一个新的润湿方

程，推导了液滴铺展半径与其表面曲率的关系，并得到了无重力影响时液滴保持球冠状的必要条件；结合 Ｗｉｎｋｌｅｒ
地基模型，计算了弹性基底上软物质微梁的弹性毛细变形，得到了微梁挠度的解析解．以聚苯乙烯（ＥＰＳ）和聚乙烯

（ＰＥ）梁为例，分析并讨论了液滴铺展半径、弹性模量和基底参数对微梁的挠曲变形以及从基底上脱黏的影响．
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０　 引　 　 言

润湿是一种液体与固体表面接触并附着的现象，在自然界中广泛存在［１］ ．在润湿过程中，液体和固体通

过二者之间的界面相互作用，不过这种相互作用力的影响一般较弱，故在大尺寸的硬固体上，润湿诱导的变
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形相对较小，一般可以忽略．然而， 当材料比较软或者结构的特征尺度接近甚至小于毛细长度时， 变形开始

变得显著．
润湿诱导的变形被称为弹性毛细变形，相关的研究可以追述到 ２０ 世纪 ６０ 年代初．由于 Ｙｏｕｎｇ 于 １８０５

年给出的描述润湿行为的三相线方程仅满足固体表面面内的平衡［２］ ．而在面外未达到平衡，对此 Ｌｅｓｔｅｒ［３］ 认
为：固体表面必然对三相线施加作用力以保证其平衡，这个力的反作用力（为方便，称之为毛细力）也将导致

固体表面产生变形．他将毛细力等效为均匀作用在三相线周围的宽度为 ｔ 的固体基底环形区域上的法向拉

力，而在环形区域内的 Ｌａｐｌａｃｅ 压力是均匀的法向力，这两部分力构成一个平衡力系．利用 Ｈａｎｋｅｌ 变换，Ｌｅｓ⁃
ｔｅｒ 得到了由润湿引起的半无限大基底的表面变形，预测在三相线处出现润湿脊，指出此处变形曲率较大所

以不可忽略，给出了表面张力与角度的关系，强调对于软材料应该考虑弹性毛细变形的影响．Ｒｕｓａｎｏｖ［４］考虑

到实际接触角 θ１ 与 Ｙｏｕｎｇ 接触角 θＹ 存在差异，认为在三相接触线上还作用着一个水平毛细力，同样假设 Ｌａ⁃
ｐｌａｃｅ 压力均匀分布在液气界面上，得到了液滴引起的基底表面的变形．Ｆｏｒｔｅｓ［５］假设三相线处作用的是沿接

触线均匀分布的线力，通过热力学原理，得到了类似 Ｙｏｕｎｇ 接触角和表面张力之间的关系．并以此分别计算

了当液滴附着于薄板上、悬垂于薄板下方以及液滴夹在两板之间形成液桥时板的变形．Ｓｔｙｌｅ 等［６⁃７］ 将表面张

力视为三重接触线上的线力，然后通过理论分析和实验研究了液滴润湿引起的基底变形．他们发现润湿脊的

出现是一种普遍现象．Ｂｏｓｔｗｉｃｋ 等［８］根据 Ｓｔｙｌｅ 的假设使用位移势函数构造了弹性变形的通解，并得到了与

Ｓｔｙｌｅ 等相似的结果．
很多学者利用能量原理对弹性毛细变形进行了研究．Ｋｅｒｎ 和 Ｍüｌｌｅｒ［９］ 利用系统能量最小原理确定固液

界面的形状，分析了当液滴位于各向同性薄膜中心时，薄膜的弹性毛细变形．他们还考虑了液滴重力的影响，
液滴在无重力时是标准的球冠状，而在重力的牵引下，膜上的液滴将趋于扁平．Ｏｌｉｖｅｓ［１０］ 以薄板为例分析了

液滴对基底的影响，并对 Ｙｏｕｎｇ 方程进行了修正．Ｌｉｕ 等根据液滴的能量泛函，推导并求解了液滴形态的控制

方程，分析了弹性衬底在毛细力作用下的变形情况［１１］，考虑到液滴的表面张力和 Ｌａｐｌａｃｅ 压差，推导出了不

同支撑条件下微梁的弯矩和挠度［１２］ ．陶泽、刘少宝和卢天建等［１３］讨论了充液弹性毛细管内结冰时的冻胀效

应及其所导致的毛细管壁中的应力分布．Ｙｕ 等［１４］ 通过数值模拟的方法得到了 ＰＤＭＳ 制成的膜和微悬臂梁

在不同形态液滴润湿下的弹性毛细变形．
虽然对于弹性毛细变形已经有了大量研究，关于毛细力以何种形式作用于基底仍不能确定．到目前为

止，通常假定毛细力是一个分布在三相线上的线力，或一个分布在三相线周围的环状区域上的均布力．但第

一种假设会使固体位移场出现奇异点［１５］，第二种假设中的环状区域的宽度是人为选择的［３］，而且无法测量

确定．最近，Ｈｕａｎｇ［１６⁃１７］基于润湿系统能量最小化，严格推导了弹性毛细变形的控制方程与界面、边界条件，完
成了对半无限大基底弹性毛细变形的分析，确定了毛细力在固液界面上的分布．根据新的润湿理论，无需假

定固体表面毛细力的分布，不用考虑边界层的厚度，避免了计算固体位移出现奇异点．
利用 Ｈｕａｎｇ 所发展的弹性毛细理论，本文研究了弹性基底上软物质梁因液滴润湿产生的弹性毛细变形．

当受到弹性毛细作用的梁放置在基底上时，基底会在梁的作用下产生弹性变形．为了简化分析，本文采用

Ｗｉｎｋｌｅｒ 弹性地基模型表征弹性基底，用 Ｅｕｌｅｒ⁃Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ 模型分析梁的挠曲变形．Ｗｉｎｋｌｅｒ 地基模型由 Ｗｉｎｋｌｅｒ
Ｅ 于 １８６７ 年提出，由于它形式简单、参数少，并且精度满足工程要求，因此在土木与交通工程领域得到了广

泛应用．本文进一步假定 Ｗｉｎｋｌｅｒ 地基与梁的相互作用是一个自平衡力系，这是与现有弹性地基上梁模型的

一个区别．
本文的主要内容如下：在第 １ 节中，我们建立了 Ｗｉｎｋｌｅｒ 基底上软物质梁弹性毛细变形的控制方程；第 ２

节则讨论了挠度方程的求解；第 ３ 节重点分析了梁的挠曲变形、脱黏及其影响因素；最后，第 ４ 节针对本文所

得到的新结论进行了一个简短的总结．

１　 Ｗｉｎｋｌｅｒ 基底上软物质梁的弹性毛细变形

１．１　 控制方程

当液滴尺寸小于毛细长度时，可以忽略重力作用．为了凸显物理问题的本质，本文将液滴的表面近似设
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定为圆柱面．如图 １ 所示，放置在 Ｗｉｎｋｌｅｒ 基底上的软物质梁，长为 ２ｌ，高为 ｈ，深度为 ｄ ．润湿区域宽度为 ２Ｒ，
液滴截面的半径为 ｒ，接触角为 θＹ，基底的基床系数为 ｋ ．由于 Ｗｉｎｋｌｅｒ 基底只能承受有限的拉力，因此，当软

物质梁卷曲时，便可以脱离基底．

图 １　 液滴作用在置于弹性基底上的梁

Ｆｉｇ． １　 Ｄｒｏｐｌｅｔｓ ａｃｔｉｎｇ ｏｎ ａ ｂｅａｍ ｐｌａｃｅｄ ｏｎ ｅｌａｓｔｉｃ ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎ

众所周知，梁弯曲的控制方程为

　 　 ＥＩｙ″″ ＝ ｑ（ｘ）， （１）
其中 Ｅ为弹性模量，Ｉ是惯性矩，ｑ（ｘ） 表示梁表面的载荷集度，ｙ表示梁的挠度，取向上为正，液滴放置在梁的

中心位置，取梁中心为坐标原点，ｘ 轴的正方向向右．因为梁两端自由， 当润湿引起梁变形时， 梁两端可能脱

离基底， 故假设梁变形后的形态如图 ２ 所示．其中梁与基底接触的部分为 ｘ ∈ ［ － ｌ１，ｌ１］ 段， 润湿部分为 ｘ ∈
［ － Ｒ，Ｒ］ 段，两端部分处于脱黏状态．

图 ２　 润湿引起弹性基底上梁的变形

Ｆｉｇ． ２　 Ｗｅｔｔｉｎｇ ｉｎｄｕｃｅｄ ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎ ｏｆ ａ ｂｅａｍ ｏｎ ｅｌａｓｔｉｃ ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎ

由文献［１３］可以知道，在润湿部分， ｑ（ｘ） 包括固液界面的 Ｌａｐｌａｃｅ 压力 （２γｓｌＨｓｌ － ２γｌｖＨｌｖ）ｄ， 当梁与基

底接触时，还有基底对梁的反作用力 － ｋｄｙ ．因此，式（１）可具体表示为

　 　 ＥＩｙ″″ ＝
－ ｋｄｙ ＋ （２γｓｌＨｓｌ － ２γｌｖＨｌｖ）ｄ，　 　 ０ ≤ ｘ ≤ Ｒ，
－ ｋｄｙ， Ｒ ＜ ｘ ≤ ｌ１，
０， ｌ１ ＜ ｘ ≤ ｌ，

ì

î

í

ï
ï

ïï

（２）

式中 γｌｖ 表示液滴表面张力，γｓｌ 表示固液界面张力，Ｈｌｖ 与Ｈｓｌ 分别表示液气和固液界面的平均曲率，其中Ｈｌｖ ＝
１ ／ （２ｒ） ＝ ｓｉｎ θＹ ／ （２Ｒ），当梁的弯曲半径远大于厚度 ｈ 时，有 Ｈｓｌ ≈ ｙ″ ／ ２．

式（２）中第一个方程（式（２） １，后同）可以表示为

　 　 ＥＩｙ″″ － γｓｌｄｙ″ ＋ ｋｄｙ ＝ － ２γｌｖＨｌｖｄ， （３）
其中， － γｓｌｄｙ″ 与 ｋｄｙ 与梁的挠曲变形相关，右边的非齐次项 － ２γｌｖＨｌｖｄ 相当于导致梁弯曲的外力．因为液滴

处于平衡状态，因此，固 ／液界面上的相互作用力 （２γｓｌＨｓｌ － ２γｌｖＨｌｖ）ｄ 必定是一个自平衡力系，从而导致基底

对梁的作用力也是一个自平衡力系．由于基底有一个承拉的限度，即可假设在 ｘ ∈ ［Ｒ，ｌ１］ 段，梁受到基底的

拉力，至 ｘ ＝ ｌ１ 处梁完全脱离基底．
设 ０≤ ｘ≤ Ｒ段的挠度为 ｙ１，Ｒ ＜ ｘ≤ ｌ１ 段的挠度为 ｙ２，ｌ１ ＜ ｘ≤ ｌ段的挠度为 ｙ３ ．为了便于求解与讨论，

引入相关参数
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　 　 ａ ＝ ｋｄ
ＥＩ

， ｂ ＝
γｓｌｄ
ＥＩ

， ｃ ＝
γｌｖｄ
ＥＩｒ

， （４）

于是方程（２）简化为

　 　
ｙ１″″ － ｂｙ″１ ＋ ａｙ１ ＝ － ｃ，　 　 ０ ≤ ｘ ≤ Ｒ，
ｙ２″″ ＋ ａｙ２ ＝ ０， Ｒ ＜ ｘ ≤ ｌ１，
ｙ３″″ ＝ ０， ｌ１ ＜ ｘ ≤ ｌ ．

ì

î

í

ï
ï

ïï

（５）

１．２　 控制方程的通解

式（５）是一组常系数四阶线性常微分方程，其解可以由解析式表达．首先求解方程（５） １，其齐次方程的

特征方程为

　 　 ｕ４ － ｂｕ２ ＋ ａ ＝ ０． （６）
它的解可表示为

　 　 ｕ１，２ ＝ ２ ａ ＋ ｂ ± ｉ ２ ａ － ｂ
２

， ｕ３，４ ＝ － ２ ａ ＋ ｂ ± ｉ ２ ａ － ｂ
２

． （７）

讨论

① 若 ２ ａ － ｂ ＞ ０， 则特征方程存在 ２ 对单复根：

　 　 ｕ１，２ ＝ ２ ａ ＋ ｂ ± ｉ ２ ａ － ｂ
２

， ｕ３，４ ＝ － ２ ａ ＋ ｂ ± ｉ ２ ａ － ｂ
２

．

方程（５） １的齐次通解为

　 　 ｙ＃
１（ｘ） ＝ ｅ ２ ａ ＋ｂｘ ／ ２ ｃ１１ｃｏｓ ２ ａ － ｂ

２
ｘ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ＋ ｃ１２ｓｉｎ ２ ａ － ｂ

２
ｘ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＋

　 　 　 　 ｅ － ２ ａ ＋ｂｘ ／ ２ ｃ１３ｃｏｓ ２ ａ － ｂ
２

ｘ
æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ＋ ｃ１４ｓｉｎ ２ ａ － ｂ

２
ｘ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
． （８）

② 若 ２ ａ － ｂ ＝ ０， 则特征方程有一对 ２ 重复根 ｓ ＝ ± ｉ ４ａ ， 方程（５） １的齐次通解为

　 　 ｙ＃
１（ｘ） ＝ （ｃ１１ ＋ ｃ１２ｘ）ｃｏｓ

４ａ ｘ( ) ＋ （ｃ１３ ＋ ｃ１４ｘ）ｓｉｎ（
４ ａ ｘ） ． （９）

③ 若 ２ ａ － ｂ ＜ ０， 则特征方程有 ４ 个实根：

　 　 ｕ１，２ ＝ ２ ａ ＋ ｂ ± ｂ － ２ ａ
２

， ｕ３，４ ＝ － ２ ａ ＋ ｂ ± ｂ － ２ ａ
２

． （１０）

方程（５） １的齐次通解为

　 　 ｙ＃
１（ｘ） ＝ ｃ１１ｅ（ ２ ａ ＋ｂ ＋ ｂ－２ ａ ）ｘ ／ ２ ＋ ｃ１２ｅ（ ２ ａ ＋ｂ － ｂ－２ ａ ）ｘ ／ ２ ＋

　 　 　 　 ｃ１３ｅ（ － ２ ａ ＋ｂ ＋ ｂ－２ ａ ）ｘ ／ ２ ＋ ｃ１４ｅ（ － ２ ａ ＋ｂ － ｂ－２ ａ ）ｘ ／ ２ ． （１１）
设方程（５） １的特解形式为 ｙ０

１（ｘ） ＝ ｂ０ｘ ＋ ｂ１， 代回方程（５） １，解得 ｂ０ ＝ ０，ｂ１ ＝ － ｃ ／ ａ ．所以方程（５） １的通解

可以表示为

　 　 ｙ１（ｘ） ＝ ｙ＃
１（ｘ） ＋ ｙ０

１（ｘ） ． （１２）
同理，可以得到方程（５） ２ 的通解

　 　 ｙ２ ＝ ｅ４ａｘ ／ ２ ｃ２１ｃｏｓ
４ａ
２
ｘ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ＋ ｃ２２ｓｉｎ

４ａ
２
ｘ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ＋ ｅ －４ ａｘ ／ ２ ｃ２３ｃｏｓ

４ａ
２
ｘ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ＋ ｃ２４ｓｉｎ

４ａ
２
ｘ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ， （１３）

以及方程（５） ３ 的通解

　 　 ｙ３ ＝ ｃ３１ｘ３ ＋ ｃ３２ｘ２ ＋ ｃ３３ｘ ＋ ｃ３４ ． （１４）
综上，可以得到梁的挠度曲线通解：
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ｙ１（ｘ） ＝ － ｃ
ａ

＋ ｙ＃
１（ｘ），　 　 ０ ≤ ｘ ≤ Ｒ，

ｙ２（ｘ） ＝ ｅ４ａｘ ／ ２ ｃ２１ｃｏｓ
４ａ
２
ｘ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ＋ ｃ２２ｓｉｎ

４ａ
２
ｘ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ＋

　 　 ｅ －４ ａｘ ／ ２ ｃ２３ｃｏｓ
４ａ
２
ｘ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ＋ ｃ２４ｓｉｎ

４ａ
２
ｘ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ，　 　 Ｒ ＜ ｘ ≤ ｌ１，

ｙ３（ｘ） ＝ ｃ３１ｘ３ ＋ ｃ３２ｘ２ ＋ ｃ３３ｘ ＋ ｃ３４，　 　 ｌ１ ＜ ｘ ≤ ｌ ．

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï

（１５）

２　 挠度方程的求解

２．１　 定解条件

在方程（１５）中有待定参数 ｃｉｊ（ ｉ ＝ １，２，３，ｊ ＝ １，２，３，４），它们需要结合梁的边界条件、对称性条件、梁段在

ｌ１ 和 Ｒ 处的连续性条件才能最终求出．接下来讨论 ｃｉｊ 的求解．
在边界 ｘ ＝ ｌ 处，由于梁两端处于自由状态，其剪力、弯矩为 ０．边界条件可以写作

　 　
ｙ″３（ ｌ） ＝ ０，
ｙ３‴（ ｌ） ＝ ０ ．{ （１６）

由于梁的变形对称，在 ｘ ＝ ０ 处，梁的转角、剪力为 ０，写作

　 　
ｙ′１（０） ＝ ０，
ｙ１‴（０） ＝ ０ ．{ （１７）

在梁的分段处由于挠度、弯矩和剪力均不会突变，因此连续性条件可表示为

　 　

ｙ１（ ｌ１） ＝ ｙ２（ ｌ１），
ｙ′１（ ｌ１） ＝ ｙ′２（ ｌ１），
ｙ″１（ ｌ１） ＝ ｙ″２（ ｌ１），
ｙ１‴（ ｌ１） ＝ ｙ２‴（ ｌ１），

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（１８ａ）

　 　

ｙ３（Ｒ） ＝ ｙ２（Ｒ），
ｙ′３（Ｒ） ＝ ｙ′２（Ｒ），
ｙ″３（Ｒ） ＝ ｙ″２（Ｒ），
ｙ３‴（Ｒ） ＝ ｙ２‴（Ｒ） ．

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（１８ｂ）

方程（１５）中总共包含待定系数 １２ 个，而方程（１６）—（１８）提供了 １２ 个等式，可知联立方程组有唯一解．
在上述求解过程中，假定 ｌ１ 是已知的，解得的系数 ｃｉｊ 中包含 ｌ１ ．如前所述，由于基底对梁的作用力也是一

个自平衡力系，故 ｌ１ 可以由下面的平衡方程确定，即

　 　 ｆ（ ｌ１） ＝ － ∫Ｒ
０
ｋｄｙ１（ｘ）ｄｘ － ∫ｌ１

Ｒ
ｋｄｙ２（ｘ）ｄｘ ＝ ０． （１９）

２．２　 模型计算参数的确定方法

常数 γｓｌ，γｌｖ，γｓｖ 只与固、液和气体的热力学性质有关．根据 Ｇｏｏｄ⁃Ｇｉｒｉｆａｌｃｏ 理论，

　 　 γｓｌ ＝ γｓｖ ＋ γｌｖ － ２ϕ γｓｖγｌｖ ， （２０）
ϕ 为校正因子，依赖于体系的组成，一般 ϕ ≤ １．

梁在液滴诱导下产生的变形可以简化为图 ３．根据文献［１３］，三相接触线的平衡需要满足

　 　 γｓｌ ｔｓｌ ＋ γ ｌｖ ｔｌｖ ＝ γ ｓｌｖｋｍｍ， （２１）
即

　 　
γ ｌｖｓｉｎ θ ＝ γ ｓｌｓｉｎ α，

γ ｌｖｃｏｓ θ ＋ γ ｓｌｃｏｓ α ＝
γ ｓｌｖ

Ｒ
，

ì

î

í

ïï

ïï

（２２）
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式中 α，θ 表示 ｔｓｌ，ｔｌｖ 与 ｍ 之间的夹角，消除式（２２）中的 α， 可得

　 　 γ ２
ｓｌ ＝ γ ２

ｌｖｓｉｎ２θ ＋
γ ｓｌｖ

Ｒ
－ γ ｌｖｃｏｓ θ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

． （２３）

因为液滴为球冠状，式（２３）可以简化为

　 　 ｃｏｓ２θ ＝ １ － Ｒ２

ｒ２
＝
（（γ ２

ｌｖ － γ ２
ｓｌ）Ｒ２ ＋ γ ２

ｓｌｖ） ２

４γ ２
ｌｖγ ２

ｓｌｖＲ２ ， （２４）

其中 γ ｌｖ，γ ｓｌ，γ ｓｌｖ 与材料有关，给定铺展半径 Ｒ 则可以得到此时液滴表面的曲率半径 ｒ ．

图 ３　 梁的变形简化图

Ｆｉｇ． ３　 Ｓｉｍｐｌｉｆｉｅｄ ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ｔｈｅ ｂｅａｍ

观察式（２４），接触角 θ 的取值在 ０° ～１８０°之内，故有

　 　 ０ ＜
（（γ ２

ｌｖ － γ ２
ｓｌ）Ｒ２ ＋ γ ２

ｓｌｖ） ２

４γ ２
ｌｖγ ２

ｓｌｖＲ２ ＜ １． （２５）

令

　 　 Ａ ＝ γ ２
ｌｖ － γ ２

ｓｌ， Ｂ ＝ γ ２
ｓｌｖ， Ｃ ＝ ４γ ２

ｌｖγ ２
ｓｌｖ， （２６）

仅考虑 γ ｌｖ ＞ γ ｓｌ 的情况，因此 Ａ ＞ ０．利用式（２６），式（２５）可改写为

　 　 ０ ＜ （ＡＲ２ ＋ Ｂ） ２

ＣＲ２ ＜ １， （２７）

解得

　 　 １
Ａ

Ｃ
２Ａ

－ Ｂ － Ｃ
Ａ

Ｃ
４Ａ

－ Ｂæ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＜ Ｒ２ ＜ １

Ａ
Ｃ
２Ａ

－ Ｂ ＋ Ｃ
Ａ

Ｃ
４Ａ

－ Ｂæ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
． （２８）

将式（２６）代入式（２８），化简得到

　 　
γ ２

ｓｌｖ（γ ｌｖ － γ ｓｌ） ２

（γ ２
ｌｖ － γ ２

ｓｌ） ２ ＜ Ｒ２ ＜
γ ２

ｓｌｖ（γ ｌｖ ＋ γ ｓｌ） ２

（γ ２
ｌｖ － γ ２

ｓｌ） ２ ， （２９）

即 Ｒ 满足

　 　
γ ｓｌｖ

γ ｌｖ ＋ γ ｓｌ
＜ Ｒ ＜

γ ｓｌｖ

γ ｌｖ － γ ｓｌ
． （３０）

从数学角度看，式（２１）可以看成由 γ ｓｌ ｔｓｌ，γ ｌｖ ｔｌｖ，γ ｓｌｖｋｍｍ 组成的矢量三角形，式（３０）体现了该三角形第三边

γ ｓｌｖｋｍ 必须介于另外两边 γ ｓｌ ｔｓｌ 与 γ ｌｖ ｔｌｖ 的和与差之间．从物理角度解释： ｓｉｎ θ ＝ Ｒ ／ ｒ 只在假设液滴为球冠状条

件下成立，即不计液滴重力情况下，当液滴的铺展半径满足式（３０），它才能保持球冠状．若 Ｒ 不满足式（３０），
则液滴表面不能保持球冠状，其平均曲率形式不能表示为 １ ／ ｒ ．此时，本模型失效，需要建立新的分析模型．

在式（３０）中，毛细参数 γ ｓｌ，γ ｌｖ 和 γ ｓｌｖ 本质上都应通过试验测得，但除了 γ ｌｖ， 目前还较难测量 γ ｓｌ 与 γ ｓｌｖ ．
Ｄｒｅｌｉｃｈ［１８］推导 γ ｓｌｖ 在 ０～１０－９ Ｎ 范围内，文献［１９］通过理论和实验得到了一些材料的 γ ｓｌｖ，但其依据是 Ｙｏｕｎｇ
方程，而 Ｙｏｕｎｇ 方程没有考虑固体的变形，得到的 γ ｓｌｖ 值偏小［２０］ ．当材料的固体表面张力 γ ｓｖ 已知时，固液界

面张力 γ ｓｌ 可由式（２０）确定．在得到这些参数后，给定球冠状液滴的作用半径 Ｒ， 根据式（２４）可得

　 　 １
ｒ２

＝ １
Ｒ２

γ ２
ｌｖ ＋ γ ２

ｓｌ

２γ ２
ｌｖ

－
γ ２

ｌｖ － γ ２
ｓｌ

４γ ２
ｌｖγ ２

ｓｌｖ

－ １
Ｒ４

γ ２
ｓｌｖ

γ ２
ｌｖ

． （３１）

将式（３１）代入式（４），并结合第 ２ 节的解，就可以确定梁的挠度曲线．
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３　 结果与讨论

３．１　 挠度曲线

以聚苯乙烯（ＥＰＳ）制作的微梁为例，来分析由水滴导致的微梁的弹性毛细变形．通常，水的表面张力取

γ ｌｖ ＝ ７．２ × １０ －５ Ｎ ／ ｍｍ，ＥＰＳ 的表面张力为 γ ｓｖ ＝ ３．５×１０－５ Ｎ ／ ｍｍ ．取 ϕ 为 ０．５，则由式（２０）可得 γ ｓｌ ＝ ５．８×１０－５

Ｎ ／ ｍｍ ．根据文献［２１］中的结果，ＥＰＳ ／水润湿体系的三相接触线的线张力取值范围为 γ ｓｌｖ ＝ １．４×１０－７ ～ １．４×
１０－５ Ｎ，本文中取 γ ｓｌｖ ＝ １．４×１０－７ Ｎ ．设液滴作用在微梁的中心位置，微梁的尺寸和材料参数参见表 １．

表 １　 ＥＰＳ 微梁的材料参数与几何参数

Ｔａｂｌｅ １ Ｍａｔｅｒｉａｌ ａｎｄ ｇｅｏｍｅｔｒｉｃ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ｏｆ ｔｈｅ ＥＰＳ ｍｉｃｒｏ⁃ｂｅａｍ

ｌ ／ ｍｍ Ｅ ／ ＭＰａ ｄ ／ ｍｍ ｈ ／ ｍｍ Ｉ ／ ｍｍ４

５ １．８ １ ０．０５ １ ／ ９６ ０００

　 　 Ｗｉｎｋｌｅｒ 模型参数取为 ｋ ＝ １ × １０ －３ Ｎ ／ ｍｍ３时，水滴铺展半径 Ｒ ＝ ０．０１ ｍｍ ．根据式（１９），可得到 ｆ（ ｌ１） 随

ｌ１ 的变化情况，如图 ４ 所示．在图 ４ 中，有极值点 ｘ ＝ ０．８２ ｍｍ， ｆ 的数量级为 １０－７，这可能是由计算误差导致

的，可以认为此时的 ｆ 趋于 ０，即在 ｘ ＝ ０．８２ ｍｍ 处，微梁的右端脱离了弹性基底．

图 ４　 液滴半径 Ｒ ＝ ０．０１ ｍｍ， ０ ～ ｌ１ 段梁所受合力 ｆ（ ｌ１）

Ｆｉｇ． ４　 Ｆｏｒ ｄｒｏｐｌｅｔ ｒａｄｉｕｓ Ｒ ＝ ０．０１ ｍｍ， ｒｅｓｕｌｔａｎｔ ｆｏｒｃｅ ｆ（ ｌ１） ｏｆ ｔｈｅ ｂｅａｍ ｉｎ ｔｈｅ ０ ～ ｌ１ ｓｅｃｔｉｏｎ

在确定 ｌ１ 后，即可由式（１５）—（１８）计算得到微梁的挠度曲线，如图 ５ 所示．区别于半无限大固体受液滴

润湿诱导变形［１７］，没有出现“脊”的形状，这与理论分析是一致的．由式（２）可以看出，梁 ０ ～ Ｒ 段由液滴和基

底共同作用，此时液滴对梁的毛细力为常数，体现为纯压力，如在梁 Ｒ ～ ｌ１ 段只有基底反力作用，而 ｌ１ ～ ｌ段无

作用力，故此段无弯曲变形，但会因 ０ ～ ｌ１ 段的弯曲而产生刚性旋转．因此，ｌ１ ～ ｌ 段越长，梁末端偏转就越大．

图 ５　 微梁的挠度曲线

Ｆｉｇ． ５　 Ｔｈｅ ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎ ｃｕｒｖｅ ｏｆ ｔｈｅ ｍｉｃｒｏ⁃ｂｅａｍ

３．２　 液滴大小对微梁挠度曲线的影响

根据式（１５），微梁的挠度受液滴尺寸影响，取不同的铺展半径 Ｒ， 即改变微梁上液滴的大小能够得到不

同的挠度曲线，如图 ６—８ 所示．
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图 ６　 半径为 １ ｍｍ 的液滴润湿导致的微梁弯曲

Ｆｉｇ． ６　 Ｔｈｅ ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎ ｃｕｒｖｅ ｏｆ ｔｈｅ ｍｉｃｒｏ⁃ｂｅａｍ ｗｅｔｔｅｄ ｂｙ ａ ｄｒｏｐｌｅｔ ｗｉｔｈ ａ ｒａｄｉｕｓ ｏｆ １ ｍｍ

图 ７　 半径为 ０．１ ｍｍ 的液滴润湿导致的微梁弯曲

Ｆｉｇ． ７　 Ｔｈｅ ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎ ｃｕｒｖｅ ｏｆ ｔｈｅ ｍｉｃｒｏ⁃ｂｅａｍ ｗｅｔｔｅｄ ｂｙ ａ ｄｒｏｐｌｅｔ ｗｉｔｈ ａ ｒａｄｉｕｓ ｏｆ ０．１ ｍｍ

图 ８　 半径为 ０．０１ ｍｍ 的液滴润湿导致的微梁弯曲

Ｆｉｇ． ８　 Ｔｈｅ ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎ ｃｕｒｖｅ ｏｆ ｔｈｅ ｍｉｃｒｏ⁃ｂｅａｍ ｗｅｔｔｅｄ ｂｙ ａ ｄｒｏｐｌｅｔ ｗｉｔｈ ａ ｒａｄｉｕｓ ｏｆ ０．０１ ｍｍ

从图 ６—８ 中可以看出，在不同大小的液滴诱导下微梁的变形模式相同，但液滴越小，微梁的最大挠度越

大，与基底黏附的长度也越小，微梁两侧越容易脱黏．其原因在于液滴半径越小，液滴表面的平均曲率越大，
导致了式（３）右端的作用力增大．表 ２ 给出了三种不同半径的液滴对应的微梁最大挠度及黏附长度．

表 ２　 微梁最大挠度及黏附长度与液滴半径的对应关系

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｍａｘｉｍｕｍ ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎｓ ａｎｄ ａｄｈｅｓｉｖｅ ｌｅｎｇｔｈｓ ｏｆ ｔｈｅ ｍｉｃｒｏ⁃ｂｅａｍ ｖｓ． ｄｒｏｐｌｅｔ ｒａｄｉｉ

ｐａｒａｍｅｔｅｒ
Ｒ ／ ｍｍ

１ ０．１ ０．０１

ｙ（０） ／ ｍｍ ０．０２４ ２ ０．０４６ ２ ０．０４９ ６
ｌ１ ／ ｍｍ １．４ ０．８３ ０．８２
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３．３　 弹性毛细性能对微梁挠度曲线的影响

为了解微梁的材料性能对挠度曲线的影响，我们分别计算聚乙烯（ＰＥ）和 ＥＰＳ 微梁在 Ｒ ＝ ０．０１ ｍｍ 液滴

作用下的挠度曲线．ＰＥ 弹性模量在 １５０～２５０ ＭＰａ 范围内，取 Ｅ ＝ １８０ ＭＰａ，其固液界面张力 γ ｓｌ ＝ ６．８ × １０ －５

Ｎ ／ ｍｍ，三相线张力 γ ｓｌｖ ＝ （９ ± ３２） × １０ －９ Ｎ［２２］，取 γ ｓｌｖ ＝ ４ × １０ －８ Ｎ ．

图 ９　 ＰＥ 和 ＥＰＳ 微梁在半径为 ０．０１ ｍｍ 液滴作用下的弹性毛细弯曲

Ｆｉｇ． ９　 Ｅｌａｓｔｏｃａｐｉｌｌａｒｙ ｂｅｎｄｉｎｇ ｏｆ ＰＥ ａｎｄ ＥＰＳ ｍｉｃｒｏｂｅａｍｓ ｓｕｂｊｅｃｔｅｄ ｔｏ ｄｒｏｐｌｅｔ ａｃｔｉｏｎ ｗｉｔｈ ａ ｒａｄｉｕｓ ｏｆ ０．０１ ｍｍ

图 ９ 展示了由同样大小的液滴引起的 ＰＥ 和 ＥＰＳ 微梁的弹性毛细弯曲．由于 ＰＥ 和 ＥＰＳ 的弹性模量、两
者与水的界面张力、三相线张力都不同，我们利用这三个参数定义一个无量纲因子 Ｈ ＝ γ ｓｌｖＥ ／ γ ２

ｓｌ 来表征固

体 ／液滴体系的弹性毛细性能．计算发现， Ｈ 因子越大，微梁与基底的黏附长度越大，但最大挠度几乎不变，如
图 ９ 所示．

（ａ） ｋ１ ＝ １×１０－３ Ｎ ／ ｍｍ３ （ｂ） ｋ２ ＝ １．５×１０－３ Ｎ ／ ｍｍ３

（ｃ） ｋ３ ＝ ２×１０－３ Ｎ ／ ｍｍ３ （ｄ） ｋ４ ＝ ２×１０－２ Ｎ ／ ｍｍ３

图 １０　 不同弹性基底上的液滴引起的微梁的弯曲变形（Ｒ＝ ０．０１ ｍｍ）

Ｆｉｇ． １０　 Ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎ ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ ｍｉｃｒｏｂｅａｍｓ ｃａｕｓｅｄ ｂｙ ｄｒｏｐｌｅｔｓ ｏｎ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｅｌａｓｔｉｃ ｓｕｂｓｔｒａｔｅｓ （Ｒ＝ ０．０１ ｍｍ）
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当基底的软硬程度不同时，微梁在基底上发生弹性毛细变形的程度也将不同．图 １０ 给出了微梁挠度随

基床系数的变化．从图中可以看出，梁在不同基床系数的基底上的弯曲形式大致相同：在液滴中心处梁挠度

最大，在逐渐远离液滴的位置向上偏转，然后脱离基底．表 ３ 列出了图 １０（ ａ）—１０（ｄ）中对应的最大挠度

ｙ（０） 与黏附长度 ｌ１ ．容易发现， 最大挠度与黏附长度随着基床系数的增加而减小， 这意味着在硬基底上微

梁更容易脱黏．
表 ３　 微梁的最大挠度及黏附长度随基床系数的变化

Ｔａｂｌｅ ３　 Ｍａｘｉｍｕｍ ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎｓ ａｎｄ ａｄｈｅｓｉｖｅ ｌｅｎｇｔｈｓ ｏｆ ｔｈｅ ｍｉｃｒｏ⁃ｂｅａｍ ｖｓ． ｔｈｅ ｂｅｄｄｉｎｇ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ

ｐａｒａｍｅｔｅｒ
ｋ ／ （１０－３·Ｎ／ ｍｍ３）

１ １．５ ２ ２０

ｙ（０） ／ ｍｍ ０．０４６ １ ０．０３４ ０ ０．０２７ ４ ０．００４ ９
ｌ１ ／ ｍｍ ２．６０ ２．３５ ２．１９ １．２３

４　 小　 　 结

本文基于新的润湿方程，建立了弹性基底上软物质梁的弹性毛细变形模型，进而获得了解析解，确定了

在无重力条件下浸润液滴保持为球冠的临界尺寸，定义了表征固体 ／液滴体系的弹性毛细性能的无量纲因

子，并分析了在弹性毛细力作用下软物质梁脱黏的条件与影响因素．计算发现：
１） 润湿时液滴铺展半径在一定范围内，才能保持球冠状，铺展半径的范围由液体表面张力、固液界面张

力和三相线张力的平衡决定．
２） 放置在弹性基底上的梁因弹性毛细变形会脱离基底，其脱离基底的位置与液滴的大小和基底的基床

系数都有关，也依赖无量纲因子 γ ｓｌｖＥ ／ γ ２
ｓｌ ．

参考文献（Ｒｅｆｅｒｅｎｃｅｓ）：

［１］　 ＦＥＮＧ Ｓ Ｌ， ＤＥＬＡＮＮＯＹ Ｊ， ＭＡＬＯＤ Ａ， ｅｔ ａｌ． Ｔｉｐ⁃ｉｎｄｕｃｅｄ ｆｌｉｐｐｉｎｇ ｏｆ ｄｒｏｐｌｅｔｓ ｏｎ Ｊａｎｕｓ ｐｉｌｌａｒｓ： ｆｒｏｍ ｌｏｃａｌ
ｒｅｃｏｎｆｉｇｕｒａｔｉｏｎ ｔｏ ｇｌｏｂａｌ ｔｒａｎｓｐｏｒｔ［Ｊ］ ． Ｓｃｉｅｎｃｅ Ａｄｖａｎｃｅｓ， ２０２０， ６（２８）： ｅａｂｂ４５４０．

［２］　 余迎松． 液气界面张力垂直分量引起的基底弹性变形［Ｊ］ ． 应用数学和力学， ２０１２， ３３（９）： １０２５⁃１０４２．（ＹＵ Ｙｉｎｇ⁃
ｓｏｎｇ． Ｓｕｂｓｔｒａｔｅ ｅｌａｓｔｉｃ ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎ ｄｕｅ ｔｏ ｖｅｒｔｉｃａｌ ｃｏｍｐｏｎｅｎｔ ｏｆ ｌｉｑｕｉｄ⁃ｖａｐｏｒ ｉｎｔｅｒｆａｃｉａｌ ｔｅｎｓｉｏｎ［Ｊ］ ． Ａｐｐｌｉｅｄ
Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ａｎｄ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ， ２０１２， ３３（９）： １０２５⁃１０４２．（ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［３］　 ＬＥＳＴＥＲ Ｇ Ｒ． Ｃｏｎｔａｃｔ ａｎｇｌｅｓ ｏｆ ｌｉｑｕｉｄｓ ａｔ ｄｅｆｏｒｍａｂｌｅ ｓｏｌｉｄ ｓｕｒｆａｃｅｓ［Ｊ］ ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｃｏｌｌｏｉｄ Ｓｃｉｅｎｃｅ， １９６１， １６
（４）： ３１５⁃３２６．

［４］　 ＲＵＳＡＮＯＶ Ａ Ｉ． Ｔｈｅｏｒｙ ｏｆ ｔｈｅ ｗｅｔｔｉｎｇ ｏｆ ｅｌａｓｔｉｃａｌｌｙ ｄｅｆｏｒｍｅｄ ｂｏｄｉｅｓ， １： ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎ ｗｉｔｈ ａ ｆｉｎｉｔｅ ｃｏｎｔａｃｔ ａｎ⁃
ｇｌｅ［Ｊ］ ． Ｃｏｌｌｏｉｄ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ ｔｈｅ ＵＳＳＲ， １９７５， ３７： ６１４⁃６２２．

［５］　 ＦＯＲＴＥＳ Ｍ Ａ． Ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎ ｏｆ ｓｏｌｉｄ ｓｕｒｆａｃｅｓ ｄｕｅ ｔｏ ｃａｐｉｌｌａｒｙ ｆｏｒｃｅｓ［Ｊ］ ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｃｏｌｌｏｉｄ ａｎｄ Ｉｎｔｅｒｆａｃｅ Ｓｃｉ⁃
ｅｎｃｅ， １９８４， １００（１）： １７⁃２６．

［６］　 ＳＴＹＬＥ Ｒ Ｗ， ＤＵＦＲＥＳＮＥ Ｅ Ｒ． Ｓｔａｔｉｃ ｗｅｔｔｉｎｇ ｏｎ ｄｅｆｏｒｍａｂｌｅ ｓｕｂｓｔｒａｔｅｓ， ｆｒｏｍ ｌｉｑｕｉｄｓ ｔｏ ｓｏｆｔ ｓｏｌｉｄｓ［ Ｊ］ ． Ｓｏｆｔ
Ｍａｔｔｅｒ， ２０１２， ８（２７）： ７１７７⁃７１８４．

［７］　 ＳＴＹＬＥ Ｒ Ｗ， ＢＯＬＴＹＡＮＳＫＩＹ Ｒ， ＣＨＥ Ｙ Ｌ， ｅｔ ａｌ． Ｕｎｉｖｅｒｓａｌ ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎ ｏｆ ｓｏｆｔ ｓｕｂｓｔｒａｔｅｓ ｎｅａｒ ａ ｃｏｎｔａｃｔ ｌｉｎｅ
ａｎｄ ｔｈｅ ｄｉｒｅｃｔ ｍｅａｓｕｒｅｍｅｎｔ ｏｆ ｓｏｌｉｄ ｓｕｒｆａｃｅ ｓｔｒｅｓｓｅｓ［Ｊ］ ． Ｐｈｙｓｉｃａｌ Ｒｅｖｉｅｗ Ｌｅｔｔｅｒｓ， ２０１３， １１０（６）： ０６６１０３．

［８］　 ＢＯＳＴＷＩＣＫ Ｊ Ｂ， ＳＨＥＡＲＥＲ Ｍ， ＤＡＮＩＥＬＳ Ｋ Ｅ． Ｅｌａｓｔｏｃａｐｉｌｌａｒｙ ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎｓ ｏｎ ｐａｒｔｉａｌｌｙ⁃ｗｅｔｔｉｎｇ ｓｕｂｓｔｒａｔｅｓ： ｒｉ⁃
ｖａｌ ｃｏｎｔａｃｔ⁃ｌｉｎｅ ｍｏｄｅｌｓ［Ｊ］ ． Ｓｏｆｔ Ｍａｔｔｅｒ， ２０１４， １０（３７）： ７３６１⁃７３６９．

［９］　 ＫＥＲＮ Ｒ， ＭÜＬＬＥＲ Ｐ． Ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎ ｏｆ ａｎ ｅｌａｓｔｉｃ ｔｈｉｎ ｓｏｌｉｄ ｉｎｄｕｃｅｄ ｂｙ ａ ｌｉｑｕｉｄ ｄｒｏｐｌｅｔ［ Ｊ］ ． Ｓｕｒｆａｃｅ Ｓｃｉｅｎｃｅ，
１９９２， ２６４（３）： ４６７⁃４９４．

［１０］　 ＯＬＩＶＥＳ Ｊ． Ｃａｐｉｌｌａｒｉｔｙ ａｎｄ ｅｌａｓｔｉｃｉｔｙ． Ｔｈｅ ｅｘａｍｐｌｅ ｏｆ ｔｈｅ ｔｈｉｎ ｐｌａｔｅ［Ｊ］ ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｐｈｙｓｉｃｓ： Ｃｏｎｄｅｎｓｅｄ Ｍａｔｔｅｒ，
１９９３， ５： ２０８１⁃２０９４．

９３５１第 １２ 期　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 俞慧婷，等： 弹性基底上软物质梁的弹性毛细变形



［１１］　 ＬＩＵ Ｊ Ｌ， ＮＩＥ Ｚ Ｘ， ＪＩＡＮＧ Ｗ Ｇ． Ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎ ｆｉｅｌｄ ｏｆ ｔｈｅ ｓｏｆｔ ｓｕｂｓｔｒａｔｅ ｉｎｄｕｃｅｄ ｂｙ ｃａｐｉｌｌａｒｙ ｆｏｒｃｅ［Ｊ］ ． Ｐｈｙｓｉｃａ
Ｂ： Ｃｏｎｄｅｎｓｅｄ Ｍａｔｔｅｒ， ２００９， ４０４（８ ／ １１）： １１９５⁃１１９９．

［１２］　 ＬＩＵ Ｊ Ｌ， ＸＩＡ Ｒ， ＭＥＩ Ｙ， ｅｔ ａｌ． Ｄｒｏｐｌｅｔ⁃ｉｎｄｕｃｅｄ ａｂｎｏｒｍａｌ ｂｅｎｄｉｎｇ ｏｆ ｍｉｃｒｏ⁃ｂｅａｍｓ［Ｊ］ ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ａｄｈｅｓｉｏｎ
Ｓｃｉｅｎｃｅ ａｎｄ Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ， ２０１３， ２７（１３）： １４１８⁃１４３１．

［１３］　 陶泽， 李墨筱， 提飞， 等． 充液弹性毛细管低温相变的力学分析［ Ｊ］ ． 应用数学和力学， ２０２１， ４２（１０）： １０４５⁃
１０６１．（ＴＡＯ Ｚｅ， ＬＩ Ｍｏｘｉａｏ， ＴＩ Ｆｅｉ， ｅｔ ａｌ． Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ ｏｆ ｌｏｗ⁃ｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅ ｐｈａｓｅ ｔｒａｎｓｉｔｉｏｎ ｉｎ ｌｉｑｕｉｄ⁃ｆｉｌｌｅｄ ｅｌａｓｔｉｃ
ｃａｐｉｌｌａｒｙ ｔｕｂｅｓ［Ｊ］ ． Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ａｎｄ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ， ２０２１， ４２（１０）： １０４５⁃１０６１．（ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［１４］　 ＹＵ Ｙ Ｓ， ＺＨＡＯ Ｙ Ｐ． Ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎ ｏｆ ＰＤＭＳ ｍｅｍｂｒａｎｅ ａｎｄｍｉｃｒｏｃａｎｔｉｌｅｖｅｒ ｂｙ ａ ｗａｔｅｒ ｄｒｏｐｌｅｔ： ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｂｅ⁃
ｔｗｅｅｎ Ｍｏｏｎｅｙ⁃Ｒｉｖｌｉｎ ａｎｄ ｌｉｎｅａｒ ｅｌａｓｔｉｃ ｃｏｎｓｔｉｔｕｔｉｖｅ ｍｏｄｅｌｓ［ Ｊ］ ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｃｏｌｌｏｉｄ ａｎｄ Ｉｎｔｅｒｆａｃｅ Ｓｃｉｅｎｃｅ，
２００９， ３３２（２）： ４６７⁃４７６．

［１５］　 ＬＩＵ Ｊ Ｌ， ＸＩＡ Ｒ， ＺＨＯＵ Ｘ Ｈ． Ａ ｎｅｗ ｌｏｏｋ ｏｎ ｗｅｔｔｉｎｇ ｍｏｄｅｌｓ： ｃｏｎｔｉｎｕｕｍ ａｎａｌｙｓｉｓ［Ｊ］ ． Ｓｃｉｅｎｃｅ Ｃｈｉｎａ Ｐｈｙｓｉｃｓ，
Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ ａｎｄ Ａｓｔｒｏｎｏｍｙ， ２０１２， ５５（１１）： ２１５８⁃２１６６．

［１６］　 ＨＵＡＮＧ Ｚ Ｘ． Ｎｅｗ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ ｏｆ ｗｅｔｔｉｎｇ［Ｊ］ ． Ｐｈｉｌｏｓｏｐｈｉｃａｌ Ｍａｇａｚｉｎｅ Ｌｅｔｔｅｒｓ， ２０２０， １００（４）： １８１⁃１８８．
［１７］　 ＨＵＡＮＧ Ｚ Ｘ． Ｆｏｒｍｕｌａｔｉｏｎ ａｎｄ ａ ｎｅｗ ｓｏｌｖｉｎｇ ａｐｐｒｏａｃｈ ｔｏ ｔｈｅ ｐｒｏｂｌｅｍ ｏｆ ｔｈｅ ｗｅｔｔｉｎｇ⁃ｉｎｄｕｃｅｄ ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎ［Ｊ］ ．

Ｐｈｉｌｏｓｏｐｈｉｃａｌ Ｍａｇａｚｉｎｅ， ２０２１， １０１（２４）： ２５６０⁃２５８３．
［１８］　 ＤＲＥＬＩＣＨ Ｊ． Ｔｈｅ ｓｉｇｎｉｆｉｃａｎｃｅ ａｎｄ ｍａｇｎｉｔｕｄｅ ｏｆ ｔｈｅ ｌｉｎｅ ｔｅｎｓｉｏｎ ｉｎ ｔｈｒｅｅ⁃ｐｈａｓｅ （ｓｏｌｉｄ⁃ｌｉｑｕｉｄ⁃ｆｌｕｉｄ） ｓｙｓｔｅｍｓ［Ｊ］ ．

Ｃｏｌｌｏｉｄｓ ａｎｄ Ｓｕｒｆａｃｅｓ Ａ： Ｐｈｙｓｉｃｏｃｈｅｍｉｃａｌ ａｎｄ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ Ａｓｐｅｃｔｓ， １９９６， １１６（１ ／ ２）： ４３⁃５４．
［１９］　 ＯＫＵＢＯ Ｔ． Ｓｕｒｆａｃｅ ｔｅｎｓｉｏｎ ｏｆ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｄ ｃｏｌｌｏｉｄａｌ ｓｕｓｐｅｎｓｉｏｎｓ ｏｆ ｐｏｌｙｓｔｙｒｅｎｅ ａｎｄ ｓｉｌｉｃａ ｓｐｈｅｒｅｓ ａｔ ｔｈｅ ａｉｒ⁃ｗａ⁃

ｔｅｒ ｉｎｔｅｒｆａｃｅ［Ｊ］ ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｃｏｌｌｏｉｄ ａｎｄ Ｉｎｔｅｒｆａｃｅ Ｓｃｉｅｎｃｅ， １９９５， １７１（１）： ５５⁃６２．
［２０］　 ＶＥＲＡ⁃ＧＲＡＺＩＡＮＯ Ｒ， ＭＵＨＬ Ｓ， ＲＩＶＥＲＡ⁃ＴＯＲＲＥＳ Ｆ． Ｔｈｅ ｅｆｆｅｃｔ ｏｆ ｉｌｌｕｍｉｎａｔｉｏｎ ｏｎ ｃｏｎｔａｃｔ ａｎｇｌｅｓ ｏｆ ｐｕｒｅ ｗａｔｅｒ

ｏｎ ｃｒｙｓｔａｌｌｉｎｅ ｓｉｌｉｃｏｎ［Ｊ］ ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｃｏｌｌｏｉｄ ａｎｄ Ｉｎｔｅｒｆａｃｅ Ｓｃｉｅｎｃｅ， １９９５， １７０（２）： ５９１⁃５９７．
［２１］　 ＤＲＥＬＩＣＨ Ｊ， ＭＩＬＬＥＲ Ｊ Ｄ． Ｔｈｅ ｌｉｎｅ ／ ｐｓｅｕｄｏ⁃ｌｉｎｅ ｔｅｎｓｉｏｎ ｉｎ ｔｈｒｅｅ⁃ｐｈａｓｅ ｓｙｓｔｅｍｓ［ Ｊ］ ． Ｐａｒｔｉｃｕｌａｔｅ Ｓｃｉｅｎｃｅ ａｎｄ

Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ， １９９２， １０（１）： １⁃２０．
［２２］　 ＤＲＥＬＩＣＨ Ｊ， ＭＩＬＬＥＲ Ｊ Ｄ． Ｔｈｅ ｅｆｆｅｃｔ ｏｆ ｓｏｌｉｄ ｓｕｒｆａｃｅ ｈｅｔｅｒｏｇｅｎｅｉｔｙ ａｎｄ ｒｏｕｇｈｎｅｓｓ ｏｎ ｔｈｅ ｃｏｎｔａｃｔ ａｎｇｌｅ ／ ｄｒｏｐ

（ｂｕｂｂｌｅ） ｓｉｚｅ ｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐ［Ｊ］ ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｃｏｌｌｏｉｄ ａｎｄ Ｉｎｔｅｒｆａｃｅ Ｓｃｉｅｎｃｅ， １９９４， １６４（１）： ２５２⁃２５９．

０４５１ 应　 用　 数　 学　 和　 力　 学　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ２０２４ 年　 第 ４５ 卷


