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摘要：　 研究了时滞反馈对非线性黏弹性隔振系统的竖向振动控制情况．基于黏弹性非线性 Ｚｅｎｅｒ 模型，引入时滞

控制器，建立了时滞反馈黏弹性隔振系统数学模型；采用多尺度法得到了主共振条件下的近似解析解，并根据

Ｒｏｕｔｈ⁃Ｈｕｒｗｉｔｚ 理论获取了系统的稳定性条件；最后，分析了时滞参数与黏弹性隔振系统振动行为的相关性．研究结

果表明，时滞控制器能够有效地对黏弹性竖向振动系统的不稳定行为和振动幅值进行控制，且时滞参数可作为独

立变量调控系统振动特性．研究结果可为利用时滞控制提高黏弹性隔振系统竖向振动稳定性的应用提供理论指导．
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０　 引　 　 言

目前，为了有效衰减结构的竖向振动，提高人员的安全性、舒适性，保证设备的正常运行，在建筑设计时，
研究者大多利用隔振器进行工程领域的减振降噪．然而，现代的建筑结构普遍具有较大的柔性，易引发低频、
大振幅的非线性振动．在此情况下，线性隔振器已不再适用．黏弹性阻尼材料因具有强非线性，能够同时提供

刚度和阻尼，且具有较好的耗能性能、 容易构造等优点，已被应用到新型非线性隔振器的设计中，同时在不

同领域的隔振设计中被广泛地使用［１］ ．例如，黏弹性材料最早被应用在解决航天器由疲劳引发的振动问题方

面［２］ ．Ｆｉｌｈｏ 等［３］将一种黏弹性吸振器应用于旋转系统，用于降低系统的振动和噪声水平．周颖等［４⁃５］ 发现黏

弹性材料在高速铁路桥共振、地震响应方面具有较优的控制效果．所以，利用黏弹性阻尼材料设计新型非线

性隔振器具有良好的发展前景．
在分析隔振器的减振效果时，为了更好地反映黏弹性材料的特性，学者们在两种经典模型（Ｋｅｌｖｉｎ 模型

和 Ｍａｘｗｅｌｌ 模型）的基础上提出了一种新的模型———Ｚｅｎｅｒ 模型，该模型可以同时很好地体现出黏弹性材料

的蠕变过程与应力松弛［６］ ．对于此种模型，Ｂｒｅｎｎａｎ 等［７］分别在自由振动和受迫振动的条件下分析了刚度和

阻尼对黏弹性 Ｚｅｎｅｒ 系统性能的影响．随着研究的深入，学者们在 Ｚｅｎｅｒ 模型中引入非线性因素来进一步反

映非线性黏弹性系统的振动特性，文献［８⁃９］在线性 Ｚｅｎｅｒ 模型中引入了非线性刚度，研究表明，具有非线性

刚度的 Ｚｅｎｅｒ 模型能够更好地提高隔振阻尼器的抑振效率．
然而，非线性系统会产生多稳态、跳跃、分岔等非线性振动行为［１０］ ．考虑到导数控制可以增强非线性系

统的稳定性［１１］，同时时滞控制因其概念简单且调谐过程明确，在系统的全局渐进稳定分析中得以广泛应

用［１２⁃１３］ ．文献［１４］中使用黏弹性阻尼材料设计隔振器时引入了时滞控制方法，提高了非线性隔振器的隔振

性能．赵艳影等［１５］研究了时滞非线性动力吸振器的减振性能，结果表明通过调节反馈增益系数和时滞量，最
高可将原主系统的振动减少 ９０％左右．Ｓｕｎ 等［１６］通过定性和定量分析，搭建时滞控制非线性隔振样机，验证

了时滞对非线性系统的稳定性、频率等动力学特性的影响，并给出了不同频带时滞的最优取值，体现了时滞

控制在非线性隔振领域的应用价值．
在目前工程竖向隔振领域中，利用非线性理论进行新型隔振器设计的研究还有待进一步发展，同时还需

考虑消减隔振系统产生的非线性振动特性．因此，本文基于黏弹性非线性 Ｚｅｎｅｒ 模型引入时滞控制器，利用

多尺度方法考察了振幅与时滞参数之间的依赖性，同时根据 Ｒｏｕｔｈ⁃Ｈｕｒｗｉｔｚ 法则，探究了系统的稳定性条件．

１　 系统等效力学模型

将集成了时滞控制的黏弹性非线性隔振系统等效为如图 １ 所示的非线性 Ｚｅｎｅｒ 模型．其中，主系统的质

量为 ｍ， 主结构中线性弹簧的刚度系数为 ｋ１，ｋｘ ＋ ｆ（ｘ，ｘ） 为该模型的非线性项，位移时滞控制器的时滞反馈

增益系数和时滞量分别为 ｇ１ 和 τ１， 速度时滞控制反馈增益系数分别为 ｇ２ 和 τ２， Ｍａｘｗｅｌｌ 黏弹性元件的阻尼

系数和刚度系数分别为 ｃ 和 ｋ１，Ｆ０ 和 Ω 分别为外激励的幅值和频率．
以 ｘ，ｙ 为广义坐标得到系统的动力方程为

　 　 ｍｘ ＋ ｋｘ ＋ ｆ（ｘ，ｘ） ＋ ｃ（ｘ － ｙ） ＝ Ｆ０ｃｏｓ（Ωｔ） ＋ ｇ１ｘ（ ｔ － τ１） ＋ ｇ２ｘ（ ｔ － τ２）， （１）
　 　 ｋ１ｙ － ｃ（ｘ － ｙ） ＝ ０． （２）
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图 １　 黏弹性隔振系统等效力学模型
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２　 系统摄动分析

２．１　 多尺度法计算

多尺度法的基本思想是引入表示不同时间尺度的时间变量，将这些时间变量看作独立变量并将对时间

的导数写成对各个不同时间尺度的多元复合函数的导数，然后基于久期项的条件来确定各阶的解［１７⁃１８］ ．首先

进行如下变换：

　 　

ｋ
ｍ

＝ ω２
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ｆ（ｘ，ｘ）
ｍ

＝ εｆ１（ｘ，ｘ），
ｃ
ｍ
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Ｆ０

ｍ
＝ εＦ，
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ｇ１

ｍ
， εｇｄ ＝
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，
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ｋ
＝ εχ， ｂ ＝
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２ζ

， Ω ＝ ω０ ＋ εσ，

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

　 　 ０ ＜ ε ≪ １．

式（１）与式（２）可化为如下形式：
　 　 ｘ ＋ ω２

０ｘ ＝ ε（Ｆｃｏｓ（Ωｔ） － ｆ１（ｘ，ｘ） － ２ζ（ｘ － ｙ） ＋ ｇｐｘ（ ｔ － τ１） ＋ ｇｄｘ（ ｔ － τ２））， （３）
　 　 ｙ ＋ ｂω２

０ｙ ＝ ｘ ． （４）
将图 １ 非线性项中的 ｆ（ｘ，ｘ） 表示为 α１ｘ３， 即 ｆ１（ｘ，ｘ） ＝ αｘ３ ．经计算，基于消除久期项的条件，可得

　 　 Ｆ
２

ｅｉσＴ１ － ２ｉζＡω０ ＋
－ ２ζｂＡω２

０ ＋ ２ｉζＡω０

ｂ２ω２
０ ＋ １

－ ３αＡ２Ａ
－
－ ２ｉω０Ｄ１Ａ ＋ ｉｇｄω０Ａｅ

－ ｉω０τ２ ＋ ｇｐＡｅ
－ ｉω０τ１ ＝ ０． （５）

设 Ａ（Ｔ０，Ｔ１，…） ＝ １
２

ａ（Ｔ０，Ｔ１，…）ｅｉθ（Ｔ０，Ｔ１，…）， 其中 ａ（Ｔ０，Ｔ１，…），θ（Ｔ０，Ｔ１，…） 分别为慢变振幅和相位．

将上式代入，分离久期项系数方程中各项的实部和虚部，得

　 　 Ｄ１ａ ＝ Ｆｓｉｎ（ψ）
２ω０

－
ω２

０ａζ χ２

χ２ω２
０ ＋ ４ζ２

－
ａｇｐｓｉｎ（ω０τ１）

２ω０

＋
ａｇｄｃｏｓ（ω０τ２）

２
， （６）

　 　 ａＤ１ψ ＝ ａσ ＋ Ｆｃｏｓ（ψ）
２ω０

－ ３ａ３α
８ω０

－
２ω０ａ χζ２

χ２ω２
０ ＋ ４ζ２

＋
ａｇｐｃｏｓ（ω０τ１）

２ω０

＋
ａｇｄｓｉｎ（ω０τ２）

２
， （７）

其中， ψ ＝ Ｔ１σ － θ ．
设 Ｄ１ａ ＝ ａＤ１ψ ＝ ０， 得到频率响应方程如下：

　 　 Ｆ２

４ω２
０

＝
ω２

０ａζ χ２

χ２ω２
０ ＋ ４ζ２

＋
ａｇｐｓｉｎ（ω０τ１）

２ω０

－
ａｇｄｃｏｓ（ω０τ２）

２
æ

è
ç

ö

ø
÷

２

＋

　 　 　 　 ａσ － ３ａ３α
８ω０

－
２ω０ａ χζ２

χ２ω２
０ ＋ ４ζ２

＋
ａｇｐｃｏｓ（ω０τ１）

２ω０

＋
ａｇｄｓｉｎ（ω０τ２）

２
æ

è
ç

ö

ø
÷

２

． （８）

本研究可使用衰减率进一步评估时滞反馈对隔振系统的竖向控制效果［１９］ ．衰减率通过有无时滞反馈时

振幅峰值的比值来确定［２０］ ．根据式（８）可得有无时滞控制系统的振动峰值分别为

１０２第 ２ 期　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 王道航，等： 时滞反馈对非线性黏弹性隔振系统的竖向振动控制研究



　 　 ａｍａｘ ＝
Ｆ

２ω３
０ζ χ２

χ２ω２
０ ＋ ４ζ２

＋ ｇｐｓｉｎ（ω０τ１） － ω０ｇｄｃｏｓ（ω０τ２）
， （９）

　 　 ａ－ ｍａｘ ＝
Ｆ （χ２ω２

０ ＋ ４ζ２）
２ω３

０ζ χ２ ． （１０）

因此，可得衰减率 Ｒ 为

　 　 Ｒ ＝
ａｍａｘ

ａ－ ｍａｘ

＝ １

１ ＋
［ｇｐｓｉｎ（ω０τ１） － ω０ｇｄｃｏｓ（ω０τ２）］（χ２ω２

０ ＋ ４ζ２）
２ω３

０ζ χ２

． （１１）

从上式可观察到，衰减率越小，系统的振动控制水平越高，且可以通过调整时滞参数来获得最小的衰减

率．为了简便分析，设 ｔ１ ＝ τ，ｔ２ ＝ ξ ＋ τ ．从文献［２１］可得，速度相位比位移早 π ／ ２ 个单位，因此假设相位差为

π ／ ２，式（１１）可改写为

　 　 Ｒ ＝
ａｍａｘ

ａ－ ｍａｘ

＝ １

１ ＋
（ｇｐ ＋ ω０ｇｄ）ｓｉｎ（ω０τ）（χ２ω２

０ ＋ ４ζ２）
２ω３

０ζ χ２

． （１２）

２．２　 平衡解与稳定性条件

方程有非零解，则方程（６）和（７）可改写为

　 　 Ｆｓｉｎ（ψ）
２ω０

－
ω２

０ａζ χ２

χ２ω２
０ ＋ ４ζ２

－
ａｇｐｓｉｎ（ω０τ１）

２ω０

＋
ａｇｄｃｏｓ（ω０τ２）

２
＝ ０， （１３）

　 　 σ ＋ Ｆｃｏｓ（ψ）
２ω０ａ

－ ３ａ２α
８ω０

－
２ω０

χζ２

χ２ω２
０ ＋ ４ζ２

＋
ｇｐｃｏｓ（ω０τ１）

２ω０

＋
ｇｄｓｉｎ（ω０τ２）

２
＝ ０． （１４）

为了研究方程解的稳定性，假设 ａ１０ 和 ψ１０ 是它们的解．为了检验受小扰动 ａ１１ 和 ψ１１ 影响的解的行为，这
里令

　 　
ａ ＝ ａ１０ ＋ ａ１１， ψ ＝ ψ１０ ＋ ψ１１，

ａ ＝ ａ１１， ψ ＝ ψ１１ ．
{ （１５）

将式（１５）代入式（１３）、（１４），仅保留线性项展开 ａ１１ 和 ψ１１， 得到如下所示的动态系统：

　 　
ａ１１

ψ１１

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝

Ｓ１ Ｓ４

Ｓ３ Ｓ２

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

ａ１１

ψ１１

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ， （１６）

其中， Ｓ１ ＝ －
ω２

０ζ χ２

χ２ω２
０ ＋ ４ζ２

－
ｇｐｓｉｎ（ω０τ１）

２ω０

＋
ｇｄｃｏｓ（ω０τ２）

２
，Ｓ２ ＝ －

Ｆｓｉｎ（ψ１０）
２ω０（ａ１０ ＋ ａ１１）

，Ｓ３ ＝ －
３αａ１０

４ω０
，Ｓ４ ＝

Ｆｃｏｓ（ψ１０）
２ω０

．

根据上述 Ｊａｃｏｂｉ 矩阵，可得到以下特征方程：
　 　 λ２ － （Ｓ１ ＋ Ｓ２）λ ＋ （Ｓ１Ｓ２ － Ｓ３Ｓ４） ＝ ０． （１７）
根据 Ｒｏｕｔｈ⁃Ｈｕｒｗｉｔｚ 准则［２２］，方程（１３）和（１４）解渐进稳定的充要条件为

　 　 Ｓ１ ＋ Ｓ２ ＜ ０， Ｓ１Ｓ２ － Ｓ３Ｓ４ ＞ ０． （１８）

３　 时滞反馈对非线性隔振系统的振动控制

为了验证上述计算结果的准确性，取系统参数 ｍ ＝ １，ｋ ＝ ４，ｋ１ ＝ １，α１ ＝ ０．３，ｃ ＝ ０．０２，Ｆ０ ＝ ０．２，ε ＝ ０．１，ｇｐ

＝ ｇｄ ＝ τ１ ＝ τ２ ＝ ０， 将稳态响应阶段幅值的数值解和近似解进行对比．如图 ２ 所示，主系统稳态响应的数值解

与解析解吻合得很好，证明了上述计算结果的准确性．
利用式（１２）绘制如图 ３ 所示的系统衰减率随时滞变化的图像，研究时滞对系统竖向振动的控制效果．从

图 ３ 可观察到，时滞对系统竖向振动控制效果呈周期性变化，且部分区域的控制效果呈振动抑制作用，部分

区域的控制效果呈振动加强作用， τ ＝ π ／ ２ω０ 为最优时滞之一．在 τ∈（０，１．５） 等区域，随着 ｇｐ 与 ｇｄ 的增大，
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衰减率减小，控制效果越好．此结果与文献［１３］结果一致．因此，下列研究中时滞量均在此区间内取值．
利用式（８）绘制如图 ４ 所示的图像，改变参数 Ｆ０ ＝ ０．０３５， 分别研究位移时滞和速度时滞对系统振幅的

影响．图中现象进一步证实了上述分析的结论，位移时滞和速度时滞均对系统振幅呈现周期性的影响，在合

理时滞值下通过改变二者数值大小可有效抑制振动幅值．

图 ２　 数值解与解析解对比

Ｆｉｇ． ２　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｂｅｔｗｅｅｎ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ａｎｄ
ａｎａｌｙｔｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ

图 ３　 系统衰减率随时滞的变化 （ｃ ＝ ０．０７）
Ｆｉｇ． ３　 Ｔｈｅ ｄｅｃａｙ ｒａｔｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｓｙｓｔｅｍ ｖａｒｙｉｎｇ

ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｔｉｍｅ ｄｅｌａｙ （ｃ ＝ ０．０７）

（ａ） ｇｄ ＝ τ２ ＝ ０

（ｂ） ｇｐ ＝ τ１ ＝ ０

图 ４　 不同反馈增益系数下时滞⁃振幅曲线

Ｆｉｇ． ４　 Ｄｅｌａｙ⁃ａｍｐｌｉｔｕｄｅ ｃｕｒｖｅｓ ｕｎｄｅｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｆｅｅｄｂａｃｋ ｇａｉｎ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓ

　 　 注　 为了解释图中的颜色，读者可以参考本文的电子网页版本，后同．

绘制如图 ５ 和图 ６ 所示的两组图像分析不同时滞反馈增益系数以及时滞量对系统振动的影响．图中实

线表示稳定解，虚线表示不稳定解．图 ５ 反映了不同时滞反馈增益系数对系统幅频曲线的影响．在仅存在位

移时滞且时滞量为零的情况下，位移时滞反馈增益系数对共振幅值大小没有影响，只是相位发生了改变．随
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着速度时滞反馈增益系数绝对值的增大，多值区域逐渐减小至消失，共振幅值逐渐减小，且同等条件下速度

时滞反馈增益系数取负值时幅值下降更大，如图 ５（ｂ）所示共振峰值最大降低了 ７０％左右．

（ａ） τ１ ＝ １．５， ｇｄ ＝ τ２ ＝ ０ （ｂ） τ１ ＝ － １．５， ｇｄ ＝ τ２ ＝ ０

（ｃ） τ１ ＝ ０．４５， ｇｐ ＝ τ１ ＝ ０ （ｄ） τ１ ＝ － ０．４５， ｇｐ ＝ τ１ ＝ ０

图 ５　 不同反馈增益系数下的幅频曲线

Ｆｉｇ． ５　 Ａｍｐｌｉｔｕｄｅ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ｃｕｒｖｅｓ ｕｎｄｅｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｆｅｅｄｂａｃｋ ｇａｉｎ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓ

图 ６ 反映了不同时滞量对系统幅频曲线的影响．从图 ６（ａ）可以观察到，在所选取的周期内，共振幅值不

受位移（线性）时滞反馈增益系数的正负影响，均随着时滞量的增大而减小，且多值区域也逐渐减小至消失．
从图 ６（ｂ）可以观察到，当速度时滞反馈增益系数为正时，在所选取的周期内，共振幅值随着时滞量的增大而

逐渐减小，且多值区域也会逐渐减小直至消失．而当速度时滞反馈增益系数为负时，在所选取的周期内，共振

幅值随着时滞量的增大而增大，同时逐渐出现多值区域．因此，在进行减振设计时，可以通过选择合理的位移

时滞和速度时滞参数抑制主系统的振动特性．

（ａ） ｇｐ ＝ １．５， ｇｄ ＝ τ２ ＝ ０ （ｂ） ｇｐ ＝ － １．５， ｇｄ ＝ τ２ ＝ ０
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（ｃ） ｇｄ ＝ ０．４５，ｇｐ ＝ τ１ ＝ ０ （ｄ） ｇｄ ＝ － ０．４５， ｇｐ ＝ τ１ ＝ ０
图 ６　 不同时滞量下的幅频曲线

Ｆｉｇ． ６　 Ａｍｐｌｉｔｕｄｅ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ｃｕｒｖｅｓ ｕｎｄｅｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｔｉｍｅ ｄｅｌａｙｓ

为了研究位移时滞量和速度时滞量对解的稳定性的影响，选取参数 σ ＝ ０，绘制如图 ７ 所示的图像．在 τ１

和 τ２ 的影响下，部分区域仅存在单值解即稳定状态，而部分区域存在多个振幅即多值不稳定现象，对应的区

域为不稳定区域．如图 ７ 中注释所示，红色双箭头区域内的颜色在 τ１⁃τ２ 平面内所映射的部分为不稳定区域，
可明显观察到，在 τ１ 和 τ２ 的影响下，稳定区域和不稳定区域呈周期性变化，且区域的稳定性还会受反馈增益

系数的影响而发生改变．

（ａ） ｇｐ ＝ １．５， ｇｄ ＝ ０．４５

（ｂ） ｇｐ ＝ － １．５， ｇｄ ＝ － ０．４５

图 ７　 与 τ１ 和 τ２ 有关的稳定区域和不稳定区域

Ｆｉｇ． ７　 Ｓｔａｂｌｅ ａｎｄ ｕｎｓｔａｂｌｅ ｒｅｇｉｏｎｓ ｒｅｌａｔｅｄ ｔｏ τ１ ａｎｄ τ２

图 ８ 展示了 σ ＝ ０ 时，不同时滞量下振幅响应随激励振幅的变化，可明显观察出，曲线的多值性会随着

激励振幅的改变而变化，即发生跳跃现象．且在 Ｆ０ ＝ ０．０３５ 时，不同时滞量下解的数量即系统稳定性是不相同
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的，结论可与图 ７ 所得结论相互验证．

（ａ） ｇｐ ＝ １．５， ｇｄ ＝ ０．４５， τ１ ＝ １ （ｂ） ｇｐ ＝ １．５， ｇｄ ＝ ０．４５， τ１ ＝ ３

（ｃ） ｇｐ ＝ － １．５， ｇｄ ＝ － ０．４５， τ１ ＝ ３ （ｄ） ｇｐ ＝ － １．５， ｇｄ ＝ － ０．４５， τ１ ＝ ４．８
图 ８　 不同时滞参数下外激励⁃振幅曲线

Ｆｉｇ． ８　 Ｅｘｔｅｒｎａｌ ｅｘｃｉｔａｔｉｏｎ⁃ａｍｐｌｉｔｕｄｅ ｃｕｒｖｅｓ ｕｎｄｅｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｔｉｍｅ ｄｅｌａｙ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ

４　 结　 　 论

本文在黏弹性非线性隔振系统中加入了位移和速度时滞反馈进行竖向振动控制分析，利用多尺度法计

算得出系统主共振的幅频响应方程，根据 Ｒｏｕｔｈ⁃Ｈｕｒｗｉｔｚ 准则获得了系统的稳定性条件．然后考察了时滞参

数对系统竖向振动控制的影响．主要得出了以下结论：
１） 隔振系统的稳定性与时滞参数取值有关，反馈增益系数和时滞量可作为独立控制参数调节系统，使

其达到稳定状态；
２） 位移反馈增益系数可改变隔振系统的共振频带宽度，速度反馈增益系数可有效减小甚至消除多值区

域，同时抑制隔振系统竖向振动的幅值；
３） 时滞量对系统竖向振动幅值的影响呈现周期性的变化，相较于位移时滞，速度时滞在反馈增益系数

为负时，时滞量越趋近于零，系统振幅越小，振动控制效果越好．
研究结果对抑制黏弹性非线性隔振系统的共振响应具有重要的理论意义，为进一步分析黏弹性 Ｚｅｎｅｒ

模型的振动特性及稳定性控制问题奠定了基础，可以促进黏弹性 Ｚｅｎｅｒ 模型在实际工程中的应用．未来，我
们将以上述理论分析为指导，加以实验验证，进一步完善有关黏弹性非线性隔振系统的研究结果．
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