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摘要：　 研究并探讨了基于应力的双向渐进结构拓扑优化（ＢＥＳＯ）法在修正偶应力弹性理论中的应用．该方法允许

对尺寸问题相关的微观结构均质连续体进行拓扑优化．其通过引入一种与尺寸相关的，基于修正偶应力理论的，非
经典等效应力的新颖公式，对经典的 ＢＥＳＯ 技术进行了扩展，并在体积约束的条件下进行应力最小化设计．设计变

量的迭代更新依赖于灵敏度分析，其涉及对目标函数 ｐ 范数全局应力的直接求导．理论中涉及高阶弹性，因此为了

满足有限元实现时需要的 Ｃ１节点连续性，在插值中将传统的 Ｌａｇｒａｎｇｅ 插值与一个含待定系数的插值函数相结合．
通过三个不同的数值算例，分析了尺寸效应对应力优化设计过程及结果的影响．同时探讨了其他参数包括范数 ｐ 值

和材料体积分数的作用．获得的研究结果证明了所提出的基于应力的 ＢＥＳＯ 方法在涉及尺寸效应相关的拓扑优化

设计方向的潜力．
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０　 引　 　 言

自 Ｂｅｎｄｓøｅ 和 Ｋｉｋｕｃｈｉ［１⁃２］的开创性工作以来，拓扑优化已经发展成为一个广泛的领域，其旨在实现多个

领域的最优结构设计，包括力学［３⁃６］、传热［７⁃８］ 和声学［９⁃１１］ 等．近年来，随着增材制造技术的进步，拓扑优化领

域面临着新的挑战：具有工程化微结构的非常规材料，如复杂的曲面壳体和桁架系统，在功能结构的构建中

日益占据重要地位．这一趋势揭示了对新型优化方法的需求，这些方法包括考虑微结构的材料行为，将先进

的材料模型纳入连续介质模型中．面对等效材料行为的尺寸依赖性，这一挑战在拓扑优化领域尤为艰巨，有
待学者们深入探索．

为了深入理解这一挑战，有必要提及材料行为中尺寸依赖效应的起源．实际上，结构尺寸可能会显著影

响材料的性能，尤其是在与微结构相当的尺度上描述时．当对尺寸效应敏感的材料进行拓扑优化时，考虑问

题的尺寸依赖性对结构建模至关重要．有两种主要方法应对此问题：第一种是采用经典弹性模型对全尺寸微

观结构进行建模［１２⁃１３］ ．虽然这种策略能准确地捕获材料行为的尺寸效应，但庞大的迭代计算量限制了其在拓

扑优化中的应用和发展．第二种解决方案是使用高阶弹性理论，该理论通过梯度相关的运动学描述，将尺寸

依赖性融入本构关系中，从而避免了大量迭代计算，使其成为拓扑优化背景下的实用候选方案．本研究基于

后者建立了拓扑优化的数值模拟框架， 结合尺寸相关的材料本构， 使用修正偶应力弹性模型，进行了应力

优化设计．
高阶弹性理论通过引入额外的材料尺寸参数来整合尺寸相关的材料行为．微形态理论［１４］ 源于基本的

Ｃｏｓｓｅｒａｔ 模型［１５⁃１６］，为高阶弹性提供了最通用的框架，进而衍生出微极模型［１７］ 和偶应力模型［１８⁃２０］ 等简化版

本．尽管这些模型能有效解决尺寸效应，但它们通常需要大量的附加参数，增加了在优化计算中的实现复杂

度．随后，Ｙａｎｇ 等［２１］证明，通过考虑变形能中旋转梯度的对称部分，可以有效地处理尺寸效应，并提出了一种

只需要一个材料尺寸参数的修正的偶应力理论．尽管高阶弹性理论已经应用于许多微观结构设计中，但其在

拓扑优化领域的应用在很大程度上仍未得到开发．此外，现有的研究主要集中于使用柔度作为目标函数．Ｒｏ⁃
ｖａｔｉ 和 Ｖｅｂｅｒ［２２］开创了这一领域的研究先河，采用微极模型和固体各向同性材料惩罚（ＳＩＭＰ）方法来最小化

结构柔度，与经典弹性模型的比较证实了所考虑的桁架结构存在尺寸效应．Ｌｉｕ 等［２３］ 沿此方向进一步发展，
采用偶应力弹性模型来解决相同的柔度最小化问题．基于此模型，后续的研究［２４］ 考虑了以基频最大化为目

标的拓扑优化模型，发现最优结构与尺寸比相关，且弯曲模量对偶应力连续体频率的影响大于微转动惯量．
Ｇａｎｇｈｏｆｆｅｒ 等［２５］将均质化与拓扑优化相结合，设计了具有负 Ｐｏｉｓｓｏｎ 比行为的最优超材料，这一方法也应用

于三维手性材料的研究［２６］ ．近期，偶应力弹性模型与 ＢＥＳＯ 方法的结合，再次实现了结构柔度最小化．
尽管经典弹性理论已经解决了应力优化中的许多固有难题，如网格和应力匹配不兼容导致的应力奇异

性［２７⁃２８］，但现有文献对基于高阶弹性理论的应力拓扑优化领域的探索仍显不足．为了处理应力局部化问题，
通过 ε 松弛方法导出的 ｑ⁃ｐ 方法［２９⁃３０］ 以及统计工具（如幂平均值）已被应用于评估单元应力．改进的 Ｋｒｅｓ⁃
ｓｅｌｍｅｉｅｒ⁃Ｓｔｅｉｎｈａｕｓｅｒ 函数则提升了峰值应力评估的准确度［３１］ ．Ｐｉｃｅｌｌｉ 等［３２］ 成功应用水平集成方法和 ｐ 范数

进行了基于应力的拓扑优化研究，为包括应力优化、应力约束、多载荷和应力准则在内的一系列问题提供了

有效解决方案．近年来，ＢＥＳＯ 方法由于其高效性，在应力优化领域获得了广泛关注，通过使用 ｐ 范数精确优
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化全局应力水平［３３⁃３４］，并利用 Ｌａｇｒａｎｇｅ 乘数法解决应力约束问题［３５］ ．虽然经典弹性理论下的应力优化已取

得了重要进展，但利用高阶弹性理论进行应力优化的研究仍有待深入．
在此背景下，本文在修正偶应力理论下进行拓扑优化，以实现应力最小化．在优化模型中引入了一种尺

寸相关的考虑偶应力贡献的非经典等效应力公式．相应地，针对 ｐ 范数全局应力进行灵敏度分析．因此，此项

工作可视为是根据偶应力弹性模型对经典 ＢＥＳＯ 方法的扩展．在有限元方法的实施方面，基于偶应力理论的

运动学方程包含了高阶梯度项，要求节点间至少保持 Ｃ１ 连续性．因此，本研究采用了一个四节点四边形 １２
自由度的有限元模型，其将传统的 Ｌａｇｒａｎｇｅ 插值方法与一个额外的插值函数［３６］相结合．该技术满足了 Ｃ１ 连

续性的要求，同时也保证了迭代优化的计算效率．
本文框架如下：第 １ 节探讨了基于偶应力弹性模型的有限元实现．第 ２ 节详细介绍了考虑偶应力贡献的

非经典等效应力公式以及基于偶应力的 ＢＥＳＯ 模型．第 ３ 节通过三个数值算例，分析了问题的尺寸依赖性以

及应力范数 ｐ 值和材料体积分数对应力优化设计的影响．第 ４ 节总结了本文的研究结论．

１　 基于修正偶应力理论的有限元数值实现

结构尺寸对其力学特性有显著影响．在微米和纳米结构或宏观尺度的均质建筑材料中，材料性质通常在

与其微观结构相当的尺度上进行描述，材料性能变得依赖于结构尺寸，因而尺寸效应显著体现．在对易受尺

寸效应影响的结构进行拓扑优化时，考虑尺寸依赖性变得至关重要．本研究采用修正偶应力弹性理论满足此

需求，并在本节中介绍了修正偶应力连续体的基本方程及其有限元实现技术．
１．１　 基本方程

修正偶应力理论由 Ｙａｎｇ 等［２１］在 ２００２ 年提出，它是一种由最小势能原理衍生出来的高阶弹性理论．根
据该理论，在各向同性平面应力假设的二维问题中，位移场包括单元位移向量 ｕ ＝ { ｕ，ｖ } Ｔ 和单元微观旋转

位移矢量 θ ｚ ．Ｃａｕｃｈｙ 应变张量的分量为 { ε ｘ，ε ｙ，ε ｘｙ } Ｔ，对称曲率张量的分量为 { χ ｘｚ， χ
ｙｚ } Ｔ ．相应地，Ｃａｕｃｈｙ

应力张量的分量为 {σ ｘ，σ ｙ，σ ｘｙ } Ｔ，修正偶应力张量的分量为 {ｍｘｚ，ｍｙｚ } Ｔ ．因此，二维单元的应力分量由五

个分量组成，即 σｃｐ ＝ {σ ｘ，σ ｙ，σ ｘｙ，ｍｘｚ，ｍｙｚ } Ｔ ．图 １ 中说明了单位体积 δｘδｙ 上的平面应力分布．

图 １　 修正偶应力理论下单位体积 δｘδｙ 上的平面应力分布

Ｆｉｇ． １　 Ｔｈｅ ｐｌａｎｅ ｓｔｒｅｓｓ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｏｎ ａ ｕｎｉｔ ｖｏｌｕｍｅ δｘδｙ ａｃｃｏｒｄｉｎｇ ｔｏ ｔｈｅ ｍｏｄｉｆｉｅｄ ｃｏｕｐｌｅ ｓｔｒｅｓｓ ｅｌａｓｔｉｃｉｔｙ

基于修正偶应力理论的各向同性平面应力问题下的应变⁃位移关系为

　 　 ε ＝
ε ｘ

ε ｙ

ε ｘｙ

ì
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ý
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ïï
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ì
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þ
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ｕ
ｖ{ } ＝ ∂ εｕ， （１）
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　 　 χ ＝
χ
ｘｚ

χ
ｙｚ

{ } ＝
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ý
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θ ｚ ＝ ∂ χθ ｚ ． （２）

相应地，本构方程如下：

　 　 σ ＝
σ ｘ

σ ｙ

σ ｘｙ

ì

î
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ï
ï

ïï
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þ

ý

ï
ï

ïï

＝ Ｄεε ＝

Ｅ
１ － ν ２

νＥ
１ － ν ２ ０

νＥ
１ － ν ２

Ｅ
１ － ν ２ ０

０ ０ ２Ｇ

ì
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ï
ï
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ï
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þ

ý
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ï

ï
ï
ï

ε ｘ

ε ｙ

ε ｘｙ

ì

î

í

ï
ï

ïï

ü

þ

ý

ï
ï

ïï

， （３）

　 　 ｍ ＝
ｍｘｚ

ｍｙｚ
{ } ＝ Ｄχχ ＝

２Ｇｌ２ ０
２ ２Ｇｌ２{ }

χ
ｘｚ

χ
ｙｚ

{ } ， （４）

式中， Ｇ表示剪切模量，由 Ｇ ＝Ｅ ／ （２（１ ＋ ν）） 给出．值得注意的是，本构关系引入了一个额外的材料参数 ｌ，称

为材料特征长度参数．该参数为反映尺寸效应的重要材料参数，它在经典弹性理论中是不存在的．在实际中，

ｌ 的值是通过实验确定的．总本构矩阵 Ｄ由经典弹性本构矩阵Ｄε 和偶应力本构矩阵Ｄχ 组成，Ｄ ＝
Ｄε ０
０ Ｄχ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
．

１．２　 有限元过程

众所周知，经典理论下的传统双线性矩形单元是 Ｃ０ 连续的．然而，引入偶应力项后，由于势能积分中涉

及二阶导数，二维实体问题要求 Ｃ１ 连续．为了满足这一需求，本研究采用了 １２ 自由度的四边形单元，以保证

节点处的 Ｃ１ 连续性．
对二维结构整体进行离散化，单元每个节点 ３ 个自由度，包括一个微观旋转自由度，表示为 θ ｚ ．因此，每

个单元的运动变量可由一个 １２ 自由度向量表示，具体如下：
　 　 ｑｅ ＝ { ｕ１ 　 ｖ１ 　 θ １ 　 ｕ２ 　 ｖ２ 　 θ ２ 　 ｕ３ 　 ｖ３ 　 θ ３ 　 ｕ４ 　 ｖ４ 　 θ ４ } Ｔ ． （５）
位移的插值函数如下：

　 　 ｕ ＝ ∑
４

ｉ ＝ １
Ｎｉｕｉ， ｖ ＝ ∑

４

ｉ ＝ １
Ｎｉｖｉ， θ ｚ ＝ ∑

４

ｉ ＝ １
Ｎｉθ ｉ ＋ βＮβ， （６）

式中， β 为待定常系数，Ｎｉ 和 Ｎβ 为形函数．在经典 Ｌａｇｒａｎｇｅ 插值方法的基础上，给出相应表达式：

　 　 Ｎｉ ＝
１
４
（１ ＋ ｓｉｓ）（１ ＋ ｔｉ ｔ）， Ｎβ ＝ １

８
（１ － ｓ２）（１ － ｔ２） ． （７）

需要强调的是，式（６）引入的待定系数 β，是通过将微观旋转 θ ｚ 与宏观旋转 ω ｚ 相等来确定的［２３］ ．单元内

的宏观旋转 ω ｚ 表示为

　 　 ω ｚ ＝
∂ｖ
∂ｘ

－ ∂ｕ
∂ｙ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ２ ＝ １

２ ∑
４

ｉ ＝ １

∂Ｎ
∂ｘ

ｖｉ － ∑
４

ｉ ＝ １

∂Ｎｉ

∂ｙ
ｕｉ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ． （８）

假设宏观旋转 ω ｚ 等于在单元中心处（ ｓ ＝ ｔ ＝ ０） 的微观旋转 θ ｚ，待定系数 β 可由以下关系确定：

　 　 １
２ ∑

４

ｉ ＝ １

∂Ｎｉ

∂ｘ
ｖｉ － ∑

４

ｉ ＝ １

∂Ｎｉ

∂ｙ
ｕｉ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ∑

４

ｉ ＝ １
Ｎｉθ ｉ ＋ βＮβ ． （９）

通过上述插值方法，便可以建立单元变形与节点位移之间的关系．进一步地，利用最小势能原理，可以导

出单元刚度矩阵的表达式：

　 　 ｋ ＝ ｋε ＋ ｋχ ＝ ∫
Ωｅ
ＢＴ

εＤεＢεｄΩ ｅ ＋ ∫
Ωｅ
ＢＴ

χＤχＢχｄΩ ｅ， （１０）

其中， Ｂε 和Ｂχ 分别表示 Ｃａｕｃｈｙ 应变矩阵和偶应力应变矩阵， ｋε 和ｋχ 分别表示与 Ｃａｕｃｈｙ 应变和对称曲率相

关的单元刚度矩阵．为了进行标准的有限元程序编写，采用四点 Ｇａｕｓｓ 积分法对单元刚度矩阵进行积分，其
积分策略如图 ２ 所示．
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图 ２　 四点 Ｇａｕｓｓ 积分策略

Ｆｉｇ． ２　 Ｔｈｅ ４⁃ｐｏｉｎｔ Ｇａｕｓｓ ｉｎｔｅｇｒａｔｉｏｎ ｓｔｒａｔｅｇｙ

２　 基于修正偶应力理论的 ＢＥＳＯ 方法

在实际工程中，结构应力水平是衡量结构是否出现强度破坏、疲劳失效等的重要标准．因此，基于应力的

拓扑优化在结构设计实践中至关重要．本节详细介绍了一种拓扑优化方法，该方法对传统的 ＢＥＳＯ 方法进行

扩展，以基于偶应力的 ｐ 范数全局应力为目标函数，并推导出灵敏度数．为确保优化过程的稳定性，对灵敏度

数和设计变量均实施了过滤策略．
在 ＢＥＳＯ 方法中，设计变量 ｘｉ 用于表征优化设计时第 ｉ 单元对应的独立设计状态，可近似理解为第 ｉ 单

元的虚拟密度．设计变量 ｘｉ 取二进制值 １ 和 ０，分别表示材料在第 ｉ 设计单元中存在或不存在．具体来说， ｘｉ ＝
１ 表示材料存在，即实体单元； ｘｉ ＝ ０ 表示材料不存在，即虚单元．
２．１　 材料插值

ＢＥＳＯ 方法通过将设计变量作为权重系数，利用插值方法描述每个单元的实际材料特性．因此，对于第 ｉ
单元实际的本构矩阵 （Ｄｉ） 表示为实体单元本构矩阵 （Ｄｉ） 与设计变量 ｘｉ 的函数．该关系的形式为

　 　 Ｄｉ ＝ ［ｘｉ（１ － １０ －６） ＋ １０ －６］·Ｄｉ ． （１１）
此方法中引入了修正系数 １０－６，以减少求解平衡方程时的数值奇异性．同时，考虑到本构矩阵与刚度矩

阵之间的线性关系，可以用相同的插值方法表示单元刚度矩阵：
　 　 ｋｉ ＝ ［ｘｉ（１ － １０ －６） ＋ １０ －６］·ｋｉ， （１２）

式中， ｋｉ 为实体单元的刚度矩阵， ｋｉ 为经过插值后的单元刚度矩阵．应用此材料插值策略，在应力优化中，仅
对实体单元进行灵敏度计算，虚单元的灵敏度直接设为零．该方法有效地避免了低密度区域应力过大而导致

的计算奇异性．结构整体刚度矩阵 Ｋ 通过插值后的单刚 ｋｉ 组装得到．随后，由平衡方程 ＫＵ ＝ Ｆ， 解析得到结

构的全局位移矢量：
　 　 Ｕ ＝ Ｋ －１Ｆ， （１３）

式中， Ｕ 表示结构总的位移向量，Ｆ 表示施加在结构上的外荷载向量．
２．２　 单元应力向量的计算

研究表明［３７］，低密度区域的单元中可能出现极高的应力，这给优化过程带来了数值奇点的潜在问题．式
（１１）、（１２）所示的幂律型材料插值模型［３８］可用于改善这一问题．在基于应力的 ＢＥＳＯ 方法中，虚单元的应力

不被考虑，其应力值在程序实施时直接设为零；仅在实体单元区域计算应力，其计算公式如下：

　 　 σｃｐ，ｉ ＝

σ ｘ，ｉ

σ ｙ，ｉ

σ ｘｙ，ｉ

ｍｘｚ，ｉ

ｍｙｚ，ｉ

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï

ü

þ

ý

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï

＝
ＤｉＢｉｕｉ

ｘｉ（１ － １０ －６） ＋ １０ －６
＝ ＤｉＢｉｕｉ， （１４）
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式中， Ｂｉ 表示单元的总应变矩阵， ｕｉ 表示第 ｉ 单元的节点位移向量．
２．３　 非经典 Ｖｏｎ Ｍｉｓｅｓ 应力与 ｐ⁃范数全局应力

在传统应力优化设计中，常以结构设计域内单元的最大 Ｖｏｎ Ｍｉｓｅｓ 应力最小化作为优化目标．然而，传统

的 Ｖｏｎ Ｍｉｓｅｓ 应力公式仅涵盖了 Ｃａｕｃｈｙ 应力分量，忽略了偶应力项的存在．考虑到材料的微尺度效应，为能

捕捉到应力问题的尺寸依赖性，受一种尺寸相关的非经典屈服准则［３９］ 的启发，引入适用于各向同性平面应

力问题的非经典 Ｖｏｎ Ｍｉｓｅｓ 应力公式：

　 　 σ ｅ ＝ σ ２
ｘ ＋ σ ２

ｙ ＋ ３σ ２
ｘｙ － σ ｘσ ｙ ＋ （３ ／ ｌ２）（ｍ２

ｘｚ ＋ ｍ２
ｙｚ） ． （１５）

通过以上应力组合得到的 σ ｅ 称为非经典 Ｖｏｎ Ｍｉｓｅｓ 应力或非经典等效应力．该公式通过引入材料尺寸

参数，将偶应力项纳入经典 Ｖｏｎ Ｍｉｓｅｓ 应力公式中，赋予了其考虑材料内部特性尺度的能力，这是经典连续

介质力学所不能实现的．为简化符号，将式（１５）表示为应力向量 σｃｐ，ｉ 与系数矩阵 Ｖ 之间的矩阵积：

　 　 σ ｅ，ｉ ＝ （σＴ
ｃｐ，ｉＶσｃｐ，ｉ） １ ／ ２， （１６）

式中， Ｖ 为应力系数矩阵，具体表示为

　 　 Ｖ ＝

１ － ０．５ ０ ０ ０
－ ０．５ １ ０ ０ ０
０ ０ ３ ０ ０
０ ０ ０ ３ ／ ｌ２ ０
０ ０ ０ ０ ３ ／ ｌ２

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

． （１７）

应力优化旨在降低设计域内应力水平，以所有单元中最大的非经典等效应力最小化作为优化目标．因
此，优化目标函数 ｆ（ｘ） 表示为

　 　 ｆ（ｘ） ＝ σｍａｘ
ｅ ＝ ｍａｘ（σ ｅ，１，σ ｅ，２，σ ｅ，３，…，σ ｅ，ｎ）， （１８）

式中， σｍａｘ
ｅ 表示单元中的最大非经典等效应力， ｎ 表示设计域中单元的总数．由式（１８）可见， σｍａｘ

ｅ 在设计域

内表现出局部特性，即 σｍａｘ
ｅ 出现的位置会随每次优化迭代而变化．σｍａｘ

ｅ 的局部性质使其后续灵敏度的推导变

得复杂，并可能导致计算量过大．因此采用 ｐ 范数全局应力来近似单元中的最大非经典等效应力，优化目标

函数据此修改为

　 　 ｆ（ｘ） ＝ σＰＮ ＝ (∑
ｎ

ｉ ＝ １
σ ｐ

ｅ，ｉ )
１ ／ ｐ

， （１９）

ｐ 值定义为幂阶数．式（１９）的计算实质上是设计域内对 σ ｅ，ｉ 的幂求和．在此操作中，幂阶 ｐ 扮演关键角色：较
大的 ｐ 值使全局应力减小，应力分布更均匀；相反，较小的 ｐ 值导致全局应力增加，应力分布更局部化．特别

地，当 ｐ 趋于无穷大时， σｍａｘ
ｅ 在总和中占主导地位，导致 σＰＮ ≈ σｍａｘ

ｅ ； 当 ｐ＝ １ 时， σＰＮ 即为设计域内所有 σ ｅ，ｉ

的和．直觉上，较高的 ｐ 取值更佳，因为其提供了最大应力更准确的近似值和更均匀的应力分布．然而，实际

操作中，过高的 ｐ 取值可能引起迭代时不良调节的振荡问题．因此，选择合适的 ｐ 值需要谨慎，应考虑具体情

境．３．２ 小节通过数值算例研究了 ｐ 值对优化过程的影响．
２．４　 优化模型

定义拓扑优化问题时，除了目标函数外，还需设定约束函数．本文选取体积约束 ｇ（ｘ） 作为约束函数，定
义如下：

　 　 ｇ（ｘ） ＝ ∑
ｎ

ｉ ＝ １
Ｖｉｘｉ － Ｖ∗ ＝ ０， （２０）

式中， Ｖｉ 为第 ｉ 单元的体积， Ｖ∗ 为设定的体积限制分数．在优化过程中，结构体积从 １００％的初始体积逐渐减

小，直到收敛到 Ｖ∗ ．结合式（１３）、（１９）和（２０），基于非经典等效应力和 ｐ 范数全局应力的应力最小化 ＢＥＳＯ
模型可表示为
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ｆｉｎｄ： ｘ ＝ { ｘ１，ｘ２，ｘ３，…，ｘｎ } ，

ｍｉｎｉｍｉｚｅ： ｆ（ｘ） ＝ σＰＮ ＝ (∑
ｎ

ｉ ＝ １
σ ｐ

ｅ，ｉ )
１ ／ ｐ

，

ｃｏｎｓｔｒａｉｎ：

ｇ（ｘ） ＝ ∑
ｎ

ｉ ＝ １
Ｖｉｘｉ － Ｖ∗ ＝ ０，

ＫＵ ＝ Ｆ，
ｘｉ ＝ ０　 ｏｒ　 １ ．
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（２１）

因此优化问题归结为以结构离散化后单元密度作为设计变量，以最小化 ｐ 范数全局应力为目标，以结构

体积为约束条件．根据下一小节的灵敏度分析，可通过双向进化策略迭代求解上述定义的优化问题．
２．５　 灵敏度分析

基于梯度的 ＢＥＳＯ 方法是一种寻求最佳材料分布以达到设计目标的常见优化手段．灵敏度分析，源自目

标函数，关键地指导设计变量在优化迭代过程中的演变．参考 Ｘｉａ 等的工作［３４］，在材料和应力插值模型的定

义基础上，应用微分链式法则和直接法对尺寸相关的 ｐ 范数全局应力进行偏导数计算，得到数学表达：

　 　
∂σＰＮ

∂ｘ ｊ

＝ － σ １－ｐ
ＰＮ (∑

ｎ

ｉ ＝ １
σ ｐ－２

ｅ，ｉ σＴ
ｃｐ，ｉＶＤｉＢｉＧｉ )Ｋ －１ＧＴ

ｊ ｋ ｊｕ ｊ ． （２２）

上式中 Ｇｉ 满足 ｕｉ ＝ ＧｉＵ， 即从全局的位移向量中提取第 ｉ 单元的节点位移向量．进一步，在灵敏度式中

引入设计变量项 ｘｉ，得到灵敏度数 α ｊ 的具体公式：

　 　 α ｊ ＝ － ｘ ｊ

∂σＰＮ

∂ｘ ｊ

＝ － ｘ ｊσ １－ｐ
ＰＮ (∑

ｎ

ｉ ＝ １
σ ｐ－２

ｅ，ｉ σＴ
ｃｐ，ｉＶＤｉＢｉＧｉ )Ｋ －１ＧＴ

ｊ ｋ ｊｕ ｊ ． （２３）

此操作旨在优化过程中，通过仅对实体单元评估灵敏度数而将虚单元的灵敏度数设为零，从而减少迭代

次数，节省计算时间．
２．６　 ＢＥＳＯ 方法的数值实现

本小节重点介绍基于修正偶应力理论的应力优化模型在迭代优化中的数值实现过程，该过程通过

ＭＡＴＬＡＢ 编程完成．具体的程序架构如图 ３ 所示，其分为拓扑优化过程、有限元建模和有限元计算三个主要

模块，其中有限元建模和有限元计算作为优化过程中的子模块进行开发．
为避免设计变量在优化区域内以 １ 和 ０ 交替分布引起的棋盘格现象［４０］及对优化稳定性的负面影响，采

用基于灵敏度数的过滤与平均策略，该策略在双向渐进结构优化中常用．具体方法如下：

　 　 α ｉ ＝
∑

ｎ

ｊ ＝ １
ｗｓｅｎ

ｉｊ ·α ｊ

∑
ｎ

ｊ ＝ １
ｗｓｅｎ

ｉｊ

， （２４）

式中， α ｉ 为过滤后第 ｉ 单元的灵敏度数， α ｊ 为过滤前第 ｊ 单元的灵敏度数， ｎ 表示设计域内总的单元数， ｗｓｅｎ
ｉｊ

为线性权重因子［３４］ ．为提高双向渐进结构优化的收敛性，将当前迭代步骤的灵敏度数与前两次迭代的灵敏

度数进行平均处理：

　 　 α （ｋ）
ｉ ＝

α （ｋ）
ｉ ＋ α （ｋ－１）

ｉ ＋ α （ｋ－２）
ｉ

３
，　 　 ｋ ＞ ２， （２５）

式中， （ｋ） 表示当前的迭代次数．基于灵敏度数的过滤和平均后，通过双向进化策略［３４］ 更新设计变量，并对

更新后的设计变量执行类似的过滤策略．
最终，在完成优化迭代后，需评估收敛性．判断停止迭代的条件是，在达到预设的迭代次数 Ｎｍａｘ 后，额外

进行 １５ 次的迭代循环，则认为优化过程结束．最大迭代次数 Ｎｍａｘ 的计算式如下：

　 　 Ｎｍａｘ ＝
ｌｇ（Ｖ∗ ／ Ｖ

－
）

ｌｇ（１ － Ｃｅｒ）
æ

è
ç

ö

ø
÷ ， （２６）

式中， · 为向上取整符号， Ｖ
－
表示结构原始体积， Ｃｅｒ 表示体积进化率．
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（ａ） 有限元建模 （ｂ） 拓扑优化过程 （ｃ） 有限元计算

（ａ） Ｂｕｉｌｄｉｎｇ ｔｈｅ ＦＥＭ ｍｏｄｅｌ （ｂ） Ｔｈｅ ｔｏｐｏｌｏｇｙ ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ ｐｒｏｃｅｓｓ （ｃ） Ｔｈｅ ＦＥＭ ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ
图 ３　 基于偶应力理论的 ＢＥＳＯ 模型流程图

Ｆｉｇ． ３　 Ｔｈｅ ｆｌｏｗｃｈａｒｔ ｏｆ ｔｈｅ ｃｏｕｐｌｅ ｓｔｒｅｓｓ ｂａｓｅｄ ＢＥＳＯ ｍｏｄｅｌ

３　 数 值 结 果

前文已介绍了基于修正偶应力理论的应力优化 ＢＥＳＯ 方法，本节将通过三个数值算例验证其有效性．这
些数值算例重点探讨尺寸效应对结构优化设计过程及其结果的影响，并考察了材料尺寸参数 ｌ、范数 ｐ 值和

体积限制分数等参数对结构优化的影响．３．１ 小节将尺寸效应集成到矩形梁优化模型中，评估不同材料尺寸

参数值对应力优化的影响．３．２ 小节测试并比较了修正偶应力模型和经典弹性模型在不同的范数 ｐ 值和体积

限制分数下的优化表现．
优化设计程序从设计域内充满材料的初始设计开始，通过迭代更新设计变量 ｘｉ， 达到预定的体积分数

后，再执行 １５ 轮额外的优化循环以达到最终的材料分配．后续的所有示例均使用第 １ 节所述的四边形四节

点平面应力有限元模型．假定固体材料的弹性模量为 １．０ ＭＰａ，Ｐｏｉｓｓｏｎ 比为 ０．３，每次迭代中要去除的材料相

对百分比为 Ｃｅｒ ＝ ２％， 以上提到的参数在所有算例中保持一致．
３．１　 矩形梁的应力优化：尺寸效应的影响

在修正偶应力理论中，尺寸效应的表现受材料尺寸参数 ｌ 的支配．因此，本例通过改变材料尺寸参数取

值，来研究其对拓扑优化设计过程及结果的影响．
３．１．１　 优化问题设置

本例设置一个如图 ４ 所示的矩形梁结构，其长 Ｌ ＝ １８０ ｍｍ，高 Ｈ ＝ ３０ ｍｍ ．该结构在左右两端节点处受到

位移约束，并在上表面的 １０ 个节点施加垂直力 Ｆ ＝ ０．０５ Ｎ ．优化的目标是寻求在设计域内全局应力 （σＰＮ）
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最小的拓扑结构．
采用尺寸相关的修正偶应力弹性模型对结构进行了建模，优化设计会受到尺寸效应的显著影响．因此，

设置了一系列不同的材料尺寸参数值，以比率 Ｈ ／ ｌ 作为尺寸效应的衡量指标．假定结构高度 Ｈ 保持不变，较
小的 Ｈ ／ ｌ 比值意味着尺寸效应更为显著；相反，较大的 Ｈ ／ ｌ 比值则表明尺寸效应可被相对忽略．设计域被离

散为 ３６０×６０ 网格，所有单元边长相同 ｈｅ ＝ ０．０５ ｍｍ ．

图 ４　 矩形梁结构：设计域以 ３６０×６０ 网格离散

Ｆｉｇ． ４　 Ｔｈｅ ｒｅｃｔａｎｇｕｌａｒ ｂｅａｍ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｄｅｓｉｇｎ ｄｏｍａｉｎ ｉｓ ｄｉｓｃｒｅｔｉｚｅｄ ｂｙ ａ ３６０×６０ ｍｅｓｈ

在优化过程中，体积限制分数设置为 ３０％；选择应力范数 ｐ 值为 ４；设计变量和灵敏度数的过滤半径均

设为单元尺寸的两倍．
３．１．２　 结果与分析

图 ５ 展示了基于经典弹性理论的应力优化结构设计．图 ６—８ 展示了使用偶应力弹性模型的优化结构，
分别对材料尺寸参数取 ２．５，５，１０，１００，１０３和 １０７时的情况进行了比较．这些图中的第一行子图提供了各种

Ｈ ／ ｌ 参数值下优化结构设计的视觉呈现，其中黑色区域代表实体单元 （ｘｉ ＝ １）， 白色区域表示虚单元 （ｘｉ ＝
０） ．相应地，每幅图的第 ２—８ 行子图分别展示材料分布的各应力分量云图（应力云图的色标范围为从零到

各情况的最大应力值），依次为非经典 Ｖｏｎ Ｍｉｓｅｓ 应力 （σ ｅ），ｘ，ｙ，ｘｙ 方向的 Ｃａｕｃｈｙ 应力 （σ ｘ，σ ｙ，σ ｘｙ），ｘｚ，ｙｚ

方向的偶应力（ｍｘｚ，ｍｙｚ） 以及偶应力的模量（ ｍ２
ｘｚ ＋ ｍ２

ｙｚ ） ．

图 ５　 基于经典弹性理论的应力最优拓扑结构

Ｆｉｇ． ５　 Ｓｔｒｅｓｓ ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ ｔｏｐｏｌｏｇｙ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓ ｂａｓｅｄ ｏｎ ｔｈｅ ｃｌａｓｓｉｃａｌ ｅｌａｓｔｉｃｉｔｙ ｔｈｅｏｒｙ

注　 为了解释图中的颜色，读者可以参考本文的电子网页版本，后同．

图 ５—８ 的结果显示了尺寸效应对应力优化设计的影响，揭示了两个重要方面．首先，关于优化结构中的

整体趋势：随着比值 Ｈ ／ ｌ 的降低，即梁结构的高度 Ｈ 逐渐接近材料尺度 ｌ， 尺寸效应在优化设计中的影响变

得更加显著．因此，从图 ６ 过渡到图 ８，可以观察到结构设计的变化，这归因于尺寸效应的不同影响程度．相
反，随着比率 Ｈ ／ ｌ 的增加，即材料尺度对优化设计影响的减小，结构设计趋向于经典弹性理论的预测，其中尺

寸效应不被考虑．其次，关于优化结构的应力分量：尺寸效应的表现与偶应力模量的增加有直接的相关性．这
一现象可以从偶应力项对尺寸相关的非经典 Ｖｏｎ Ｍｉｓｅｓ 应力计算式的贡献中解释．公式中的偶应力项

（３ ／ ｌ２）（ｍ２
ｘｚ ＋ ｍ２

ｙｚ）， 为对传统 Ｖｏｎ Ｍｉｓｅｓ 应力公式的补充．随着尺寸效应逐渐变得显著（从 Ｈ ／ ｌ ＝ １０３ 开始），
偶应力项在应力组合中的比重增加，导致其值远超过了经典弹性模型中的传统 Ｖｏｎ Ｍｉｓｅｓ 应力值．

图 ９ 描述了不同尺寸效应程度下 ｐ 范数全局应力 σＰＮ 的演化趋势，并将基于偶应力的优化模型（红线）
与基于经典弹性的模型（黑线）进行了比较．横坐标为 Ｈ ／ ｌ 比值，在 ２．５，５，１０，１００，１０３，１０４，１０５，１０６，１０７，１０８，
１０９的范围依次取值，纵坐标则对全局应力值进行了刻画．结果显示：基于偶应力的优化模型的全局应力值随

尺寸效应的变化有显著的演化趋势：随着 Ｈ ／ ｌ 增大，尺寸效应减弱，全局应力值呈下降趋势；当材料尺寸参数

的影响减弱至无 （Ｈ ／ ｌ ＝ １０７） 时，两种模型的全局应力值趋向一致．这展现了随着 Ｈ ／ ｌ 比值的增大，基于偶应
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力模型逐渐向基于经典弹性模型的收敛过程．

（ａ） Ｈ ／ ｌ ＝ １０７ （ｂ） Ｈ ／ ｌ ＝ １０３

图 ６　 基于修正偶应力理论的应力最优拓扑结构及应力分量云图 （Ｈ ／ ｌ ＝ １０７，１０３）

Ｆｉｇ． ６　 Ｓｔｒｅｓｓ ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ ｔｏｐｏｌｏｇｙ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓ ａｎｄ ｓｔｒｅｓｓ ｃｏｍｐｏｎｅｎｔ ｃｏｎｔｏｕｒｓ

ｂａｓｅｄ ｏｎ ｔｈｅ ｃｏｕｐｌｅ ｓｔｒｅｓｓ ｔｈｅｏｒｙ （Ｈ ／ ｌ ＝ １０７，１０３）

３．２　 附加参数对优化设计的影响

３．１ 小节确定了基于修正偶应力理论的应力拓扑优化中存在尺寸效应后，本小节旨在研究可能影响优

化过程的其他参数．其中数值算例的 Ｈ ／ ｌ 取值要求使得结构能表现出较强的尺寸效应．３．２．１ 小节讨论应力范

数 ｐ 值对优化效果的影响，３．２．２ 小节探讨体积约束变化对应力优化的影响．这些研究为理解在尺寸效应背

景下影响应力拓扑优化过程的各种因素提供了全面见解．
３．２．１　 Ｌ 型梁应力优化：应力范数 ｐ 值的影响

目标函数全局应力 σＰＮ 的计算方法为各单元等效应力的幂和，选择合适的 ｐ 值至关重要，关系到优化结

构中应力集中的问题．Ｌ 型梁设计域及边界条件如图 １０ 所示，结构长 Ｌ ＝ ２００ ｍｍ，高 Ｈ ＝ ２００ ｍｍ，通过从右上

端截去一个边长 Ｌ′ ＝ ０．６Ｌ 的方形，从而实现 Ｌ 型几何结构．设计域内采用边长为 ｈｅ ＝ １ ｍｍ 的方形四节点单

元用于 Ｌ 型梁的离散化．梁的顶端位移均被固定，垂直载荷 Ｆ ＝ ０．５ Ｎ 分布在右上端部的 ８ 个节点上，以避免

应力集中．设置材料尺寸参数 ｌ 为 ２０ ｍｍ （Ｈ ／ ｌ ＝ １０）， 此条件下结构尺寸效应显著．体积限制分数设置为

２５％；设计变量的过滤半径设置为有限元尺寸的 ６ 倍，即 ｒｍｉｎ ＝ ６ｈｅ， 灵敏度数的过滤半径设置为有限元尺寸

的 ４ 倍，即 ｒｓｅｎ ＝ ４ｈｅ ．
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图 １１ 呈现了当 ｐ 范数值分别设定为 ２，４，６ 时，应力优化的最优拓扑结构及其应力 σ ｅ 分布云图．为便于

比较，图左列（ａ）、（ｃ）、（ｅ）展示了基于经典弹性理论优化的结构，右列（ｂ）、（ｄ）、（ｆ）则展示了采用修正偶应

力模型优化的结构．每个子图上标注了相应的全局应力值 σＰＮ 以及最大非经典等效应力值 σｍａｘ
ｅ ．分析结果揭

示了以下观点：首先，高 ｐ 值能有效降低全局应力值 σＰＮ， 促进应力分布均匀性，并使全局应力值更接近最大

非经典等效应力值．其次，在两种理论的比较方面，不论 ｐ 值如何，修正偶应力理论下的应力值总是高于经典

理论的应力值，这一差异由偶应力项的额外贡献所致．
在讨论 ｐ 取值情况时，选择较高的 ｐ 值有助于提升应力分布的均匀度，并限制局部应力集中，且使得全

局应力能更准确地近似最大应力．然而，试验表明过大的 ｐ 值会导致振荡和不光滑的数值结果．因此，最佳 ｐ
值因具体应用场景而异，合理选择 ｐ 值十分关键，应依据具体情况确定．

（ａ） Ｈ ／ ｌ ＝ １００ （ｂ） Ｈ ／ ｌ ＝ １０

图 ７　 基于修正偶应力理论的应力最优拓扑结构及应力分量云图 （Ｈ ／ ｌ ＝ １００，１０）

Ｆｉｇ． ７　 Ｓｔｒｅｓｓ ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ ｔｏｐｏｌｏｇｙ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓ ａｎｄ ｓｔｒｅｓｓ ｃｏｍｐｏｎｅｎｔ ｃｏｎｔｏｕｒｓ

ｂａｓｅｄ ｏｎ ｔｈｅ ｃｏｕｐｌｅ ｓｔｒｅｓｓ ｔｈｅｏｒｙ （Ｈ ／ ｌ ＝ １００，１０）

３．２．２　 悬臂结构的应力优化：体积限制分数的影响

在 ＢＥＳＯ 优化过程中，材料体积分数 Ｖ∗ 作为一个直接影响结构设计的关键约束条件，确保最终设计在

设计域内达到预定的固体材料比例，从而影响结构的整体质量．通过调节材料体积分数，可以促进材料分布

向更加均衡的方向发展，这对于满足设计规范中的应力优化要求至关重要．
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（ａ） Ｈ ／ ｌ ＝ ５ （ｂ） Ｈ ／ ｌ ＝ ２．５

图 ８　 基于修正偶应力理论的应力最优拓扑结构及应力分量云图 （Ｈ ／ ｌ ＝ ５，２．５）

Ｆｉｇ． ８　 Ｓｔｒｅｓｓ ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ ｔｏｐｏｌｏｇｙ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓ ａｎｄ ｓｔｒｅｓｓ ｃｏｍｐｏｎｅｎｔ ｃｏｎｔｏｕｒｓ

ｂａｓｅｄ ｏｎ ｔｈｅ ｃｏｕｐｌｅ ｓｔｒｅｓｓ ｔｈｅｏｒｙ （Ｈ ／ ｌ ＝ ５，２．５）

图 ９　 σＰＮ 值随尺寸效应的演化：偶应力优化模型与经典弹性优化模型的比较

Ｆｉｇ． ９　 Ｅｖｏｌｕｔｉｏｎ ｏｆ σＰＮ ｖｓ． ｔｈｅ ｓｉｚｅ ｅｆｆｅｃｔ： ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｂｅｔｗｅｅｎ ｔｈｅ ｃｏｕｐｌｅ

ｓｔｒｅｓｓ⁃ｂａｓｅｄ ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ ｍｏｄｅｌ ａｎｄ ｔｈｅ ｃｌａｓｓｉｃａｌ ｅｌａｓｔｉｃｉｔｙ⁃ｂａｓｅｄ ｍｏｄｅｌ
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图 １０　 Ｌ 型支架结构的设计域

Ｆｉｇ． １０　 Ｔｈｅ ｄｅｓｉｇｎ ｄｏｍａｉｎ ｏｆ ｔｈｅ Ｌ⁃ｂｒａｃｋｅｔ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ

ｐ＝ ２， ｃｌａｓｓｉｃａｌ ｔｈｅｏｒｙ ｐ＝ ２， ｃｏｕｐｌｅ⁃ｓｔｒｅｓｓ ｔｈｅｏｒｙ

ｐ＝ ４， ｃｌａｓｓｉｃａｌ ｔｈｅｏｒｙ ｐ＝ ４， ｃｏｕｐｌｅ⁃ｓｔｒｅｓｓ ｔｈｅｏｒｙ

ｐ＝ ６， ｃｌａｓｓｉｃａｌ ｔｈｅｏｒｙ ｐ＝ ６， ｃｏｕｐｌｅ⁃ｓｔｒｅｓｓ ｔｈｅｏｒｙ

图 １１　 应力范数 ｐ 值的影响：应力优化结构设计和应力 σ ｅ 分布云图的比较

Ｆｉｇ． １１　 Ｉｎｆｌｕｅｎｃｅｓ ｏｆ ｓｔｒｅｓｓ ｎｏｒｍ ｐ ｖａｌｕｅｓ： ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｓｔｒｅｓｓ⁃ｏｐｔｉｍｉｚｅｄ ｓｔｒｕｃｔｕｒａｌ ｄｅｓｉｇｎｓ

ａｎｄ ｓｔｒｅｓｓ σ ｅ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｃｏｎｔｏｕｒｓ

本例研究了受弯作用的悬臂梁结构，如图 １２ 所示，旨在探究不同材料体积分数 Ｖ∗ 对优化设计的影响．
结构模型长 Ｌ ＝ ２００ ｍｍ，高 Ｈ ＝ １００ ｍｍ，设计域内采用 ２００×１００ 的网格，使用边长为 ｈｅ ＝ １ ｍｍ 的方形四节点

单元进行悬臂梁的离散化．梁的左侧位移被固定，垂直载荷 Ｆ ＝ ０．５ Ｎ 分布在右上端的 １０ 个节点上．设定应力
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范数 ｐ 值为 ４；材料尺寸参数 ｌ 为 ２０ ｍｍ （Ｈ ／ ｌ ＝ ５）， 此条件下结构展现出显著的尺寸效应．设计变量和灵敏

度数的过滤半径均设置为有限单元尺寸的两倍．

图 １２　 悬臂梁结构的设计域

Ｆｉｇ． １２　 Ｔｈｅ ｄｅｓｉｇｎ ｄｏｍａｉｎ ｏｆ ｔｈｅ ｃａｎｔｉｌｅｖｅｒ ｂｅａｍ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ

图 １３ 展示了体积分数分别设置为 ６０％，４０％，２０％时应力优化的最佳拓扑结构及其应力 σ ｅ 分布云图，
并对偶应力模型和经典弹性模型的优化结构设计进行了比较，对应的全局应力值 σＰＮ 见表 １．观察到，不论采

用哪种理论，优化后的结构均显示出圆形下框架的布局特征．这种设计布局与施加的外部载荷条件有关，其
使得右下角附近的应力较弱．进一步发现，规定的材料体积分数直接影响优化结构设计的复杂度．体积分数

最低（２０％）的结构仅包含两根加强肋，同时应力水平也较高．这一特殊情况（２０％）在经典弹性模型和偶应力

模型中均导致了最高的全局应力水平．

Ｖ∗ ＝ ６０％， ｃｌａｓｓｉｃａｌ ｔｈｅｏｒｙ， σＰＮ ＝ １．８７２ Ｖ∗ ＝ ６０％， ｃｏｕｐｌｅ⁃ｓｔｒｅｓｓ ｔｈｅｏｒｙ ， σＰＮ ＝ ２．０６０

Ｖ∗ ＝ ４０％， ｃｌａｓｓｉｃａｌ ｔｈｅｏｒｙ， σＰＮ ＝ ２．３８４ Ｖ∗ ＝ ４０％， ｃｏｕｐｌｅ⁃ｓｔｒｅｓｓ ｔｈｅｏｒｙ， σＰＮ ＝ ２．６６５
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Ｖ∗ ＝ ２０％， ｃｌａｓｓｉｃａｌ ｔｈｅｏｒｙ， σＰＮ ＝ ４．５８８ Ｖ∗ ＝ ２０％， ｃｏｕｐｌｅ⁃ｓｔｒｅｓｓ ｔｈｅｏｒｙ， σＰＮ ＝ ４．９０８

图 １３　 体积限制分数的影响：应力优化结构设计和应力 σ ｅ 分布云图的比较

Ｆｉｇ． １３　 Ｉｎｆｌｕｅｎｃｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｖｏｌｕｍｅ ｆｒａｃｔｉｏｎｓ ｃｏｎｓｔｒａｉｎｔ： ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｓｔｒｅｓｓ⁃ｏｐｔｉｍｉｚｅｄ ｓｔｒｕｃｔｕｒａｌ
ｄｅｓｉｇｎｓ ａｎｄ ｓｔｒｅｓｓ σ ｅ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｃｏｎｔｏｕｒｓ

这些发现强调了体积分数作为拓扑优化重要约束的作用．无论优化过程中使用哪种弹性理论模型，不同

的材料体积分数选择都会影响最终结构的性能和应力分布，因此在满足设计目标的同时，应综合考虑选择适

当的体积分数．
表 １　 不同体积分数下的全局应力水平对比

Ｔａｂｌｅ １　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｇｌｏｂａｌ ｓｔｒｅｓｓ ｌｅｖｅｌｓ ｕｎｄｅｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｖｏｌｕｍｅ ｆｒａｃｔｉｏｎｓ

ｖｏｌｕｍｅ ｌｉｍｉｔａｔｉｏｎ Ｖ∗ ｃｌａｓｓｉｃａｌ ｔｈｅｏｒｙ⁃ｂａｓｅｄ σＰＮ ／ ＭＰａ ｍｏｄｉｆｉｅｄ ｃｏｕｐｌｅ ｓｔｒｅｓｓ ｔｈｅｏｒｙ⁃ｂａｓｅｄ σＰＮ ／ ＭＰａ

６０％ １．８７２ ２．０６０

４０％ ２．３８４ ２．６６５

２０％ ４．５８８ ４．９０８

４　 结　 　 论

本文应用 ＢＥＳＯ 方法在修正偶应力弹性理论的框架内进行应力优化，其新颖之处在于，建立了考虑偶应

力贡献的非经典等效应力的新型公式，将其应用于基于应力的 ＢＥＳＯ 技术中，并对 ｐ 范数全局应力的灵敏度

进行了分析．通过三种数值实例，研究了尺寸效应对应力优化过程和最终结构设计的影响，同时还探讨了范

数 ｐ 值和体积限制分数 Ｖ∗ 的影响．数值测试算例验证了所提出优化方法的有效性及其处理尺寸效应问题的

能力．通过此项研究，促进了 ＢＥＳＯ 优化技术在偶应力理论背景下的发展，为尺寸相关的拓扑设计的实际应

用提供了可能性．
此外，本研究的成果有望在国内自主研发的 ＣＡＥ 软件中进行开发，对于推进尺寸相关的拓扑设计真正

实现国产、自主、可控具有重大意义．目前包括 ＬｉＴｏＳｉｍ［４１⁃４２］ 在内的国产 ＣＡＥ 软件企业正致力于相关技术的

开发．未来，该技术有望在需要考虑尺寸效应的各种工程领域获得应用．例如，在设计高性能复合材料、航空

航天和汽车工业中优化材料微结构，减少应力集中，提高材料耐久性和强度；在微电机系统中优化微结构以

降低应力，提升设备可靠性和寿命；或在能量吸收材料中通过微结构优化提升冲击或压力下的能量吸收效

率，增强安全性．
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