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摘要：　 弹性屈曲临界荷载是准确评价冷弯型钢构件承载力的重要指标．利用人工神经网络（ａｒｔｉｆｉｃｉａｌ ｎｅｕｒａｌ ｎｅｔ⁃
ｗｏｒｋｓ， ＡＮＮｓ）模型对冷弯 Ｃ 型截面轴压构件的屈曲临界载荷进行了预测，将影响屈曲的几何参数和有限条法所得

的计算结果作为数据集，对神经网络模型进行了训练、验证和测试．基于最优化理论，采用 ６ 种不同的优化算法进行

了模型的训练，并比较了不同算法的网络模型性能．通过随机网格搜索确定最优超参数，使用 ３ 种统计参数来评估

训练后的人工神经网络的性能，以得到最适合预测屈曲临界荷载的神经网络模型．结果表明：Ｌｅｖｅｎｂｅｒｇ⁃Ｍａｒｑｕａｒｄｔ
（Ｌ⁃Ｍ）算法在非线性最小二乘问题上相较于其他算法具有更高的准确性，多次训练后，Ｌ⁃Ｍ 算法使模型预测误差非

常小，而其他算法在准确度上不及 Ｌ⁃Ｍ 算法．
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０　 引　 　 言

现阶段，冷弯型钢结构在建筑业中已经扮演起了重要角色，其具有明显的优势，例如高强度自重比和刚

度自重比，易于处理和运输，能够生产各种截面形状的灵活制造工艺，以及可回收性好，同时也为装配式建筑

的发展提供了条件．
冷弯型钢构件通常为薄壁构件，截面形式多为开口式，使得构件屈曲行为复杂，在受压时容易出现局部

屈曲、畸变屈曲或整体屈曲，这些屈曲模式在利用 Ｅｕｌｅｒ 公式进行屈曲计算时并未考虑．当前，直接确定构件

屈曲承载力的直接强度法（ｄｉｒｅｃｔ ｓｔｒｅｎｇｔｈ ｍｅｔｈｏｄ， ＤＳＭ）在冷弯薄壁型钢结构领域的应用越来越广泛．与有效

宽度法［１］不同的是，直接强度法不需要计算构件的有效截面特性，而是直接采用全截面特性，对构件材料强

度进行折减［２⁃４］ ．直接强度法的基本设计思想为：首先计算各屈曲模态对应的弹性屈曲荷载，在此基础上计算

出每种屈曲模态对应的承载力，将其中的最小值作为构件的极限承载力．在计算截面弹性局部屈曲临界荷载

和弹性畸变屈曲临界荷载时，通常可由数值解确定，如有限条法（ ｆｉｎｉｔｅ ｓｔｒｉｐ ｍｅｔｈｏｄ， ＦＳＭ） ［５］，Ｌｉ 和 Ｓｃｈａｆｅｒ
等［６⁃７］将广义梁理论（ ｇｅｎｅｒａｌ ｂｅａｍ ｔｈｅｏｒｙ， ＧＢＴ）的相关理论应用于有限条法，提出了约束有限条法（ ｃｏｎ⁃
ｓｔｒａｉｎｅｄ ｆｉｎｉｔｅ ｓｔｒｉｐ ｍｅｔｈｏｄ， ＣＦＳＭ），能够对构件进行特征值屈曲分析和屈曲模态分解，由此，可以得到截面弹

性局部屈曲和弹性畸变屈曲临界荷载［４，８⁃９］ ．然而，需要注意的是，基于有限条法得到弹性屈曲临界荷载的流程

较为繁琐，计算效率较低，对于不同的构件截面需要建立对应的有限条模型，划分网格以及材料参数设置等，得
到屈曲荷载因子与半波长度曲线，进而得到屈曲临界荷载，该方法非常耗时．冷弯型构件承载力的确定基于屈曲

临界荷载的确定，因此如何快速、准确地得到冷弯型钢构件的弹性屈曲临界荷载是一个亟待解决的问题．
随着机器学习领域，特别是人工神经网络（ＡＮＮ）的最新发展，预测构件的屈曲行为变成可能，与传统的

分析方法相比有诸多优点［１０⁃１４］ ．人工神经网络是模拟生物有机体学习机制的机器学习技术分支，类似于人脑

的结构，包含许多神经元，能够在没有特定解决方案的给定数据集中准确建立输入与输出之间的关系［１５］ ．
Ｋａｖｅｈ 等［１６⁃１９］是在结构工程领域应用人工神经网络的先驱者，利用神经网络在结构领域的预测能力进行了

多项研究．许多研究人员利用人工神经网络预测了土木结构的屈曲行为，Ｍｏｊｔａｂａｅｉ 等［２０］ 对 ４ 种不同截面的

钢构件的轴压屈曲临界荷载和受弯屈曲临界荷载进行了人工神经网络预测．Ｗａｓｚｃｚｙｓｚｙｎ 等［２１］采用反向传播

神经网络（ｂａｃｋ ｐｒｏｐａｇａｔｉｏｎ ｎｅｕｒａｌ ｎｅｔｗｏｒｋ， ＢＰＮＮ），预测了轴压下圆柱壳的屈曲载荷，其中弹性反向传播学

习算法被用于基于壳体样本缺陷数据的屈曲载荷因子预测．Ｍａｒｋｏｐｏｕｌｏｓ 等［２２］则利用 Ｌｅｖｅｎｂｅｒｇ⁃Ｍａｒｑｕａｒｄｔ（Ｌ⁃
Ｍ）反向传播算法训练的人工神经网络，以壳体厚度与直径比和长度与直径比作为输入参数，预测了 ＰＶＣ 圆

柱壳在轴向压缩下的失效模式．此外，人工神经网络在冷弯型钢领域的应用也越来越广泛，Ｐａｌａ［２３］ 采用人工

神经网络方法估计了在纯压缩和纯弯曲下，冷弯型钢 Ｃ 型构件的弹性扭曲屈曲应力，并提出了基于人工神

经网络的预测方程．Ｐａｌａ 和 Ｃａｇｌａｒ［２４］在后续研究中使用了这些方程，研究了几何参数对扭曲屈曲应力的影

响．在另一项研究中，Ｇｕｚｅｌｂｅｙ 等［２５］训练了一个人工神经网络算法，使用实验数据集，旨在预测冷弯型钢腹板

的破坏，结果表明，与当前设计规范获得的预测相比，人工神经网络可以提供更准确的预测结果． Ｄｅｇｔ⁃
ｙａｒｅｖ［２６］训练了人工神经网络模型，以预测冷弯型钢 Ｃ 型构件的弹性剪切屈曲载荷和极限抗剪强度，并证明

了这比代码规定的设计方程更准确．为了更好地选取适应这种预测的算法，在后续研究中，Ｄｅｇｔｙａｒｅｖ 和 Ｎａｓ⁃
ｅｒ［２７］比较了 ５ 种不同的机器学习增强算法在预测冷弯薄壁钢构件的弹性剪切屈曲载荷和剪切强度方面的

表现，结果表明，ＣａｔＢｏｏｓｔ 算法在这些增强算法中能够提供最准确的预测．在神经网络模型的研究与开发中，
其性能优化的核心在于运用最优化理论指导下的损失函数最小化策略．损失函数，作为衡量模型预测结果与

实际观测值偏差的数学工具，常见形式包括均方误差（ｍｅａｎ ｓｑｕａｒｅｄ ｅｒｒｏｒ， ＭＳＥ）和平均绝对误差（ｍｅａｎ ａｂ⁃
ｓｏｌｕｔｅ ｅｒｒｏｒ， ＭＡＥ）．最优化理论为神经网络的训练过程提供了数学基础，指导算法调整模型参数，以期达到

损失函数的最小值．因此，选择合适的训练算法，不仅是执行具体最优化过程的关键，而且会决定神经网络模

型的最终性能．这一过程涉及到复杂的数学计算，包括梯度下降（ＧＤ）、拟 Ｎｅｗｔｏｎ 法（ＢＦＧＳ）等方法，旨在找

到损失函数的全局最小点或可接受的局部最小点，从而实现模型的最优预测效果．
在本研究中，我们采用人工神经网络对冷弯型钢 Ｃ 型构件的弹性临界屈曲载荷进行了预测，所使用的

数据集包含了 ２６０ ０００ 根构件的截面参数（输入）及其对应的弹性屈曲载荷（输出）．为了有效地训练和验证
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神经网络模型，这些数据被划分为训练集、验证集和测试集．在该神经网络的训练过程中，面对的主要挑战之

一是解决非线性最小二乘问题，即找到一组参数，使得模型输出与实际输出之间的 ＭＳＥ 最小．该问题的非线

性特性来源于神经网络模型的结构和激活函数，使得优化过程变得复杂和具有挑战性．本文采用了 ６ 种不同

的神经网络训练算法进行模型训练，包括 ＧＤ、Ｌ⁃Ｍ 算法、带动量的梯度下降（ＧＤＭ）、可变学习率的梯度下降

（ＧＤＸ）、量化共轭梯度下降（ＳＣＧ）和 ＢＦＧＳ ．这些算法根据其在解决非线性最小二乘问题中的特性和适用性

被选中，以适应结构工程领域中的复杂问题．本研究的目的在于全面评估这些算法对人工神经网络性能的影

响，并探索它们在预测特定屈曲载荷中的有效性，为结构工程相关的机器学习应用提供参考．

１　 神经网络的数据集

１．１　 有限条法

有限条法是一种分析薄壁构件屈曲行为的数值方法．在有限条法中，薄壁构件被划分成若干纵向条带，
这些条带的纵向边界称为节点线．每个节点线可以通过一个局部坐标系 ｏｘｙｚ 来描述，其中 ｘ 是沿着节点线的

方向，ｙ和 ｚ是节点线的垂直方向，它们也可以通过一个全局坐标系Ｏｘｙｚ来描述．每个节点线有４个自由度：在
节点线端点的纵向 ｘ位移 ｕ，节点线端点的平面内 ｙ位移 ｖ，节点线中点的平面外 ｚ位移 ｗ，以及绕 ｘ轴的旋转

θ ．这些位移和旋转代表了条带之间的面内膜位移和由板面外弯曲引起的变形．构件的弹性和几何刚度矩阵

Ｋ 和 Ｇ 是通过组装每个条带的局部弹性和几何刚度矩阵得到的，这些矩阵用于构建稳定特征值问题：
　 　 （Ｋ － λＧ）·ｖ ＝ ０， （１）

其中 ｖ表示屈曲的特征向量，λ 表示屈曲的特征值．求解多个给定屈曲半波长 Ｌ 的特征值，从而得到弹性屈曲

荷载因子和对应半波长的曲线，曲线的最低点通常被认为是构件的临界屈曲点［６］ ．基于有限条法理论的软件

ＣＵＦＳＭ 可以实现对构件进行特征值屈曲分析，得到以屈曲半波长为自变量绘制的临界屈曲荷载因子的曲线

图，即为构件的特征曲线，见图 １（ａ）．

（ａ） 有线条法 （ｂ） 约束有线条法

（ａ） ＦＳＭ （ｂ） ｃＦＳＭ
图 １　 特征曲线

Ｆｉｇ． １　 Ｓｉｇｎａｔｕｒｅ ｃｕｒｖｅ

注　 为了解释图中的颜色，读者可以参考本文的电子网页版本，后同．

１．２　 约束有限条法

通常特征曲线有两个最低点，分别代表局部屈曲和畸变屈曲的弹性临界荷载因子和对应的半波长，由于

构件截面的多样性，有的构件畸变特征不明显，特征曲线只有一个最低点，因此需要利用约束有限条法进行

分析．约束有限条法最初是从半解析有限条法中推导出来的，基于力学准则［７，２８］，将有限条一般位移场划分
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为 ４ 个基本变形类，整体屈曲（Ｇ）、畸变屈曲（Ｄ）、局部屈曲（Ｌ）、剪切和轴向伸缩（ＳＴ ／ Ｏ）．约束有限条法可

以实现模态分解的功能，可以将一般位移场限制为仅发生期望的屈曲，如图 １（ｂ）．其中，黄色虚线代表分解

的畸变屈曲的特征曲线，橙色虚线代表分解得到的局部屈曲的特征曲线．由上述所得到的弹性屈曲临界荷载

因子结合截面面积 Ａ 和屈服强度 ｆｙ，可以得到局部和畸变弹性屈曲临界载荷 Ｐｃｒ：
　 　 Ｐｃｒ ＝ λ × ｆｙ × Ａ ． （２）

１．３　 数据集

根据冷弯技术指南钢框架产品（ＳＦＩＡ）中对于冷弯型钢 Ｃ 型构件的标准截面库，在截面尺寸限值内随机

生成截面尺寸（表 １），生成 ２６０ ０００ 个独特的 Ｃ 型钢构件截面数据集．这些数据涵盖了截面卷边 Ｄ、 翼缘 Ｂ、
腹板 Ｈ和厚度尺寸 ｔ，由于冷弯型构件截面厚度较小，所有的有限条模型均采用中心线尺寸，即 ｔ ／ ２ 位置的尺

寸（图 ２），记为腹板 Ｈｃ、翼缘 Ｂｃ、卷边 Ｄｃ、厚度 ｔ ．
表 １　 冷弯型 Ｃ 型截面尺寸范围（单位： ｍｍ）

Ｔａｂｌｅ １　 Ｒａｎｇｅｓ ｏｆ ｓｅｃｔｉｏｎａｌ ｄｉｍｅｎｓｉｏｎｓ ｏｆ ｃｏｌｄ⁃ｆｏｒｍｅｄ ｌｉｐｐｅｄ ｃｈａｎｎｅｌ ｓｔｅｅｌｓ （ｕｎｉｔ： ｍｍ）

ｃｏｍｐｏｎｅｎｔ ｍｉｎ ｍａｘ
Ｈｃ ４１．１５ ４０６．４０
Ｂｃ ３１．７５ ８８．９０
Ｄｃ ４．７８ ２５．４０

ｔ ０．４８ ３．１５

图 ２　 冷弯型钢 Ｃ 型构件截面尺寸示意图

Ｆｉｇ． ２　 Ｓｃｈｅｍａｔｉｃ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ｓｅｃｔｉｏｎａｌ ｄｉｍｅｎｓｉｏｎｓ ｏｆ ｃｏｌｄ⁃ｆｏｒｍｅｄ
ｌｉｐｐｅｄ Ｃ⁃ｔｙｐｅ ｃｈａｎｎｅｌ ｓｔｅｅｌ ｃｏｌｕｍｎｓ

　 　 对于截面尺寸的参数进行统计分析如图 ３ 所示，将 ４
个截面变量制成直方图，并且叠加了核密度估计（ＫＤＥ）．
直方图通过颜色编码直观地表示频率分布，红色轮廓线的

核密度估计提供了一个平滑的曲线，以突出中心趋势和分

布的扩散．可见，所有变量的频率分布都呈现出平滑且均匀

的形态，核密度曲线描绘了数据分布的中心趋势和变异．可
以看到，２６０ ０００ 个随机生成的截面参数样本在整个尺寸

空间中均匀分布，对于确保全面分析冷弯型钢构件屈曲的

各种可能性至关重要．
构件的边界条件均设置为两端铰接，由 ＣＵＦＳＭ 对所

有有限条法模型进行弹性屈曲分析，以确定弹性局部屈曲

（ＰｃｒＬ） 和弹性畸变屈曲 （ＰｃｒＤ） 的临界荷载及其相应的半

波长 （λ ｃｒＬ 和 λ ｃｒＤ） ．此外，我们还计算了无量纲参数，如腹

板的板件宽厚比 Ｈｃ ／ ｔ、 翼缘的板件宽厚比 Ｂｃ ／ ｔ、 卷边的板

件宽厚比 Ｄｃ ／ ｔ、 截面长宽比 Ｈｃ ／ Ｂｃ 和翼缘卷边比 Ｂｃ ／ Ｄｃ，以进一步了解冷弯型钢截面与 ＰｃｒＬ，ＰｃｒＤ，λ ｃｒＬ 和 λ ｃｒＤ

有关的几何特性．

图 ３　 截面尺寸直方图

Ｆｉｇ． ３　 Ｈｉｓｔｏｇｒａｍｓ ｏｆ ｓｅｃｔｉｏｎａｌ ｄｉｍｅｎｓｉｏｎｓ
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２　 反向传播神经网络

本节介绍了神经网络的基本知识，阐述了反向传播神经网络的反向传播算法的基本逻辑，以及 ６ 种优化

算法，并进行网络训练，以便对这 ６ 种神经网络算法的预测能力进行评估．
２．１　 神经网络基础

人工神经网络是机器学习中的一种特殊类型，它是一种前馈多层网络．人工神经网络的主要优势是其训

练过程不需要一个预先定义的算法来将输入转化为输出，而是通过一系列代表性的例子进行．人工神经网络

的架构受到人脑生物结构的启发［２９⁃３０］，由多个相互连接的节点（常称为神经元）组成．这些节点分布在输入

层、隐藏层和输出层，每个神经元与下一层中的所有神经元通过权重连接相连．如图 ４ 所示，人工神经网络通

常由 ３ 种类型的层组成．网络的第一层称为输入层，获取初始输入数据集，输入数据的维度决定了神经网络

中输入层的大小．中间层被称为隐藏层，位于网络的输入和输出层之间，隐藏层提高了网络掌握数据中存在

的复杂模式和相互关系的能力．网络的最后一层称为输出层，生成网络的输出．
示意图（图 ４）展示了一个多层感知器神经网络架构，详细描述了从输入到输出的流程．在人工神经网络

的计算过程中，在输入层，输入值为归一化后的值，它们通过权重和偏置连接到隐藏层，然后通过激活函数传

递到下一层，同时加上一个偏置值．这一过程持续进行，直到最后一个隐藏层，最终到达输出层．需要注意的

是，节点之间的连接不形成闭环，信息在网络中是单向流动的，这就是前向传播算法．具体传播过程如下：

　 　 ａｌ
ｊ ＝ ｆ (∑

ｋ
ｗ ｌ

ｉｋａｌ －１
ｋ ＋ ｂｌ

ｉ )， （３）

其中， ａｌ
ｊ 的值被称为激活值； ｆ 是激活函数，它决定了一个神经元在接受输入后产生的输出值，通常涉及到非

线性变换； ｗ ｌ
ｉｋ 参数表示第 ｌ － １ 层的第 ｋ 个神经元到第 ｌ 层的第 ｉ 个神经元的权重； ｂｌ

ｊ 表示第 ｌ 层的第 ｊ 个神

经元的偏置．

图 ４　 神经网络架构图

Ｆｉｇ． ４　 Ｔｈｅ ｎｅｕｒａｌ ｎｅｔｗｏｒｋ ａｒｃｈｉｔｅｃｔｕｒｅ

２．２　 反向传播

预测模型采用的是反向传播神经网络，通过反向传播算法来训练网络．当输入值被归一化时，输出值也

将被归一化，并且需要反归一化，以获得可与目标值进行比较的预测值．预测冷弯型钢构件的弹性屈曲临界

荷载本质上是一个回归问题，根据输入变量，如构件的截面特性，预测连续的输出值，即临界荷载．在这种场
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景中损失函数选择 ＭＳＥ，作为神经网络评估标准和训练过程中的收敛准则，能够量化模型预测值与实际目

标值之间的差异，衡量模型的整体预测准确性［３１⁃３２］ ．为了更好地判断神经网络的性能，引入平均绝对百分比

误差（ｍｅａｎ ａｂｓｏｌｕｔｅ ｐｅｒｃｅｎｔａｇｅ ｅｒｒｏｒ， ＭＡＰＥ）和决定系数（Ｒ⁃ｓｑｕａｒｅｄ， Ｒ２） 作为评估标准［２０］ ．它们的表达式分

别如下：

　 　 δＭＳＥ ＝ １
Ｎ∑

Ｎ

ｉ ＝ １
（ｙｉ － ｙｉ） ２， （４）

　 　 δＭＡＰＥ ＝ １
Ｎ∑

Ｎ

ｉ ＝ １

ｙｉ － ｙｉ

ｙｉ

× １００％， （５）

　 　 Ｒ２ ＝ １ －
∑
Ｎ

ｉ ＝ １
（ｙｉ － ｙｉ） ２

∑
Ｎ

ｉ ＝ １
（ｙｉ － ｙ－） ２

， （６）

其中， Ｎ 是训练样本的总数， ｙｉ 是第 ｉ 个训练样本的实际值， ｙｉ 是神经网络对第 ｉ 个训练样本的预测值， ｙ－ 是
所有训练样本实际值的平均值．

在训练神经网络时，其目标是找到一组参数（如权重和偏置），使得 ＭＳＥ 最小化，解决这个非线性最小

二乘问题是最为关键的．权重和偏置最初在训练过程开始时通常是假定的，接着通过调整神经网络的权重和

偏置值，使误差最小化．这可以通过将误差从输出层传递到人工神经网络的输入层来实现［３３］，根据误差对每

个权重的影响程度（梯度）被反向传播回网络，在传播过程中对权重和偏置进行调整，权重的更新是为了减

少预测结果与实际值之间的误差，这通常通过 ＧＤ 或其他优化算法来实现，这个过程被称为多层前馈神经网

络的反向传播．此外，不同层之间的最终权重和偏置值可以用来量化输入参数对输出参数的影响．
２．３　 优化算法

在反向传播神经网络中，误差反向传播的算法也被称为优化算法，优化算法的选取决定模型的准确性和

收敛速度，因此基于预测构件的弹性屈曲荷载和半波长，通过以下 ６ 种流行的优化算法构建神经网络模型，
对其预测的能力进行评估，分别为 ＧＤ、ＧＤＭ、ＧＤＸ、ＢＦＧＳ、Ｌ⁃Ｍ 和 ＳＣＧ，对比这 ６ 种优化算法的效率和性能差

异，以选取最佳算法进行更深入的调整．
ＧＤ［３４］是最基本的优化算法，用于按照损失函数（误差）的负梯度方向更新参数，以减少损失．在每次迭

代中，参数都会按照梯度和学习率的乘积进行更新：
　 　 θｎｅｗ ＝ θｏｌｄ － α·ÑθＬ（θｏｌｄ）， （７）

其中， θ 是参数，α 是学习率，Ｌ 是损失函数（误差），ÑθＬ 是损失函数相对于参数的梯度．
ＧＤＭ 算法［３４］在传统的 ＧＤ 基础上增加了“动量”．这种方法考虑了前一步的更新，允许参数在梯度的方

向上积累速度，从而加速学习过程，有助于超越局部最小值和平缓区域．
　 　 ｖｔ ＝ βｖｔ －１ ＋ α·ÑθＬ（θ）， θｎｅｗ ＝ θｏｌｄ － ｖｔ， （８）

其中， ｖｔ 是当前步的速度， β 是动量系数，通常设为接近 １ 的值．
ＧＤＸ 算法［３５］会自动调整学习率，通常是基于性能的改进或恶化来增加或减少学习率．这有助于在学习

过程中更加灵活地进行参数更新，避免学习率固定带来的问题．
ＢＦＧＳ［３６］用于非线性优化问题，ＢＦＧＳ 使用损失函数的梯度来构建损失函数的 Ｈｅｓｓｅ 矩阵的近似，用于

参数更新．这个方法通常比简单的 ＧＤ 更快收敛，尤其在目标函数比较复杂时．
　 　 θｎｅｗ ＝ θｏｌｄ － α ｔ·Ｈ －１·ÑθＬ（θｏｌｄ）， （９）

其中， Ｈ 是 Ｈｅｓｓｅ 矩阵的近似， α ｔ 是在迭代步骤 ｔ 的学习率．
Ｌ⁃Ｍ 算法［３４，３７］是一种结合了 ＧＤ 和 Ｇａｕｓｓ⁃Ｎｅｗｔｏｎ 优化方法的算法，尤其适用于非线性最小化问题．当误

差减少时，它更接近于 Ｇａｕｓｓ⁃Ｎｅｗｔｏｎ 法；当误差增加时，它向 ＧＤ 法过渡．这使得 Ｌ⁃Ｍ 算法在神经网络训练中

比纯粹的 ＧＤ 法更快收敛．
　 　 θｎｅｗ ＝ θｏｌｄ － ［ＪＴＪ ＋ λ·Ｉ］ －１ＪＴｒ， （１０）

其中， Ｊ 是损失函数的 Ｊａｃｏｂｉ 矩阵， ｒ 是残差向量， λ 是调整步长的参数．
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ＳＣＧ［３８］是一种有效的二阶优化算法，不需要显式地计算二阶导数（Ｈｅｓｓｅ 矩阵）．它通过使用共轭方向而

不是梯度方向来更新参数，可以加速收敛速度，尤其适用于大规模问题．

３　 网 络 训 练

数据准备是开发人工神经网络体系结构的第一步，在第 ２ 节中已经详细阐述了数据集的来源和计算过

程．下一步是设计人工神经网络的体系架构，推导出适应于本文预测目标的人工神经网络模型，需要引入一

些参数，分别是输入参数、隐藏层内神经元的数量、激活函数和输出参数．
人工神经网络的数据集总数为 ２６０ ０００ 个，其中训练集和验证集百分比之和为 ８０％，测试集的比例为

２０％，基础的网络架构采用由 ３ 层组成的 ９⁃１５⁃４ 配置．第一层的输入参数有 ９ 个，代表了 Ｃ 型钢构件截面的

几何特性，包括腹板 Ｈｃ、翼缘 Ｂｃ、截面卷边 Ｄｃ、厚度 ｔ ．同时，考虑了板件宽厚比等对弹性屈曲临界值的影响，
将腹板的板件宽厚比 Ｈｃ ／ ｔ， 翼缘的板件宽厚比 Ｂｃ ／ ｔ， 卷边的板件宽厚比 Ｄｃ ／ ｔ， 截面长宽比 Ｈｃ ／ Ｂｃ，翼缘卷边

比 Ｂｃ ／ Ｄｃ 也作为神经网络的输入参数．为了中和数据点之间的差异，需要对数据集进行归一化处理，首先将

数据集在－１～１ 的范围内归一化，然后作为输入提供给神经网络的输入神经元．归一化公式如下：

　 　 ｘ′ ＝ ２（ｘ － ｍｉｎ（ｘ））
ｍａｘ（ｘ） － ｍｉｎ（ｘ）

－ １， （１１）

其中， ｘ 为原始值， ｘ′ 为归一化值， ｍｉｎ（ｘ） 和 ｍａｘ（ｘ） 分别为数据中的最小值和最大值．
第二层隐藏层神经元的数量设置为 １５ 个，输出层参数为 ４ 个，分别为局部屈曲弹性临界载荷 ＰｃｒＬ， 对应

半波长 λ ｃｒＬ， 以及畸变屈曲弹性临界载荷 ＰｃｒＤ， 对应半波长 λ ｃｒＤ ．选择的网络架构如图 ５ 所示．使用 ＭＡＴＬＡＢ
Ｒ２０２２ｂ 的统计与机器学习工具箱［３９］进行神经网络模型训练．

图 ５　 神经网络（输入层、隐藏层、输出层）
Ｆｉｇ． ５　 Ｔｈｅ ｎｅｕｒａｌ ｎｅｔｗｏｒｋ （ｉｎｐｕｔ ｌａｙｅｒ， ｈｉｄｄｅｎ ｌａｙｅｒ， ｏｕｔｐｕｔ ｌａｙｅｒ）
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输入层至隐藏层的激活函数采用双曲正切 ｔａｎｓｉｇ 激活函数（式（１２）），此函数的数学特性使得其输出能

够被有效地限制在－１ ～ １ 的范围内，这有助于网络在训练过程中保持数值稳定，而隐藏层至输出层使用

ｐｕｒｅｌｉｎ 线性激活函数（式（１３）），使网络直接输出预测值，而不对其进行任何非线性变换：

　 　 ｔａｎ ｓｉｇ（ｘ） ＝ ２
１ ＋ ｅ －２ｘ

－ １， （１２）

其中， ｘ 是输入值，ｅ 是自然常数．
　 　 ｙ ＝ ｘ， （１３）

其中， ｙ 是激活函数的输出， ｘ 是激活函数的输入．
采用反向传播算法对人工神经网络进行训练，在训练过程中，向网络提供一组训练样本，并使用 ＧＤ 或

其他优化算法迭代调整权重和偏差．训练过程旨在最小化实际数据集与人工神经网络预测结果之间的误差，
提高网络做出准确预测的能力．在计算过程中，归一化后的输入向量生成一组相应的输出值，随后，给定输出

和预测输出之间的误差，通过网络向后传播．在整个过程中，ＭＳＥ 被减小，最终经过训练后的人工神经网络的

预测输出值接近目标输出值．

４　 训练算法的性能

不同的优化算法基于各自独特的原理，应用于不同问题时，它们的性能可能会有显著差异．某一算法在

特定问题上可能展现出超越其他算法的预测准确性，而在另一问题上则可能性能不佳．因此，在特定问题上

寻找最合适的算法及其最优超参数组合是至关重要的．这一过程不仅涉及算法选择，还包括精细调整超参

数，以确保所选算法在特定应用场景下能够发挥最佳效能．针对这 ６ 种训练算法研究其性能和效率，采用一

致的网络架构（９⁃１５⁃４）和激活函数（ｔａｎｈ 函数），学习率设置为 ０．０１，网络的初始权重和偏置由 Ｇａｕｓｓ 分布随

机生成，分别使用 ＧＤ、ＧＤＸ、ＧＤＭ、Ｌ⁃Ｍ、ＳＣＧ 和 ＢＦＧ 优化算法训练网络．同时，为了减小过拟合控制泛化误

差，采用早停法，即当验证集误差连续 ６ 次增大时停止训练．对网络持续训练，直到达到最大 ５００ 次 ｅｐｏｃｈ，使
用全部样本完成一次正向传播和反向传播称为一次 ｅｐｏｃｈ ．每种训练算法重复训练 ２０ 次，分别统计运行时

长和 ＭＳＥ ．根据模型训练结果选取准确性最高的优化算法，进行精细化调整，利用随机网络搜索最终确定超

参数．
４．１　 训练结果

在表 ２ 中列出了 ６ 种算法（ＧＤＸ、ＧＤＭ、ＧＤ、ＳＣＧ、ＢＦＧ 和 Ｌ⁃Ｍ）的运行时长，并进行比较，时长越小，表明

在对应的性能指标上算法的效率越高．Ｌ⁃Ｍ 在所有列出的性能指标上显示了最高的数值，这可能意味着它在

计算效率方面效果欠佳．ＳＣＧ 和 ＢＦＧ 在表 ２ 中的性能数值相比 Ｌ⁃Ｍ 更低，这表明它们可能在计算效率的性

能指标上更优．值得注意的是，ＧＤＸ 虽然训练时长最短，但是在 ５００ 次 ｅｐｏｃｈ 内出现了过拟合现象，过拟合的

特点是模型能够对训练中使用的样本做出良好的预测，而对模型之前未见过的新数据样本做出较差的预测．
表 ３ 为计算 ６ 组算法的验证集误差，使用平均 ＭＳＥ 作为预测准确性的度量标准，数值越小意味着预测

误差越小．在这两个表格中，Ｌ⁃Ｍ 算法在平均 ＭＳＥ、最小 ＭＳＥ 和最大 ＭＳＥ 上表现出相对较好的性能，这意味

着它在数据集上的预测稳定性是这些算法中最好的．在表 ３ 中，ＳＣＧ 和 ＢＦＧ 的 ＭＳＥ 表现介于 Ｌ⁃Ｍ 和其他方

法之间，显示出中等的预测稳定性．总的来说，Ｌ⁃Ｍ、ＳＣＧ、ＢＦＧ 的计算时长最长，验证集误差最小．
表 ２　 各训练算法运行时长

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｒｕｎｔｉｍｅ ｌｅｎｇｔｈｓ ｏｆ ｖａｒｉｏｕｓ ｔｒａｉｎｉｎｇ ａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ

ｔｒａｉｎｉｎｇ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ ａｖｅｒａｇｅ ｔｉｍｅ ／ ｓ ｒａｔｉｏ ｍｉｎ ｔｉｍｅ ／ ｓ ｍａｘ ｔｉｍｅ ／ ｓ

ＧＤＸ １．２９ １．００ １．１６ １．４１

ＧＤＭ ３．９３ ３．０５ ０．３２ ４．１８

ＧＤ ４．１３ ３．２１ ４．１０ ４．１９

ＳＣＧ ９．３６ ７．２７ ７．８１ ３７．７５

ＢＦＧ ２４．８０ １９．２６ １６．９３ １６７．６８

Ｌ⁃Ｍ １３２．１０ １０２．６２ １１０．５４ １３５．８４

６３１ 应　 用　 数　 学　 和　 力　 学　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ２０２５ 年　 第 ４６ 卷



表 ３　 各训练算法验证集误差

Ｔａｂｌｅ ３　 Ｖａｌｉｄａｔｉｏｎ ｓｅｔ ｅｒｒｏｒｓ ｆｏｒ ｖａｒｉｏｕｓ ｔｒａｉｎｉｎｇ ａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ

ｔｒａｉｎｉｎｇ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ ａｖｅｒａｇｅ ＭＳＥ ｒａｔｉｏ ｍｉｎ ＭＳＥ ｍａｘ ＭＳＥ
Ｌ⁃Ｍ ２．０１Ｅ４ １．００ １．６７Ｅ４ ２．５６Ｅ４
ＢＦＧ ４．４８Ｅ４ ２．１６ ３．８９Ｅ４ ５．７４Ｅ４
ＳＣＧ ５．６９Ｅ４ ２．７４ ４．９５Ｅ４ ６．７４Ｅ４
ＧＤＸ ８．７３Ｅ３ ４２．１０ ６．２０Ｅ３ １．３０Ｅ２
ＧＤ ８．６７Ｅ２ ４１７．８５ ６．９２Ｅ２ １．１６Ｅ１
ＧＤＭ ８．９９Ｅ２ ４３３．５２ ５．０９Ｅ２ ２．０２Ｅ１

　 　 根据表 ２、３ 选择 Ｌ⁃Ｍ、ＳＣＧ 和 ＢＦＧ ３ 种训练算法，将 ＳＣＧ、ＢＦＧ 和 Ｌ⁃Ｍ 最大 ｅｐｏｃｈ 改为 ５ ０００，其他网络

参数保持不变，重新训练 ２０ 次．在进行算法效率比较时（表 ４），可以得到 Ｌ⁃Ｍ 算法在训练时需要的平均时间

远多于 ＢＦＧ 和 ＳＣＧ ．虽然这增加了训练成本，但从表 ５ 中可以得知，这种投入与 Ｌ⁃Ｍ 在验证集上展现出的高

精度是一致的，平均 ＭＳＥ 最低，仅为其他两种算法的 ０．５７ 倍．
值得注意的是，即使将 ＳＣＧ 和 ＢＦＧ 的最大 ｅｐｏｃｈ 设为 ５ ０００，由于早停法的设置，这两种训练算法都不

能跑满整个 ｅｐｏｃｈ，说明 ＳＣＧ、ＢＦＧ 都出现了过拟合的现象．Ｌ⁃Ｍ 算法能够运行到设定的最大 ｅｐｏｃｈ（见表 ６），
没有出现显著的过拟合现象，能够实现更优的性能，这说明在长时间的训练中，Ｌ⁃Ｍ 算法能够进一步优化其

预测准确度．因此最终选取最优训练算法 Ｌ⁃Ｍ，对神经网络进行精细化调整．
表 ４　 ＢＦＧ 和 ＳＣＧ 训练算法时长对比

Ｔａｂｌｅ ４　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｔｒａｉｎｉｎｇ ｄｕｒａｔｉｏｎｓ ｂｅｔｗｅｅｎ ＢＦＧ ａｎｄ ＳＣＧ ａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ

ｔｒａｉｎｉｎｇ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ ａｖｅｒａｇｅ ｔｉｍｅ ／ ｓ ｒａｔｉｏ ｍｉｎ ｔｉｍｅ ／ ｓ ｍａｘ ｔｉｍｅ ／ ｓ
ＢＦＧ ４０．２３ １．００ ２２．４６ ６４．９０
ＳＣＧ ４５．２７ １．１３ １９．４０ ２０８．０６
Ｌ⁃Ｍ ３６３．３５ ９．０３ １０７．７６ １ ３５９．２６２

表 ５　 ＢＦＧ 和 ＳＣＧ 验证集 ＭＳＥ 对比

Ｔａｂｌｅ ５　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｖａｌｉｄａｔｉｏｎ ｓｅｔ ＭＳＥ ｂｅｔｗｅｅｎ ＢＦＧ ａｎｄ ＳＣＧ ａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ

ｔｒａｉｎｉｎｇ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ ａｖｅｒａｇｅ ＭＳＥ ｒａｔｉｏ ｍｉｎ ＭＳＥ ｍａｘ ＭＳＥ
ＢＦＧ ３．４０Ｅ４ １．００ ２．４０Ｅ４ ８．６Ｅ４
ＳＣＧ ３．４０Ｅ４ １．００ ２．７０Ｅ４ ４．５Ｅ４
Ｌ⁃Ｍ １．９５Ｅ４ ０．５７ １．６８Ｅ４ ２．３３Ｅ４

表 ６　 ＢＦＧ 和 ＳＣＧ ｅｐｏｃｈ 对比

Ｔａｂｌｅ ６　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｅｐｏｃｈｓ ｂｅｔｗｅｅｎ ＢＦＧ ａｎｄ ＳＣＧ ａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ

ｔｒａｉｎｉｎｇ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ ａｖｅｒａｇｅ ｅｐｏｃｈ ｒａｔｉｏ ｍｉｎ ｅｐｏｃｈ ｍａｘ ｅｐｏｃｈ
ＢＦＧ １ １９１．９０ １．００ ６５７ １ ９５７
ＳＣＧ ２ ３５８．５５ １．９８ １ ２４７ ４ １８５
Ｌ⁃Ｍ １ ３４４．７５ １．１３ ３９４ ５ ０００

４．２　 Ｌ⁃Ｍ 算法

在神经网络训练中，随机网格搜索是一种超参数优化方法，旨在通过随机采样超参数空间来找到最佳的

模型超参数配置．超参数是在学习过程开始之前设置的参数，不同于模型训练过程中学习的参数（例如，权重

和偏置）．超参数直接控制着模型的行为和性能（例如，学习率、隐藏层的数量、每层的神经元数等）．相对于穷

尽性的网格搜索，当搜索空间庞大时，此过程提供了一个切实可行的替代方案．通过随机采样空间，它为给定

模型提供了一种成本效益高的方式来逼近最优超参数．
在上述方法中，定义了神经网络的超参数空间，隐藏层的神经元数量从 ２ 到 １２８，以 ２ 为增量变化，学习

率设定为 ０．０００ １，０．００１，０．０１ 和 ０．１．采用随机网格搜索来选择神经元数量和学习率的组合，确保至少覆盖总

超参数空间的 ２５％．为了防止过拟合，如果验证集上的 ＭＳＥ 连续 ６ 次迭代增加，则停止训练．一个 ｅｐｏｃｈ 包括

所有样本通过网络的完整前向和后向传播，最大 ｅｐｏｃｈ 数设为 １ ０００．激活函数在隐藏层使用 ｔａｎｈ 函数，而隐

藏至输出层使用 ｐｕｒｅｌｉｎ 函数．最优超参数是那些使验证集性能达到最佳的参数，这些参数被指定为模型的

最优超参数．
图 ６ 给出了通过随机网格搜索得出的不同超参数组合对神经网络训练效果的影响，具体表现在运行时
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间和 ＭＳＥ 两个性能指标上．可以看出，随着神经网络中神经元数量的增加，模型的 ＭＳＥ 呈现出逐渐下降的趋

势，表明了预测准确性的提高．与此同时，模型的计算时间亦随之增长，这反映了提升模型性能所需的额外计

算代价．经过多次迭代的训练和验证后，最小的 ＭＳＥ 为 ８．５６×１０－５，对应的最优超参数是学习率为 ０．００１，隐藏

层神经元个数为 １２４，训练时长为 ２１ ５７２．６ ｓ ．这组超参数在验证集上展现出了最佳的性能，因此被认为是模

型的最优超参数．
考虑到随机初始权重和偏置在神经网络训练中所带来的局限性，通常的做法是使用最优超参数设置多

次训练网络．这种做法有助于减少因随机初始条件而引起的性能波动，从而提供更为可靠的网络性能评估．
通过使用相同的最优超参数重复训练过程，可以选择表现最佳的模型结果，这提高了神经网络模型的预测稳

定性和泛化能力．

图 ６　 ＭＳＥ 和计算时长随神经元个数的变化

Ｆｉｇ． ６　 ＭＳＥ ａｎｄ ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎ ｔｉｍｅ ｃｈａｎｇｅｓ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｎｕｍｂｅｒ ｏｆ ｎｅｕｒｏｎｓ

４．３　 网络评估

图 ７ 将反向传播神经网络的预测结果与使用 ＣＵＦＳＭ 方法计算出的不同屈曲载荷的数值联系起来，通过

线性回归分析绘制拟合线（ｆｉｔ ｌｉｎｅ）．图 ７（ａ）和 ７（ｂ）分别显示了临界局部 （ＰｃｒＬ） 和扭曲 （ＰｃｒＤ） 屈曲载荷的

关系，而图 ７（ｃ）和 ７（ｄ）则对应于局部 （λ ｃｒＬ） 和扭曲（λ ｃｒＤ） 屈曲的半波长．图中包括回归拟合线（ｆｉｔ ｌｉｎｅ）、完
美预测线（１ ∶ １ 线），并显示回归方程、决定系数 （Ｒ２）、相关系数（Ｒ） 和 ＭＡＰＥ ．颜色梯度表示拟合线周围数

据点的密度，密度越高的区域表示数据点越集中．可以看出，拟合线与 １ ∶ １ 线几乎重合，这意味着每一个预

测值都与相应的实际值完全匹配，接近 １ 的 Ｒ 值和 Ｒ２ 值以及较低的 ＭＳＥ 百分比表明，反向传播神经网络模

型具有出色的预测性能和高度的准确性．观察结果表明，以 ＭＡＰＥ 衡量的模型预测性能在估计 ＰｃｒＬ 和 ＰｃｒＤ 时

显示出较大的差异，与半波长参数 λ ｃｒＬ 和 λ ｃｒＤ 相比，ＭＡＰＥ 值分别为 ５．３４３ ６％和 １．５５３ ３％．这可能表明，在预

测 ＰｃｒＬ 和 ＰｃｒＤ 现象方面，模型的敏感性或复杂性存在差异．
４．４　 ＧＰＵ 加速训练神经网络

Ｌ⁃Ｍ 算法的核心为迭代式的非线性最小化过程，其顺序性质和对前一迭代结果的依赖显著，限制了并行

化潜力．该算法在每次迭代中需计算 Ｊａｃｏｂｉ 矩阵、Ｈｅｓｓｅ 矩阵的近似及其逆矩阵，这些稀疏矩阵的处理在 ＧＰＵ
上并非最优化，特别是考虑到其尺寸和稀疏性的变化性．此外，算法中的动态参数调整和复杂条件判断进一

步加剧了其并行化的困难，使得 Ｌ⁃Ｍ 算法无法充分利用 ＧＰＵ 的并行处理优势． Ｌ⁃Ｍ 算法结合了 ＧＤ 法和

Ｇａｕｓｓ⁃Ｎｅｗｔｏｎ 法的优点，在接近解时表现出高度的敏感性和精确度，这使得它在某些特定问题上比基于梯度

的方法更准确．Ｌ⁃Ｍ 算法通常能提供更好的性能，因为它能更精确地调整参数以适应数据．相比之下，一些可

通过 ＧＰＵ 加速的算法（如 ＳＣＧ），尽管在处理大规模数据集时效率更高，但这并不总是意味着预测结果更准确．
图 ８ 为两种不同优化算法在预测准确性方面的性能对比，即支持 ＧＰＵ 加速的 ＳＣＧ 算法和不支持 ＧＰＵ

加速的 Ｌ⁃Ｍ 算法．预测准确性通过 ＭＡＰＥ 来衡量，较低的 ＭＡＰＥ 值表明更高的预测精度．从图中可以看出，在
预测 ＰｃｒＬ，ＰｃｒＤ，λ ｃｒＬ 和 λ ｃｒＤ ４ 个参数时，Ｌ⁃Ｍ 算法的 ＭＡＰＥ 值均低于 ＳＣＧ 算法，这表明在预测冷弯型钢构件的
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弹性屈曲临界荷载和半波长中，不支持 ＧＰＵ 加速的 Ｌ⁃Ｍ 算法提供了更准确的预测结果，尤其在 ＰｃｒＬ 的预测

中，Ｌ⁃Ｍ 算法的优势更为显著．

图 ７　 神经网络模型预测结果与 ＣＵＦＳＭ 计算结果对比

Ｆｉｇ． ７　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｂｅｔｗｅｅｎ ｎｅｕｒａｌ ｎｅｔｗｏｒｋ ｍｏｄｅｌ ｐｒｅｄｉｃｔｉｏｎｓ ａｎｄ ＣＵＦＳＭ ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ ｒｅｓｕｌｔｓ

图 ８　 ＧＰＵ 加速的 ＳＣＧ 算法与无 ＧＰＵ 加速的 Ｌ⁃Ｍ 算法预测值的 ＭＡＰＥ 对比

Ｆｉｇ． ８　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ＭＡＰＥ ｖａｌｕｅｓ ｂｅｔｗｅｅｎ ｔｈｅ ＧＰＵ⁃ａｃｃｅｌｅｒａｔｅｄ ＳＣＧ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ ａｎｄ ｔｈｅ ｎｏｎ⁃ＧＰＵ⁃ａｃｃｅｌｅｒａｔｅｄ Ｌ⁃Ｍ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ

在训练效率方面，Ｌ⁃Ｍ 算法完成网络模型训练需要 ２１ ５７２．６０ ｓ，而 ＳＣＧ 算法需要 ５ ２７２．４４ ｓ ．虽然 ＧＰＵ
加速算法在处理大规模数据集和实现快速运算方面有明显优势，但 Ｌ⁃Ｍ 算法在预测冷弯型钢构件的弹性屈
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曲临界荷载和半波长中表现出色，可以提供更高的准确度．

５　 结　 　 论

本文构建了一个包含 ２６０ ０００ 个样本的冷弯型钢 Ｃ 型截面弹性屈曲临界值数据集，并建立了一个多输

出反向传播神经网络模型用于预测弹性屈曲临界值．考虑到这一预测任务属于非线性最小二乘回归问题，搭
建了 ２３５ 组反向传播神经网络模型，深入探究了 ＧＤ、ＧＤＸ、ＧＤＭ、ＢＦＧ、ＳＣＧ 和 Ｌ⁃Ｍ 等不同训练算法对模型性

能的影响．综合考量后发现，Ｌ⁃Ｍ 算法在非线性最小二乘回归问题上展现出较高的准确性．然而，由于 Ｌ⁃Ｍ 算

法在迭代过程中依赖 Ｊａｃｏｂｉ 矩阵及其逆矩阵，因此无法利用 ＧＰＵ 加速．相比之下，其他算法尽管能够实现

ＧＰＵ 加速，但在准确度方面不及 Ｌ⁃Ｍ 算法．未来，我们将继续研究将继续探索既能利用 ＧＰＵ 加速又能保持高

准确度的训练算法．
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