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摘要：　 提出了一种基于模态空间时域精细积分的动力学参数辨识方法．首先，基于时域测量信号和理论预测模型

构造辨识方程，在模态空间内，由时域精细积分方法构造了理论预测模型；其次，通过矩阵、向量的 Ｋｒｏｎｅｃｋｅｒ 积运

算法则推导了辨识模态的无约束向量的二次型函数，解析地给出了辨识振型的数学表达；最后，通过对辨识优化问

题进行数学变换，仅需要辨识结构动力学特性的谱参数（频率和阻尼比），极大地降低了辨识参数的维度．数值算例

中，进行了三自由度弹簧质量系统和高速受电弓的动力学参数辨识，辨识得到的固有频率、阻尼比与理论值相比，
误差在 ８％以内；辨识振型与理论振型之间的夹角的余弦接近 １，验证了辨识结果的准确性．该文提出的方法能够有

效地实现辨识谱参数（频率、阻尼）和空间参数（振型）的分离，具有非常好的求解效率和应用前景．

关　 键　 词：　 动力学参数辨识；　 时域精细积分法；　 最小二乘法；　 自振特性；　 动力学优化
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０　 引　 　 言

结构的动力学参数（固有频率、阻尼比和振型）是振动控制和健康监测的重要物理特征量，通过跟踪动

力学参数随时间的演变不仅可以了解结构的真实运行状态和可靠性，还可以辨识结构的损伤部位，相关研究

具有实际工程意义，也是结构动力学发展的重要方向［１⁃４］ ．
结构动力学参数的辨识属于动力学反问题，其中实验模态分析是动力学参数辨识最重要的手段之一．在

实验过程中同时测量输入载荷和输出响应，通过获得的测试数据及辨识算法进行结构动力学参数识别，加载

则可通过力锤、激振器、振动台等设备实现，得到信噪比远超于环境响应的强迫振动响应，成为实验模态分析

最显著的优势．实验模态分析辨识算法分为频域方法和时域方法．频域方法的一般思路是通过拟合测量数据

和理论预测的频响函数（ＦＲＦ）来获得模态参数，包括加权最小二乘法［５］、有理分数多项式（ＲＦＰ） ［６］、多参考

最小二乘复频域（ＰｏｌｙＭＡＸ）法［７］等．在某些情况下，当频率分辨率较低且存在频谱泄露时，频域方法的辨识

结果精度不能令人满意［８］ ．在频域辨识方法发展的同时，学者们开展了动力学参数时域辨识方法研究，应用

比较广泛的有最小二乘复指数（ＬＳＣＥ）法［９］、多参考复指数（ＰＲＣＥ）法［１０］、Ｉｂｒａｈｉｍ 时域（ ＩＴＤ）法［１１］、特征系

统实现算（ＥＲＡ）法［１２］等．上述时域算法已被广泛应用于现代高端工业装备和结构的动力学参数辨识的实验

和现场测试中．例如，Ｘｕ 等［１３］对 ＤＳＡ３８０ 高速列车受电弓进行了力锤敲击实验，采用 ＰｏｌｙＭＡＸ 算法辨识了

在不同使用工况下装备的模态特性．Ｋａｓａｉ 等［１４］基于 ＥＲＡ 方法对工程试验卫星进行了在轨动力学参数辨识

实验，其中系统输入是由喷气式推进器产生的冲击激励．王亮等［１５］采用基于时域缩放选带技术的 ＥＲＡ 方法

对高速飞行器进行了地面模态试验，获得了飞行器前两阶模态的固有频率和阻尼比．
时域算法的数学模型大致可分为基于理论预测和实际测量数据之间的残差构造极小值优化问题，以及

通过脉冲响应数据集构造 Ｈａｎｋｅｌ 矩阵，并通过数学变换转化的标准特征问题．对于后者，由于测量噪声的存

在，虚假模态成为需要考虑的重要问题；此外，脉冲响应函数需要通过对频响函数进行逆 Ｆｏｕｒｉｅｒ 变换得到，
也会引入一定的额外误差．通过残差构造极值优化问题进行动力学参数辨识，能够直接应用测量加速度等时

域数据，不需要计算脉冲响应，有效避免了数据处理所带来的不确定，同时结合滤波算法能够进行特定自振

频率的辨识，具有显著的优势．由于实际测量时域信号均在物理空间描述，而结构动力学参数是在模态空间

描述，对于辨识模型的有效构造成为极值优化方法的首要问题；此外，动力学参数包括固有频率、阻尼比和振

型，如果将这些参数耦合在一起将极大地增加优化变量个数，也成为采用极值优化方法进行模态辨识的一个

难点．
针对上述问题，本文基于模态空间精细积分方法预测模态响应来构建理论模型，使用模态基底将构建的

理论模型转换到物理空间，充分利用了精细积分算法状态转移矩阵高精度计算的特点，能够获得准确的辨识

模型；借鉴快速 Ｂａｙｅｓｉａｎ ＦＦＴ 辨识思想，在时域内推导了具有无约束二次型函数形式的标准数学模型，通过

极值理论建立仅关于频率和阻尼的优化目标函数，并实现谱参数与空间参数的解耦，显著减小了优化参数的

维度，与未解耦辨识方法相比，不仅精度一致，且计算效率得到了有效提升．在数值算例中，利用本文方法对

三自由度弹簧质量系统和高速列车受电弓模型进行了动力学参数辨识，弹簧质量系统的谱参数最佳估计值
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相对于理论值的误差在 ３％以内，而且随着噪声水平增加，谱参数的最佳估计值变化非常微小；受电弓谱参

数的最佳估计结果的误差稍大，在 ８％以内（第一阶阻尼比除外）；弹簧质量系统和受电弓的振型的 ＣＭＡＣ （两
个振型向量之间夹角的余弦）均大于 ０．９９．

１　 结构动力学参数的时域辨识模型

定义待辨识系统的结构动力学参数 θ ＝ { ｆｉ，ζ ｉ，φｉ，γ ｉ：ｉ ＝ １，２，…，ｍ } ， 其中 ｆｉ 为固有频率， ζ ｉ 为阻尼比，
φｉ 是仅关于测量节点的振型， γ ｉ 为振型参与系数．将系统 ｎ 个测量节点实际测量的加速度数据记为 { ｙｋ ∈
Ｒｎ：ｋ ＝ １，２，…，Ｎｓ } ， 对应相同测量节点的理论响应记为 { ｙｋ（θ） ∈ Ｒｎ：ｋ ＝ １，２，…，Ｎｓ } ， 其中 Ｎｓ 是每个测

量通道的信号样本数．
假定不存在建模误差，仅考虑测量噪声的影响，测量响应与理论响应有如下关系：
　 　 ｙｋ ＝ ｙｋ（θ） ＋ 􀆠ｋ， （１）

其中， 􀆠ｋ 是测量值与理论值之间的误差向量．
通常情况下，不同测量通道的测量误差 􀆠ｋ 具有等方差和随机独立性，因此假设 􀆠ｋ 为零均值且各分量相

互独立的 Ｇａｕｓｓ 白噪声［１６］，即
　 　 􀆠ｋ ～ Ｎ（０，σ ２

􀆠 Ｉｎ） ． （２）
定义误差函数：

　 　 Ｊ（θ） ＝ ∑
Ｎｓ

ｋ ＝ １
􀆠Ｔ
ｋ􀆠ｋ ＝ ∑

Ｎｓ

ｋ ＝ １
［ｙｋ － ｙｋ（θ）］ Ｔ［ｙｋ － ｙｋ（θ）］， （３）

可以看到误差函数 Ｊ（θ） 以待辨识参数 θ 为自变量．这里，将其称为结构动力学参数的时域辨识模型．
在确定性的动力学参数辨识方法中，通过最小化系统测量响应与理论响应之间的总体误差来获得待识

别参数的最佳估计，即
　 　 θ ＝ ａｒｇ ｍｉｎ

θ
（Ｊ（θ））， （４）

当 􀆠ｋ 是具有零均值的平稳随机过程，且与实际测量数据无关时，最小二乘估计 θ 是无偏、有效和一致的．

２　 基于模态空间时域精细积分的结构动力学参数辨识

２．１　 结构动力学参数辨识的理论预测模型

应用模态坐标变换， 具有正交阻尼的线性时不变系统可以由如下的一系列解耦的单自由度二阶常微分

方程表示：
　 　 ｑｉ ＋ ２ζ ｉω ｉ ｑｉ ＋ ω ２

ｉ ｑｉ ＝ ｐｉ，　 　 ｉ ＝ １，２，…，ｍ， （５）
其中， ｑｉ，ｑｉ 和 ｑｉ 分别是系统第 ｉ 阶模态加速度、速度及位移； ω ｉ 和 ζ ｉ 分别是系统第 ｉ 阶固有圆频率和阻尼

比； ｐｉ 是第 ｉ 阶模态激励力，由下式给出

　 　 ｐｉ ＝ γ ｉＦ（ ｔ）， （６）
其中， Ｆ（ ｔ） 是物理空间内的系统输入， γ ｉ 为振型参与系数．

当系统输入分别为单点激励力或加速度激励时，振型参与系数 γ ｉ 可以表示为

　 　 γ ｉ ＝
ψＴ

ｉ Ｂｏ

ψＴ
ｉ Ｍψ ｉ

　 ｏｒ　 γ ｉ ＝ －
ψＴ

ｉ ＭＥ
ψＴ

ｉ Ｍψ ｉ

， （７）

其中， Ｂｏ ∈ Ｒｎｄ×１ 和 Ｍ∈ Ｒｎｄ×ｎｄ 分别是输入指示矩阵和质量矩阵， Ｅ∈ Ｒｎｄ 是元素均为 １ 的向量， ψ ｉ ∈ Ｒｎｄ×１

是包含系统所有自由度的第 ｉ 阶振型向量．
运动方程（５）中右端项同时与振型参与系数 γ ｉ 和输入 Ｆ（ ｔ） 有关，对此进行规范化，将方程两边除以 γ ｉ，

并采用自然频率代替圆频率，即将 ω ｉ ＝ ２π ｆｉ 代入运动方程（５）中，得到如下表达式：
　 　 ｑ ｉ ＋ ４πζ ｉ ｆｉ ｑ ｉ ＋ ４π ２ ｆ ２

ｉ ｑ ｉ ＝ Ｆ（ ｔ），　 　 ｉ ＝ １，２，…，ｍ， （８）
其中 ｑ ｉ ＝ ｑｉ ／ γ ｉ，ｑ ｉ ＝ ｑｉ ／ γ ｉ，ｑ ｉ ＝ ｑｉ ／ γ ｉ，分别为系统在模态空间内，在激励 Ｆ（ ｔ） 作用下的模态响应，可以看到该

方程与通常载荷作用下的单自由度方程形式上完全一致．从后文 ２．２ 小节可以看到，只要对一系列（模态）单
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自由度运动方程进行理论响应模型建模，就能方便嵌入结构动力学参数辨识算法中，这也是本文方法的一个

显著特色，即辨识谱参数（频率、阻尼）和辨识空间参数（振型）能够有效分离．
采用状态空间形式重新表述结构动力学方程（８），对此定义系统第 ｉ 阶模态的状态向量为

　 　 ｖｉ ＝
ｑ ｉ

ｑ ｉ
{ } ， （９）

则运动方程（８）可以转化为一阶常微分方程：

　 　
ｖｉ ＝ Ａｉｖｉ ＋ Ｒ（ ｔ），

Ａｉ ＝
０ １

－ ４π ２ ｆ ２
ｉ － ４πζ ｉ ｆｉ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
， Ｒ（ ｔ） ＝

０
Ｆ（ ｔ）

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ．

ì

î

í

ï
ï

ïï

（１０）

上述方程的求解可以采用时域精细积分法，其充分利用定常系统对时间的均匀性，基于 ２Ｎ 类算法，对结

构动力学时程积分进行数值计算，即使采用较大的积分步长，也不会发生由于“算法阻尼”导致的系统能量

不守恒（即数值不稳定），能够得到与精确解相比拟的数值结果，基于这些特色，本文在模态空间内由时域精

细积分方法构造理论预测模型．
在积分步 ｔ ∈ ［ ｔｋ，ｔｋ＋１］ 中，运动方程（１０）的通解由齐次方程通解 ｖｉ，ｈ（ ｔ） 与非齐次方程特解 ｖｉ，ｐ（ ｔ） 组

成，即
　 　 ｖｉ（ ｔ） ＝ ｖｉ，ｈ（ ｔ） ＋ ｖｉ，ｐ（ ｔ） ． （１１）
由线性常微分方程的理论可知，齐次方程的通解为

　 　 ｖｉ，ｈ（ ｔ） ＝ ｅＡｉ（ ｔ －ｔｋ） ｃ， （１２）
其中， ｃ 为积分常向量，由系统初始条件给出．

当 ｔ ＝ ｔｋ 时，将式（１２）代入式（１１）中，可求解出 ｃ ＝ ｖｉ（ ｔｋ） － ｖｉ，ｐ（ ｔｋ）， 最终得到

　 　 ｖｉ（ ｔ） ＝ ｅＡｉ（ ｔ －ｔｋ）［ｖｉ（ ｔｋ） － ｖｉ，ｐ（ ｔｋ）］ ＋ ｖｉ，ｐ（ ｔ） ． （１３）
使用待定系数法求解非齐次方程的特解．假定载荷在积分步长 Δｔ 内线性变化，即
　 　 ｒ（ ｔ） ＝ ｓ１ ＋ （ ｔ － ｔｋ）ｓ２， （１４）

其中， ｓ１ 和 ｓ２ 是 Δｔ 内的时不变向量，则线性载荷精细积分格式为（ＨＰＤ⁃Ｌ 式）
　 　 ｖｉ（ ｔｋ＋１） ＝ ｅＡｉΔｔ［ｖｉ（ ｔｋ） ＋ Ａ －１

ｉ （ｓ１ ＋ Ａ －１
ｉ ｓ２）］ － Ａ －１

ｉ （ｓ１ ＋ Ａ －１
ｉ ｓ２ ＋ Δｔｓ２） ． （１５）

在已知系统初始状态 ｖｉ（ ｔ０） 的条件下，通过式（１５）可以迭代求解出每一时刻系统的模态位移和速度．
对于系统的模态加速度响应，在任意时刻 ｔ ＝ ｋΔｔ， 由已求出的模态位移 ｑ ｉ 和速度 ｑ ｉ， 根据运动方程（８）

的平衡关系得到：
　 　 ｑ ｉ，ｋ ＝ Ｆ（ ｔｋ） － ４πζ ｉ ｆｉ ｑ ｉ，ｋ － ４π ２ ｆ２ｉ ｑ ｉ，ｋ，　 　 ｉ ＝ １，２，…，ｍ， （１６）

其中， ｑ ｉ，ｋ，ｑ ｉ，ｋ 和 ｑ ｉ，ｋ 是连续变量的离散表示．
至此，式（１５）和式（１６）给出了由精细积分表述的结构动力学参数的时域辨识理论预测模型．

２．２　 结构动力学谱参数辨识的解耦方法

为应用辨识模型，即式（３），需要进一步将 ２．１ 小节获得的模态响应转换到物理空间．令 η ｉ，ｋ 表示模态位

移 ｑｉ，ｋ 或者模态加速度 ｑｉ，ｋ， 根据模态叠加法可以求解出系统在输入 Ｆ（ ｔ） 作用下的响应：

　 　 ｙｋ（θ） ＝ ∑
ｍ

ｉ ＝ １
φｉη ｉ，ｋ ＝ ∑

ｍ

ｉ ＝ １
φｉγ ｉη ｉ，ｋ ． （１７）

令 ϕｉ ＝ φｉγ ｉ， 构造空间参数矩阵 ϕ ＝ {ϕ１ 　 ϕ２ 　 …　 ϕｍ } ∈ Ｒｎ×ｍ， 则式（１７）可以被写为

　 　 ｙｋ（θ） ＝ ϕη ｋ， （１８）
其中 η ｋ ＝ { η １，ｋ 　 η ２，ｋ 　 …　 ηｍ，ｋ } Ｔ 是广义位移或加速度向量．

将式（１８）代入式（３），展开得到如下函数表达式：

　 　 Ｊ（θ） ＝ ∑
Ｎｓ

ｋ ＝ １
（ηＴ

ｋϕＴϕη ｋ） － ２∑
Ｎｓ

ｋ ＝ １
（ｙＴ

ｋϕη ｋ） ＋ ∑
Ｎｓ

ｋ ＝ １
（ｙＴ

ｋ ｙｋ） ． （１９）

式（１９）是关于模态参数的一般函数表达式，空间参数（振型）和动力学谱参数（频率、阻尼比）耦合在一
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起，只能通过数值优化算法强行进行求解，极大地增加了问题的复杂性．为了实现谱参数和空间参数的解耦，
对空间参数矩阵 ϕ进行向量化操作，从而改变优化目标函数的数学结构，得到关于空间参数向量的二次型

函数．通过对二次型函数求解极值，得到仅关于谱参数的优化目标函数，具体推导如下所示．
对于任意矩阵 Ｘ ∈ Ｒａ×ｂ， 向量化算子“ｖｅｃ”将矩阵 Ｘ 的元素 ｘｉｊ 按列堆栈，即 Ｘ１ ＝ ｖｅｃ（Ｘ） ＝ ［ｘ１，１ 　 …　

ｘａ，１ 　 ｘ１，２ 　 …　 ｘａ，２ 　 …　 ｘ１，ｂ 　 …　 ｘａ，ｂ］ Ｔ ．对矩阵 ϕ进行向量化操作有

　 　 Φ ＝ ｖｅｃ（ϕ） ＝
ϕ１

︙
ϕｍ

ì

î

í

ï
ï

ïï

ü

þ

ý

ï
ï

ïï

∈ Ｒｎｍ ． （２０）

根据向量化算子的运算法则： ｖｅｃ（ＵＤＨ） ＝ （ＨＴ 􀱋 Ｕ）ｖｅｃ（Ｄ）， 其中 Ｕ ∈ Ｒｄ×ｈ，Ｄ ∈ Ｒｈ×ｇ，Ｈ ∈ Ｒｇ×ｕ， 􀱋
表示 Ｋｒｏｎｅｃｋｅｒ 积．因此， ϕη ｋ ＝ ｖｅｃ（ϕη ｋ） ＝ ｖｅｃ（Ｉｎϕη ｋ）， 式（１８）可以改写为

　 　 ｙｋ（θ） ＝ （ηＴ
ｋ 􀱋 Ｉｎ）Φ ． （２１）

将式（２１）代入式（３），展开得到如下目标函数表达式：

　 　 Ｊ（θ） ＝ ΦＴＢΦ － ２ΦＴＣ ＋ ∑
Ｎｓ

ｋ ＝ １
（ｙＴ

ｋ ｙｋ）， （２２）

其中

　 　 Ｂ ＝ [ (∑
Ｎｓ

ｋ ＝ １
Ｑｋ ) 􀱋 Ｉｎ ] ∈ Ｒｎｍ×ｎｍ， Ｑｋ ＝ η ｋηＴ

ｋ ∈ Ｒｍ×ｍ， （２３）

　 　 Ｃ ＝ ∑
Ｎｓ

ｋ ＝ １
（η ｋ 􀱋 ｙｋ） ∈ Ｒｎｍ×１ ． （２４）

从式（２２）可以看到，目标函数 Ｊ（θ） 是关于空间参数向量 Φ的二次型函数．通常振型 φｉ 具有范数约束：
φｉ ２ ＝ １， 因此 ϕｉ ２ ＝ γ ｉ ．由于 γ ｉ 是一个变量，因此 ϕｉ 是无约束的向量，即向量 Φ也是无约束的．对于无约

束的二次型函数，可以直接利用导函数求解自变量．根据矩阵求导运算法则， Ｊ（θ） 关于空间参数向量 Φ 的

梯度为

　 　 ÑΦＪ ＝ ２（ΦＴＢ － ＣＴ） ． （２５）
由于 ÑΦＪ ｜ Φ ＝Φ ＝ ０， 因此可以得到向量 Φ的解析解为

　 　 Φ（ ｆｉ，ζ ｉ） ＝ Ｂ －１Ｃ， （２６）
即函数 Ｊ（θ） 在 Φ ＝ Ｂ －１Ｃ 处具有最小值．在式（２６）中，由于矩阵 Ｂ 和 Ｃ 是关于 ｆｉ 和 ζ ｉ 的隐式函数，因此 Φ也

是关于 ｆｉ 和 ζ ｉ 的函数．
计算函数 Ｊ（θ） 在 Φ处的函数值，得到仅关于 ｆｉ 和 ζ ｉ 的函数 Ｊ（ ｆｉ，ζ ｉ）：

　 　 Ｊ（ ｆｉ，ζ ｉ） ＝ － ［Ｃ（ ｆｉ，ζ ｉ）］ Ｔ［Ｂ（ ｆｉ，ζ ｉ）］
－１Ｃ（ ｆｉ，ζ ｉ） ＋ ∑

Ｎｓ

ｋ ＝ １
（ｙＴ

ｋ ｙｋ） ． （２７）

式（２７）实现了动力学谱参数 { ｆｉ，ζ ｉ } 与空间参数 {φｉ，γ ｉ } 的分离．在式（１９）中，函数共包含 ２ｍ ＋ ｎｍ
个未知参数．通常，为了更好地了解结构的振型，需要设置较多的测量通道，当辨识模态阶数较多时，使用优

化算法求解出所有未知参数的代价巨大．然而将式（２７）作为优化目标函数，未知参数的个数仅为 ２ｍ， 远小

于 ２ｍ ＋ ｎｍ （当 ｎ 和 ｍ 较大时），极大地减小了未知参数的个数，能够显著提高优化效率．
对于目标函数（２７），在利用优化算法求解得到 { ｆ ｉ，ζ ｉ } 后，根据式（２６）可以求解得到 Φ ．根据式（２０）

可以从向量 Φ中提取向量 ϕｉ， 则振型参与系数的最佳估计值的解析解为

　 　 γ ｉ ＝ ϕｉ ２ ． （２８）
至此，振型的最佳估计值的解析解为

　 　 φｉ ＝
ϕｉ

γ ｉ
． （２９）

通常使用“模态置信准则”（ＭＡＣ）来表示振型估计结果的精确度， ＣＭＡＣ 被定义为两个振型向量之间夹

角的余弦：
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　 　 ＣＭＡＣ ＝ （φ） Ｔφ
φ ２ φ ２

， （３０）

ＣＭＡＣ 越接近于 １，两个振型越相似．

３　 数 值 算 例

３．１　 三自由度弹簧质量系统

如图 １ 所示的三自由度弹簧⁃质量系统，其中 ｋ１ ＝ ３００ Ｎ ／ ｍ， ｋ２ ＝ ５０ Ｎ ／ ｍ， ｋ３ ＝ １００ Ｎ ／ ｍ， ｋ４ ＝ ２００ Ｎ ／ ｍ，
ｍ１ ＝ ０．２ ｋｇ， ｍ２ ＝ ０．１ ｋｇ， ｍ３ ＝ ０．３ ｋｇ ．假定三阶阻尼比均为 １％，对该系统施加正弦扫频加速度激励，激励频

率在 ２０ ｓ 内从 ０．１ Ｈｚ 线性增加到 ９ Ｈｚ，激励幅值为 １ ｍ ／ ｓ２ ．测量三个质量块的位移，采样频率为 １００ Ｈｚ ．通
过在理论响应信号添加独立同分布的 Ｇａｕｓｓ 白噪声来模拟实际测量响应．

图 １　 三自由度弹簧⁃质量系统

Ｆｉｇ． １　 Ｔｈｅ ３⁃ＤＯＦ ｓｐｒｉｎｇ⁃ｍａｓｓ ｓｙｓｔｅｍ

３．１．１　 固定噪声水平下的动力学参数辨识结果

设测量噪声水平为 １５％，系统加速度激励和测量位移时域信号如图 ２ 所示．使用 ＭＡＴＬＡＢ 中的 ｆｕｎｃｔｉｏｎ
优化函数进行动力学参数辨识优化问题求解（式（２７））；固有频率的初始值由测量位移时域响应功率谱的共

振峰值给定，阻尼比的初始值均为 ０．５％．

（ａ） 正弦扫频加速度激励 （ｂ） 质量块 １ 的位移响应

（ａ） Ｓｉｎｕｓｏｉｄａｌ ｓｗｅｅｐ ａｃｃｅｌｅｒａｔｉｏｎ ｅｘｃｉｔａｔｉｏｎｓ （ｂ） Ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｓ ｏｆ ｍａｓｓ １

（ｃ） 质量块 ２ 的位移响应 （ｄ） 质量块 ３ 的位移响应

（ｃ） Ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｓ ｏｆ ｍａｓｓ ２ （ｄ） Ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｓ ｏｆ ｍａｓｓ ３
图 ２　 系统激励与测量位移响应

Ｆｉｇ． ２　 Ｓｙｓｔｅｍ ｅｘｃｉｔａｔｉｏｎｓ ａｎｄ ｍｅａｓｕｒｅｍｅｎｔ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ ｒｅｓｐｏｎｓｅｓ

使用所提出的方法得到的弹簧⁃质量系统的动力学参数辨识结果如表 １ 所示．可以看出，固有频率和阻

尼比的最佳估计值非常接近理论值，最大误差仅为 ３％，振型参与系数的最佳估计值相对于理论值的误差最

大也仅为 ７．１４％．由表 １ 还可以看出，第 １～３ 阶模态的振型的 ＣＭＡＣ 均接近 １，表明振型的辨识结果也十分准

确．第 １ 阶模态的辨识结果最好，与理论值完全吻合．

４３ 应　 用　 数　 学　 和　 力　 学　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ２０２５ 年　 第 ４６ 卷



表 １　 弹簧⁃质量系统动力学参数辨识结果

Ｔａｂｌｅ １　 Ｉｄｅｎｔｉｆｉｃａｔｉｏｎ ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｄｙｎａｍｉｃ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ｏｆ ｔｈｅ ｓｐｒｉｎｇ⁃ｍａｓｓ ｓｙｓｔｅｍ

ｐａｒａｍｅｔｅｒ ｍｏｄｅ １ ｍｏｄｅ ２ ｍｏｄｅ ３

ｆ ／ Ｈｚ
ｉｄｅｎｔｉｆｉｃａｔｉｏｎ ３．８５４ ６．２３６ ７．３３９

ｔｈｅｏｒｙ ３．８５４ ６．２３８ ７．３４０

ζ ／ ％
ｉｄｅｎｔｉｆｉｃａｔｉｏｎ １．００ １．０２ １．０３

ｔｈｅｏｒｙ １．００ １．００ １．００

γ
ｉｄｅｎｔｉｆｉｃａｔｉｏｎ １．６５ ０．５４ ０．７５

ｔｈｅｏｒｙ １．６５ ０．５０ ０．７０
ＣＭＡＣ １．０００ ０ ０．９９９ ７ ０．９９９ ０

３．１．２　 不同噪声水平的辨识结果

为了研究测量噪声水平对谱参数辨识结果的影响，共设置了 ４ 个级别的测量噪声水平，由低到高依次为

５％，１０％，１５％，２０％，其中第三种设置已经在上一小节进行了讨论．
表 ２ 显示了在不同噪声水平下第 １～３ 阶模态的固有频率和阻尼比的识别结果．可以看出：随着测量噪声

水平的增加，固有频率和阻尼比的最佳估计结果逐渐偏离理论值，但是固有频率最佳估计值的变化十分微

小，尤其第 １ 阶依然与理论值保持一致；第 ２ 阶和第 ３ 阶模态的阻尼比的误差较大，但是最大误差也仅为

５％，与理论值较为吻合，表明所提出的方法在噪声量级较大的情况下依然能给出较为准确的辨识结果，具有

较好的鲁棒性．这与文献［１４］的结论类似，当噪声是独立同分布的零均值 Ｇａｕｓｓ 白噪声时，Ｍａｒｋｏｖ 估计结果

（即加权最小二乘估计）与最小二乘法的估计结果是一致的，不会受到噪声方差的显著影响．
表 ２　 不同测量噪声水平谱参数辨识结果

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｄｙｎａｍｉｃ ｓｐｅｃｔｒａｌ ｐａｒａｍｅｔｅｒ ｉｄｅｎｔｉｆｉｃａｔｉｏｎ ｒｅｓｕｌｔｓ ｕｎｄｅｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｍｅａｓｕｒｅｍｅｎｔ ｎｏｉｓｅ ｌｅｖｅｌｓ

ｍｅａｓｕｒｅｍｅｎｔ ｎｏｉｓｅ
ｌｅｖｅｌ ／ ％

ｍｏｄｅ １

ｆ ／ Ｈｚ ζ ／ ％

ｍｏｄｅ ２

ｆ ／ Ｈｚ ζ ／ ％

ｍｏｄｅ ３

ｆ ／ Ｈｚ ζ ／ ％

５ ３．８５４ １．００ ６．２３８ １．０１ ７．３４０ １．０１

１０ ３．８５４ １．００ ６．２３７ １．０２ ７．３４０ １．０２

１５ ３．８５４ １．００ ６．２３６ １．０２ ７．３３９ １．０３

２０ ３．８５４ １．０１ ６．２３６ １．０３ ７．３３９ １．０５

３．１．３　 计算效率分析

使用 ３．１．２ 小节中测量噪声水平为 １０％的位移响应数据， 分别将式（１９）和式（２７）作为目标函数进行优

化求解，其中式（１９）需要求解 ６ 个谱参数和 ９ 个空间参数（共 １５ 个优化变量）， 式（２７）仅需要求解 ６ 个谱

参数， 空间参数由谱参数解析求解得到．解耦辨识与未解耦动力学参数辨识的计算结果与时间对比如表 ３
所示．

表 ３　 谱参数与空间参数耦合和解耦时结果对比

Ｔａｂｌｅ ３　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｓｐｅｃｔｒａｌ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ｃｏｕｐｌｅｄ ａｎｄ ｄｅｃｏｕｐｌｅｄ ｗｉｔｈ ｓｐａｔｉａｌ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ

　
ｍｏｄｅ １

ｆ ／ Ｈｚ ζ ／ ％ γ

ｍｏｄｅ ２

ｆ ／ Ｈｚ ζ ／ ％ γ

ｍｏｄｅ ３

ｆ ／ Ｈｚ ζ ／ ％ γ

ｏｐｔｉｍｉｓａｔｉｏｎ
ｔｉｍｅ ／ ｓ

ｄｅｃｏｕｐｌｅｄ ３．８５４ １．００ １．６５ ６．２３７ １．０２ ０．５２ ７．３４０ １．０２ ０．７３ ２２．４０

ｃｏｕｐｌｅｄ ３．８５４ １．００ １．６５ ６．２３７ １．０２ ０．５２ ７．３４０ １．０２ ０．７３ １２１．８４

　 　 由表 ３ 可以看出，分别利用式（１９）和式（２７）优化求解得到的谱参数和振型参与系数是完全一致的，然
而，谱参数与空间参数解耦时求解所需的时间约是耦合求解时的 １ ／ ５，显著提升了辨识效率．
３．２　 高速受电弓模型

３．２．１　 模态辨识数值仿真

进行高速列车受电弓有限元模型动力学参数辨识，在受电弓有限元模型的底座施加固定约束，弓头无约

束．对受电弓有限元模型施加瞬态激励来模拟实际模态试验中的锤击激励，三角波脉冲信号的幅值为 ３０ Ｎ，
脉冲宽度为 ０．０１ ｓ，激励施加的位置如图 ３ 所示．在受电弓弓头的滑板上共设置 ７ 个测量通道，用于测量 Ｚ 方
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向的加速度响应，采样频率为 １ ０００ Ｈｚ，每个测量通道的数据长度为 １ ５００．通过在理论响应信号添加独立同

分布的 Ｇａｕｓｓ 白噪声来模拟实际测量响应，测量噪声水平为 ２０％．各阶振型阻尼比均为 １％．

图 ３　 高速受电弓结构图

Ｆｉｇ． ３　 Ｓｔｒｕｃｔｕｒａｌ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ｔｈｅ ｈｉｇｈ⁃ｓｐｅｅｄ ｐａｎｔｏｇｒａｐｈ

（ａ） 三角波脉冲激励力 （ｂ） 测量节点 １ 的加速度响应

（ａ） Ｔｈｅ ｔｒｉａｎｇｕｌａｒ ｗａｖｅ ｐｕｌｓｅ ｅｘｃｉｔａｔｉｏｎ ｆｏｒｃｅ （ｂ） Ｔｈｅ ａｃｃｅｌｅｒａｔｉｏｎ ｒｅｓｐｏｎｓｅ ｏｆ ｍｅａｓｕｒｅｍｅｎｔ ｎｏｄｅ １
图 ４　 高速受电弓系统激励与测量加速度响应

Ｆｉｇ． ４　 Ｅｘｃｉｔａｔｉｏｎ ａｎｄ ｍｅａｓｕｒｅｍｅｎｔ ａｃｃｅｌｅｒａｔｉｏｎ ｒｅｓｐｏｎｓｅ ｏｆ ｈｉｇｈ⁃ｓｐｅｅｄ ｐａｎｔｏｇｒａｐｈ ｓｙｓｔｅｍ

脉冲激励信号如图 ４（ａ）所示，测量节点 １ 的加速度响应如图 ４（ｂ）所示．表 ４ 显示了使用本文方法识别

的受电弓动力学参数，可以看出，除第 ６ 阶模态的固有频率相较于理论值的误差稍大外（误差为 １．４３％），其
余辨识的固有频率与理论值非常接近（误差在 ０．３％以内）；阻尼比固有频率更容易受到测量噪声的干扰，由
于前三阶模态的能量较低，受到噪声的干扰相较于高阶模态较为严重，因此前三阶阻尼比的误差最低为

５％，大于后三阶的误差（均为 １％）．六阶模态的 ＣＭＡＣ 均大于 ０．９９，表明辨识的振型具有较高的精度，图 ５ 给

出了辨识出的滑板振型形状．
表 ４　 高速受电弓动力学参数辨识结果

Ｔａｂｌｅ ４　 Ｉｄｅｎｔｉｆｉｃａｔｉｏｎ ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｄｙｎａｍｉｃ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ｏｆ ｔｈｅ ｈｉｇｈ⁃ｓｐｅｅｄ ｐａｎｔｏｇｒａｐｈ

ｐａｒａｍｅｔｅｒ ｍｏｄｅ １ ｍｏｄｅ ２ ｍｏｄｅ ３ ｍｏｄｅ ４ ｍｏｄｅ ５ ｍｏｄｅ ６

ｆ ／ Ｈｚ
ｉｄｅｎｔｉｆｉｃａｔｉｏｎ ９．０２９ １２．４５９ １３．７５３ ５０．４５０ ５２．２２０ １２１．５５２

ｔｈｅｏｒｙ ９．０３５ １２．４７２ １３．７６４ ５０．５８５ ５２．３７６ １２３．３２０

ζ ／ ％
ｉｄｅｎｔｉｆｉｃａｔｉｏｎ １．２３ １．０８ １．０５ １．１０ ０．９０ １．１０

ｔｈｅｏｒｙ １．００ １．００ １．００ １．００ １．００ １．００

γ ／ １０－４ ｉｄｅｎｔｉｆｉｃａｔｉｏｎ ２．３３ １．７１ ２．３５ ３．８７ １．２８ ６．４３
ＣＭＡＣ ０．９９７ ４ ０．９９８ １ ０．９９９ ６ ０．９９９ ９ ０．９９５ ５ ０．９９９ ７

　 　 图 ５ 中碳滑板的前两阶振型是碳滑板的垂向振动且未发生弹性变形，该振动是由弓头弹簧引起的．在实

际受电弓结构中，碳滑板通过弹簧盒中的弹簧与上臂杆连接在一起．事实上，图 ５ 所示的振型属于受电弓的
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局部振型，如需严格区分第 １、２ 和第 ４、５ 阶模态，还需要在弓头、上臂杆和下臂杆设置更多的测量节点，从而

得到全局振型图．

图 ５　 受电弓滑板振型辨识结果

Ｆｉｇ． ５　 Ｉｄｅｎｔｉｆｉｃａｔｉｏｎ ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｍｏｄｅ ｓｈａｐｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｐａｎｔｏｇｒａｐｈ ｓｔｒｉｐ

为了进一步验证辨识结果的准确性，在相同的位置施加幅值为 ４０ Ｎ 的脉冲激励，脉冲宽度保持不变，使
用辨识出的动力学参数预测系统在该脉冲激励下的响应，并将节点 １ ～ ４ 的预测响应与理论响应进行对比，
结果如图 ６ 所示．从图中可以看出预测的加速度响应与理论加速度响应曲线重合较好，表明辨识出的动力学

参数较为准确．

（ａ） 节点 １ 的加速度响应 （ｂ） 节点 ２ 的加速度响应

（ａ） Ａｃｃｅｌｅｒａｔｉｏｎ ｒｅｓｐｏｎｓｅｓ ｏｆ ｍｅａｓｕｒｅｍｅｎｔ ｎｏｄｅ １ （ｂ） Ａｃｃｅｌｅｒａｔｉｏｎ ｒｅｓｐｏｎｓｅｓ ｏｆ ｍｅａｓｕｒｅｍｅｎｔ ｎｏｄｅ ２

（ｃ） 节点 ３ 的加速度响应 （ｄ） 节点 ４ 的加速度响应

（ｃ） Ａｃｃｅｌｅｒａｔｉｏｎ ｒｅｓｐｏｎｓｅｓ ｏｆ ｍｅａｓｕｒｅｍｅｎｔ ｎｏｄｅ ３ （ｄ） Ａｃｃｅｌｅｒａｔｉｏｎ ｒｅｓｐｏｎｓｅｓ ｏｆ ｍｅａｓｕｒｅｍｅｎｔ ｎｏｄｅ ４
图 ６　 受电弓理论响应与预测响应对比

Ｆｉｇ． ６　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｂｅｔｗｅｅｎ ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌ ａｎｄ ｐｒｅｄｉｃｔｉｖｅ ｒｅｓｐｏｎｓｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｐａｎｔｏｇｒａｐｈ
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３．２．２　 模态辨识试验验证

为了进一步验证本文方法的有效性，利用文献［１７］中的试验数据对受电弓实际结构进行模态参数辨

识，并将辨识结果与文献结果进行对比试验验证．利用力锤敲击产生的冲击载荷和拾振点的加速度测量数

据，使用本文方法辨识得到的固有频率和阻尼比如表 ５ 所示．
表 ５　 高速受电弓模态试验动力学参数辨识结果

Ｔａｂｌｅ ５　 Ｉｄｅｎｔｉｆｉｃａｔｉｏｎ ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｄｙｎａｍｉｃ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ｏｆ ｔｈｅ ｈｉｇｈ⁃ｓｐｅｅｄ ｐａｎｔｏｇｒａｐｈ ｍｏｄａｌ ｔｅｓｔ

ｐａｒａｍｅｔｅｒ ｍｏｄｅ １ ｍｏｄｅ ２ ｍｏｄｅ ３ ｍｏｄｅ ４ ｍｏｄｅ ５

ｐｒｏｐｏｓｅｄ

ｍｅｔｈｏｄｏｌｏｇｙ

ｆ ／ Ｈｚ １０．２ １２．５０ ４８．８ １３３．６ ２１９．４

ζ ／ ％ ０．４６ ０．３６ ３．９５ ２．７１１ １．８４

ｒｅｆ． ［１７］ ｆ ／ Ｈｚ １０．０ １２．５０ ４８．４ １２８．５ ２１３．０

　 　 由表 ５ 可以看出，使用本文方法辨识出的固有频率和文献结果基本一致，尤其是第二阶固有频率完全相

同，后两阶固有频率的偏差稍大，相对偏差最大仅为 ３．９７％，对比结果表明本文方法可以很好地辨识实际结

构的动力学参数．本文方法还给出了阻尼比的辨识结果，由于文献［１７］仅进行了频率辨识，故这里未进行阻

尼辨识对比．此外，结合 ３．２．１ 小节高速受电弓动力学辨识的仿真结果（表 ４）来看，其与试验辨识的结果（表
５）并不完全一致，这一个主要原因是，由于存在认知不确定性，仿真的动力学模型与实际结构相比存在建模

偏差．

４　 结　 　 论

本文直接使用时域测量信号，通过最小化理论预测响应和实际测量数据之间的残差来优化求解动力学

参数，避免了计算脉冲响应函数所带来的误差．此外，充分利用了精细积分算法状态转移矩阵高精度计算的

特点，能够获得准确的辨识模型，通过二次型函数极值理论建立了仅关于谱参数的优化目标函数，空间参数

由谱参数解析计算得到，实现了谱参数与空间参数的解耦．
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