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摘要：　 近年来，融合物理信息的深度学习方法为偏微分方程的求解提供了一个新的思路．然而，到目前为止，大多

数工作在解空间存在间断的问题上的计算精度不高，时间外推能力差．针对以上两个问题，该文提出了使用图神经

网络结合流体计算领域的 ＲＯＥ 格式融合方程或数据信息的模型———ＲＯＥ⁃ＰＩＧＮＮ ．数值实验表明，该模型在求解由

Ｅｕｌｅｒ 方程控制的激波管问题时，可达到与传统 ＲＯＥ 格式相当的计算精度，并具备一定时间范围的外推能力．最后，
对由 Ｎａｖｉｅｒ⁃Ｓｔｏｋｅｓ（ＮＳ）方程控制的二维圆柱绕流问题进行了求解，实验结果表明：模型可以预测后续的周期性流

动，并实现对部分关键位置流动结构的更精确的复现，相比纯数据驱动，误差降低了 ６０％．
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０　 引　 　 言

在自然科学和工程领域中，偏微分方程（ｐａｒｔｉａｌ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ ｅｑｕａｔｉｏｎ， ＰＤＥ）扮演着至关重要的角色，能够

描述各种现象，具有较大的研究价值．被广泛研究的 ＰＤＥ 包括 Ｎａｖｉｅｒ⁃Ｓｔｏｋｅｓ（ＮＳ）方程、Ｓｃｈｒöｄｉｎｇｅｒ 方程、
Ｍａｘｗｅｌｌ 方程等，但这些方程的求解仍然具有挑战性．以 ＮＳ 方程为例，ＮＳ 方程只在少数简单的流动上有理论

解，大部分问题的求解仍需借助传统的数值求解．但数值求解又面临求解效率和精度的矛盾．
深度学习（ｄｅｅｐ ｌｅａｒｎｉｎｇ， ＤＬ）为数值计算等传统研究手段提供了强有力的补充或替代．Ｒａｉｓｓｉ 等［１］ 提出

了著名的物理信息神经网络（ｐｈｙｓｉｃｓ⁃ｉｎｆｏｒｍｅｄ ｎｅｕｒａｌ ｎｅｔｗｏｒｋ， ＰＩＮＮ）来处理与 ＰＤＥ 相关的正问题和逆问题，
后续又涌现了大量与 ＰＩＮＮ 相关的工作［２⁃４］ ．相较于传统数值求解，神经网络求解 ＰＤＥ 时无需了解方程本身

的性质，无需选择离散算法，借助机器学习的算法可以很容易地实现并行计算和自动化调参．另外，神经网络

能够融合方程和各种数据，实现物理和数据双驱动的高精度求解．
但是，目前所用到的求解方法大多适用于较为简单的 ＰＤＥ ．众所周知，即使初始条件（ ｉｎｉｔｉａｌ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ，

ＩＣ）是光滑的，Ｅｕｌｅｒ 和 ＮＳ 方程的解也会出现不连续性［５⁃６］ ．针对这类方程已有大量基于传统数值方法的工

作，例如文献［７⁃９］和其中的文献．其中，一些工作是将深度神经网络（ｄｅｅｐ ｎｅｕｒａｌ ｎｅｔｗｏｒｋ， ＤＮＮ）的监督学习

与传统的数值方法相结合［１０⁃１３］ ．Ｌｉｕ 等［１４］揭示了 ＰＩＮＮ 在求解强非线性间断问题时存在的一种限制迭代收

敛的悖论状态，并提出了一套新的间断问题求解框架，用以提升 ＰＩＮＮ 类方法的间断求解能力．通过“过渡

点”压缩进光滑区，而挤出“间断”的思路，具有一定的参考价值．Ｃａｏ 等［１５］将计算流体力学（ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ ｆｌｕｉｄ
ｄｙｎａｍｉｃｓ，ＣＦＤ）中的结构化网格变换技术与 ＰＩＮＮ 相结合，使用神经网络学习计算空间而不是物理空间中的流

场，成功地解决了无黏翼型绕流的精确高效计算问题，并初步展示了多状态批量化求解的优势．
用 ＤＮＮ 求解 ＰＤＥ 的研究［１６］表明，由自动微分定义的时空函数逼近器对于逼近非线性问题是有效的，

例如 Ｂｕｒｇｅｒｓ 方程、热传导方程以及 ＮＳ 方程．同时，研究人员利用 ＰＩＮＮ 通过数据驱动方法计算反问题，可以

实现对具有高度不连续过渡的非线性双曲型方程组的求解，如 Ｒｉｅｍａｎｎ 问题．然而，在未知物理场中何处存

在间断解的情况下，使用 ＤＮＮ 解决正问题仍然是一个挑战．在本研究中，我们将通量差分分裂格式中的 ＲＯＥ
数值格式结合到图神经网络（ｇｒａｐｈ ｎｅｕｒａｌ ｎｅｔｗｏｒｋ， ＧＮＮ）中，建立了损失函数逼近器以替代传统深度学习框

架的自动微分，从而提高了捕获 Ｒｉｅｍａｎｎ 问题中间断解的精度．
对于可能包含激波和接触间断的守恒定律的数值方法的研究已有很多工作，如 ＲＯＥ 格式［１７］、Ｇｏｄｕｎｏｖ

格式［１８］、ＭＵＳＣＬ 格式［６，１９］、ＥＮＯ 格式［２０⁃２１］和 ＷＥＮＯ 格式［２１⁃２２］、分层重建［２３⁃２５］ 等．数值技术是研究高速空气

动力流动的一种重要研究方法，高速空气动力流动在飞机设计、燃烧问题和天文物理学中发挥着重要作

用［２６⁃２９］ ．然而，目前融合各种成熟的数值求解技术与机器学习技术的研究仍处于初级阶段，充分利用两者各

自的优势有望在 ＣＦＤ 中发挥更大的价值．
有部分工作是基于神经网络和加权基本无振荡算法．Ｂｅｚｇｉｎ 等［１３］在 ＷＥＮＯ 方案中使用神经网络作为加

权函数，解决了这些缺点．Ｂａｒ⁃Ｓｉｎａｉ 等［３０］介绍了数据驱动离散化，这是一种基于已知基本方程的实际解学习

ＰＤＥ 优化近似的方法．该方法使用神经网络来估计空间导数，这些导数是端到端优化的，以最好地满足低分

辨率网格上的方程．以上两个工作是数值方法与神经网络的深度结合，但是在求解方程时依赖数值求解器．
Ｍａｇｉｅｒａ 等［１０］提出两种策略来生成约束感知神经网络，通过施加（强或弱）物理约束提高模拟的准确性．在处

理复杂问题时，计算效率也有很大提高，例如在多组分流、涉及动力学子模型的分散流或燃烧问题 ／化学反应

问题等方面．高普阳等［３１］基于卷积神经网络模型，对传统有限体积法格式中的权重系数进行优化，以得到在

粗粒度网格下具有较高精度的新数值格式，从而更适用于复杂问题的求解．该网络模型可以准确、有效地求

解 Ｂｕｒｇｅｒｓ 方程和 ｌｅｖｅｌ ｓｅｔ 方程，数值结果稳定，且具有较高数值精度．这部分的工作完成了对存在间断问题

的高精度求解，但是模型不具备时间外推能力．
我们期望借助 ＧＮＮ 的局部信息归纳推理与数值离散技术，实现常用流体力学方程的求解与时间泛化．
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在我们以前的研究中［３２⁃３３］，通过最小二乘方法和有限差分求解空间微分算子，据此计算 ＰＩＧＮＮ（ｐｈｙｓｉｃｓ⁃ｉｎ⁃
ｆｏｒｍｅｄ ｇｒａｐｈ ｎｅｕｒａｌ ｎｅｔｗｏｒｋ）的损失函数来求解 Ｂｕｒｇｅｒｓ 方程、传热方程等，但是在求解 Ｅｕｌｅｒ 和 ＮＳ 方程时无

法得到可接受的近似解．为了解决这个问题，我们以 ＲＯＥ 格式代替最小二乘法的计算梯度．模型求得的预测

解与从相应数值计算中获得的解相当，本文中称为 ＲＯＥ⁃ＰＩＧＮＮ ．相比于最小二乘法，ＲＯＥ 格式可以消除间

断附近的振荡，实现更为精确的计算，误差降低了 ８０％．另外，我们研究了融合数据信息的 ＮＳ 方程的求解，结
果表明，引入部分数据约束后，降低了模型的训练难度，并且具备更优的泛化能力，相比于只借助数据信息，
可以复现更为精确和丰富的流动细节，误差降低了 ６０％．

１　 方程与数值格式

１．１　 ＮＳ方程与 Ｅｕｌｅｒ 方程

二维可压缩流的质量守恒、动量守恒和能量守恒可以用 ＮＳ 方程来描述，方程可以写成以下守恒形式：

　 　 ∂Ｕ
∂ｔ

＋
∂Ｆ１（Ｕ）

∂ｘ
＋

∂Ｆ２（Ｕ）
∂ｙ

＝
∂Ｇ１（Ｕ）

∂ｘ
＋

∂Ｇ２（Ｕ）
∂ｙ

， （１）

其中 Ｕ ＝ ［ρ，ρｕ，ρｖ，Ｅ］ Ｔ，ρ 是密度， ｐ 是压力， ｕ，ｖ是二维 ｘ 和 ｙ 方向的速度分量， Ｅ 是总能量； Ｆ１（Ｕ） ＝ ［ρｕ，

ρｕ２ ＋ ｐ，ρｕｖ，ｕ（Ｅ ＋ ｐ）］ Ｔ，Ｆ２（Ｕ） ＝ ［ρｖ，ρｕｖ，ρｖ２ ＋ ｐ，ｖ（Ｅ ＋ ｐ）］ Ｔ，Ｇ１（Ｕ） ＝ ０，τ １１，τ １２，ｋ
∂Ｔ
∂ｘ

＋ ｕτ １１ ＋ ｖτ １２
é

ë
êê

ù

û
úú

Ｔ

，

Ｇ２（Ｕ） ＝ ０，τ ２１，τ ２２，ｋ
∂Ｔ
∂ｙ

＋ ｕτ ２１ ＋ ｖτ ２２ ＋ ｗτ ２３
é

ë
êê

ù

û
úú

Ｔ

．要封闭这些方程，我们还需要一个方程，即描述压力和能

量关系的状态方程，由方程（２）给出：

　 　 Ｅ ＝ ｐ
γ － １

＋ １
２

ρ（ｕ２ ＋ ｖ２）， （２）

其中 γ ＝ １．４ 是绝热指数．
若黏性项全为零，则方程变为 Ｅｕｌｅｒ 方程．守恒形式的各种数值方法研究较多，早期的尝试主要集中在激

波捕获方法．最近，已经发展了高阶方法，如间断 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 方法、基本无振荡方法及其变体、加权基本无振荡

法、谱差分法等．
对于低速流动问题，二维不可压 ＮＳ 方程的形式如下：

　 　
Ñ·Ｖ ＝ ０，
∂Ｖ
∂ｔ

＋ Ｖ·ÑＶ ＝ － Ñｐ ＋ １
Ｒｅ

Ñ２Ｖ，

ì

î

í
ïï

ïï
（３）

其中 Ｖ ＝
ｕ
ｖ{ } ， Ｒｅｙｎｏｌｄｓ 数 Ｒｅ ＝ ρＵＬ

μ
，Ｕ 表示参考速度．对于非定常状态通常需要内迭代且效率很低，由于不

可压的假设，缺乏确定压力分布的显式方程，给求解带来一定的困难．目前求解低速不可压问题的主要方法

有涡流函数法、虚拟压缩法和压力修正法等．使用 ＧＮＮ 结合方程损失可以避免这一困难，利用神经网络的泛

化能力可以实现二维不可压 ＮＳ 方程的快速求解与预测．
１．２　 ＲＯＥ格式

ＲＯＥ 格式基于 Ｇｏｄｕｎｏｖ 方法发展而来，通过对变量进行 ＲＯＥ 平均，将原始的无黏通量 Ｊａｃｏｂｉ 矩阵用交

界面左右两侧流场参数构成的常数矩阵来代替，在交界面求解近似 Ｒｉｅｍａｎｎ 问题，从而提高了计算效率．
ＲＯＥ 格式数值耗散小，精度高，对流场间断有很高的分辨率．因此，在 ＣＦＤ 数值求解中应用非常广泛，也是高

阶精度格式通常采用的通量计算方法．采用 ＲＯＥ 格式，网格交界面处的无黏通量可以表示为

　 　 Ｆ ｊ ＋１ ／ ２ ＝ １
２
［Ｆ（ＵＬ） ＋ Ｆ（ＵＲ）］ － １

２
Ａ （ＵＲ － ＵＬ）， （４）

其中第一项是交界面左侧通量和右侧通量的平均，第二项可以认为是耗散项， Ａ 是通过 ＲＯＥ 平均构造的

近似无黏通量 Ｊａｃｏｂｉ 矩阵， ＱＬ 和 ＱＲ 分别表示交界面左右两侧的流场参数，耗散项的具体形式为

　 　 Ａ（ＵＲ，ＵＬ） ＝ Ｓ －１ Λ Ｓ ． （５）
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以平均值代替 Ａ， 这里的平均值不是简单的算术平均而是 ＲＯＥ 平均，具体计算公式为

　 　

ρ－ ＝ ［ ρ Ｌ ＋ ρ Ｌ ／ ２］ ２，

ｕ－ ＝ （ ρ Ｌ ｕＬ ＋ ρＲ ｕＲ） ／ （ ρ Ｌ ＋ ρＲ ），

Ｈ
－
＝ （ ρ Ｌ ＨＬ ＋ ρＲ ＨＲ） ／ （ ρ Ｌ ＋ ρＲ ），

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（６）

其他量可以用这三个量计算

　 　 ｐ－ ＝ γ － １
γ

（ρ－Ｈ
－
－ １

２
ρ－ｕ－ ２）， （７）

　 　 ｃ－ ２ ＝ （γ － １） Ｈ
－
－ ｕ－ ２

２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ． （８）

计算步骤如下：
已知 ｎ 时刻所有网格点上的物理量，对于 ｊ 点：
１） 利用差分格式计算 ＵＲ ， ＵＬ；
２） 采用 ＲＯＥ 平均公式计算 ＲＯＥ 平均值；

３） 将 Ｊａｃｏｂｉ 矩阵进行特征分解： Ａ（Ｕ
－
） ＝ Ｓ －１ΛＳ；

４） 计算 Ｓ －１，Λ，Ｓ；
５） 计算 Ａ（ＵＲ，ＵＬ） ＝ Ｓ －１ Λ Ｓ， 其中 Λ ＝ ｄｉａｇ（ λ １ ， λ ２ ， λ ３ ）；

６） 计算 ｆ ｊ ＋１ ／ ２ ＝ ｆ　 （ＵＲ，ＵＬ） ＝ １
２
［ ｆ（ＵＲ） ＋ ｆ（ＵＬ）］ － １

２
Ａ（ＵＲ，ＵＬ） （ＵＲ － ＵＬ）；

７） 计算空间导数
∂ｆ（Ｕ）

∂ｘ ｊ
＝ １
Δｘ

（ ｆ ｊ ＋１ ／ ２ － ｆ ｊ －１ ／ ２） ．

２　 ＲＯＥ⁃ＰＩＧＮＮ 模型

本文提出了一种新的 ＲＯＥ⁃ＰＩＧＮＮ 方法，以求解上述 ＰＤＥ 系统．给定初始条件、边界条件（ｂｏｕｎｄａｒｙ ｃｏｎ⁃
ｄｉｔｉｏｎ， ＢＣ）和 ＰＤＥ 方程，应用 ＲＯＥ⁃ＰＩＧＮＮ 模型求得 ＰＤＥ 的近似解．基于 ＰＤＥ 方程本身的残差损失和边界

损失构造物理信息损失函数，整个学习过程无监督．如有数据可利用，可再增加数据损失，进一步指导方程求

解．ＰＩＧＮＮ 原理如图 １ 所示．通过在模型中引入数值仿真数据、专门设计的损失函数、ＧＮＮ 结构和消息传递机

制，将物理先验知识嵌入深度模型，以帮助我们的模型学习空间和局部的动态随机变化和推理关系，从而使

模型具有一定时间范围的外推能力．

图 １　 ＲＯＥ⁃ＰＩＧＮＮ 原理图

Ｆｉｇ． １　 Ｔｈｅ ＲＯＥ⁃ＰＩＧＮＮ ｓｃｈｅｍａｔｉｃ ｄｉａｇｒａｍ

模型的运行过程如下：首先将方程转化为离散的形式，包括求解域、初始状态和边界条件．初始状态作为

模型第一个时间步的输入，然后输出第二个时间步的物理场．第二个时间步的物理场再输入到模型中输出第
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三个时间步的物理场，以此类推输出后续的物理场．为充分利用方程本身的信息，边界条件在每次的输出中

可以作为损失加入到损失函数中，也可直接将边界条件赋值给预测的物理场．损失函数最重要的一部分是求

解域中方程的残差信息，各个方程的残差信息以取绝对值并加权的形式组成损失函数．
２．１　 模型架构

模型输入为当前时间步 ｔ方程的解，输出为下一时间步 ｔ ＋ Δｔ方程的解，我们借鉴了 Ｇｉｌｍｅｒ 等［３４］提出的

一种称为消息传递神经网络（ｍｅｓｓａｇｅ⁃ｐａｓｓｉｎｇ ｎｅｕｒａｌ ｎｅｔｗｏｒｋ， ＭＰＮＮ）的 ＧＮＮ，以建模从上一时间步到下一时

间步的解的变化．具体地，ＲＯＥ⁃ＰＩＧＮＮ 采用与 Ｓａｎｃｈｅｚ⁃Ｇｏｎｚａｌｅｚ 等［３５］ 相同的编码器⁃处理器⁃解码器架构，如
图 ２ 所示．

图 ２　 ＧＮＮ 架构

Ｆｉｇ． ２　 Ｔｈｅ ｇｒａｐｈ ｎｅｕｒａｌ ｎｅｔｗｏｒｋ ａｒｃｈｉｔｅｃｔｕｒｅ

编码器（ｅｎｃｏｄｅｒ）部分，网络将储存在网格点上的数据信息转化为图信息，并设置节点和边的特征，即 Ｇ ｔ
ｌ

＝ ｆＥＮＣＯＮＤＥＲ（ｕ（Ｘ，ｔ）） ．处理器（ｐｒｏｃｅｓｓｏｒ）建模节点和边之间的相互作用模式，并通过 Ｌ 个图网络块（ｇｒａｐｈ ｎｅｔ⁃
ｗｏｒｋ， ＧＮ）将每一步挖掘的节点和边信息不断传递．运行 Ｌ 步生成网络图序列 Ｇ ｔ ＝ （Ｇ ｔ

１，…，Ｇ ｔ
Ｌ）， 其中每一步

的网络图都是基于前一 ＧＮ 块的输出来更新，即 Ｇ ｔ
ｌ ＝ ｆＧＮ（Ｇ ｔ

ｌ －１） ．在每个 ＧＮ 模块中，分三步更新边特征和节

点特征：首先，更新每条边的特征，然后将更新后的边特征聚合到当前节点上，最后使用聚合后的边特征更新

节点特征．数学上，首先更新边特征，即 ｅ ｉｊ，（ ｌ） ＝ ϕｅ（ｅｉｊ，（ ｌ），ｖｉ，（ ｌ），ｖｊ，（ ｌ）） ，根据更新后的边特征聚合每个节点的边

缘特征，即 ｅ－ ｉ，（ ｌ） ＝ 􀱇
ｊ∈Ｎ（ ｉ）

ｅ ｉｊ，（ ｌ），更新节点特征 ｖ ｉ，（ ｌ） ＝ϕｖ（ｅｉｊ，（ ｌ），ｖｉ，（ ｌ）） ．节点特征包含时间 ｔ 处的节点值，以及一个

节点类型向量，表明它是内部节点还是边界节点．而边特征由相邻两个节点 ｉ 和 ｊ 的相对位移及其范数组成．
即节点特征 ｖｉ ＝ { ｕ（ｘ，ｔ），ｎｔｙｐｅ } ， 边特征 ｅｉｊ ＝ { ｘｉｊ，‖ｘｉｊ‖ } ．其中 ϕｅ，ϕｖ 分别是边和节点更新函数，它们被映

射到所有边 ／节点上以计算每边 ／每节点更新．
解码器（ｄｅｃｏｄｅｒ）从处理器输出的最终图 Ｇ ｔ

Ｌ 的节点特征 ｖｉ，（Ｌ） 中提取节点的动力学信息，即 ｈｉ，（Ｌ） ＝
ｆＤＥＣＯＤＥＲ（ｖｉ，（Ｌ））， 本文使用 ＭＬＰ 作为解码器函数．基于解码器所得动力学特征，使用向前 Ｅｕｌｅｒ 积分方式计算

下一时间步的解 ｕ（Ｘ ｉ，ｔ ＋ Δｔ） ＝ ｕ（Ｘ ｉ，ｔ） ＋ ｈｉ，（Ｌ） ．
２．２　 损失函数

为更好地在模型中嵌入物理信息，除了模型架构的设计之外，损失函数的设计也尤为重要．常用的技术

之一是将物理方程显式地加入模型的损失函数中，通过模型训练引导模型一方面满足 ＰＤＥ 的约束，另一方

面能够拟合数值模拟数据．因此，物理信息损失函数由物理方程的残差损失和数据损失组成（若有观测数

据），具体形式由下式给出：
　 　 Ｌ（θ；Ｄｐ，Ｄｄ） ＝ （１ － γ）ＬＰＤＥ（θ；Ｄｐ） ＋ γＬｄａｔａ（θ；Ｄｄ）， （９）

其中 γ 表示加权系数， θ 表示模型的可训练参数， Ｄｐ ＝ { ｘｐ
ｉ ，ｔｋ } Ｎｐ

ｉ ＝ １（ｋ ＝ １，２，…，Ｎｔｋ） 为一系列配置点， Ｄｄ ＝
{ ｙ（ｘｄ

ｉ ，ｔｐ） } Ｎｄ
ｉ ＝ １ 是观测数据集．在离散时间中，从内部网格节点和时刻点中选择配置点 { ｘｐ

ｉ ，ｔｋ } ， 以此计算

ＰＤＥ 损失项 ＬＰＤＥ（θ；Ｄｐ） ．具体形式为 ＬＰＤＥ（θ；Ｄｐ） ＝ Ｅ［‖Ｒ（ｘｐ，ｔｋ；θ）‖２
２］， 其中‖·‖２ 代表 ｌ２ 范数，ＰＤＥ 残

差为

　 　 Ｒ（ｘｐ
ｉ ，ｔｋ；θ） ＝

∂ｕ（ｘｐ
ｉ ，ｔｋ；θ）
∂ｔ

＋ Ｆ［ｕ，Ñｘｕ，Δｘｕ，…］， （１０）

这里空间导数的计算方法为第 １．２ 小节提到的 ＲＯＥ 格式．数据损失为观测值 ｙ（ｘｄ
ｉ ，ｔｐ） 和 ＲＯＥ⁃ＰＩＧＮＮ 预测
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值 ｕｐｒｅｄ（ｘｄ
ｉ ，ｔｐ；θ） 之间的均方误差，具体形式为 Ｌｄａｔａ（θ；Ｄｄ） ＝ Ｅ［‖ｙ（ｘｄ，ｔｐ）‖２

２］ ．

３　 Ｅｕｌｅｒ 方程算例

３．１　 Ｒｉｅｍａｎｎ问题

Ｅｕｌｅｒ 方程的间断初值问题称为激波管问题，也叫 Ｒｉｅｍａｎｎ 问题．该问题描述的是无黏理想气体受一根

管道中压力或者速度驱动在突变初始条件下的变化过程．一维激波管问题是为数不多的存在精确解的 ＣＦＤ
问题，常常作为检测算例来检验数值格式．除此之外，很多数值方法都包含了 Ｒｉｅｍａｎｎ 精确求解器或近似求

解器，以提高捕捉激波和处理光滑区域的能力．因此，对一维激波管问题进行学习和实现是最基本的也是具

有现实意义的．本文选取典型工况作为模型的验证算例：

　 　
ＷＬ ＝ ［１　 ０　 １］，
ＷＲ ＝ ［０．１２５　 ０　 ０．１］，{ （１１）

其中 ＷＬ，Ｒ ＝ ［ρ Ｌ，Ｒ，ｕＬ，Ｒ，ｐＬ，Ｒ］ ．
在此工况下，右侧有一道激波冲出，激波扫过的地方，压强、速度、密度都开始增加．左侧第一道波为膨胀

波，膨胀波扫过的地方压强、密度均会下降（膨胀波内部物理量连续、光滑，头尾物理量连续（并非突变），但
导数不连续（弱间断））．计算使用的网格为在 ｘ 方向和 ｙ 方向从 ０ 到 １ 的范围内 １００ 等分，共计１０４网格．

模型的输入为当前时刻的流场数据，包括 ρ，ｕ，ｖ，ｐ 和网格节点信息，输出为下一时刻的流场数据．残差

损失中的空间梯度采用两种计算方法，一种是最小二乘法［３２］，一种是 ＲＯＥ 格式．最小二乘法计算简单，在没

有激波间断的算例中表现良好，但是如果流场出现间断，会因为数值格式的不稳定导致数值振荡．
训练过程中选取的时间步长为 Δｔ ＝ ２ × １０ －３， 训练时间步数为 ２０，模型迭代优化步数为 ２５ ０００ 步，最终

四个方程均已收敛，能量方程的残差略高为１０－２，连续方程残差为１０－３ ．如图 ３（ａ）所示，红色虚线表示的初始

场，２０ 个时间步后到绿色线表示的位置，实线表示模型的预测结果，虚线表示精确解．前 ２０ 个时间步为模型

的训练过程，后续时间步为模型的时间外推结果．可以看出：膨胀波内预测较为准确，但在激波后压强产生了

剧烈的波动，随着时间的推进波动进一步加大，到第 ４０ 个时间步，振荡的幅值占比到 ６０％．图 ３（ｂ）、３（ｃ）为
二维云图结果，横纵坐标为网格边界节点编号，每一组图的左侧为准确值，右侧图为模型预测值．从图 ３ 云图

中也可以看出，采用该方法预测得到的值与精确值的差异较大．使用 ＲＯＥ 格式代替最小二乘法计算模型损

失，结果如图 ４（ａ）所示．结果显示激波后的振荡明显消除，在训练工况之外，也是就时间推到第 ６０ 个时间

步，采用 ＲＯＥ 格式的模型预测精度更高．从图 ４（ｂ）、４（ｃ）也可看出 ＰＩＧＮＮ 的计算值与精确值较接近．为量化

误差，定义误差：

　 　 Ｌ ＝ ∑
Ｎ

ｋ ＝ １
（ｕｋ － ｕ－ ｋ ） Ｎ ．

（ａ） ｙ ＝ ０．５ 截面

（ａ） Ａｔ ｔｈｅ ｙ ＝ ０．５ ｓｅｃｔｉｏｎ
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（ｂ） ０ 和 ２０ 时间步 （ｃ） ４０ 和 ６０ 时间步

（ｂ） Ａｔ ０ ａｎｄ ２０ ｔｉｍｅ ｓｔｅｐ （ｃ） Ａｔ ４０ ａｎｄ ６０ ｔｉｍｅ ｓｔｅｐ
图 ３　 ＳＯＤ 激波管问题中，以最小二乘法计算 ＰＤＥ 损失的模型获得的压强 ｐ 结果

Ｆｉｇ． ３　 Ｐｒｅｓｓｕｒｅ ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｂｔａｉｎｅｄ ｆｏｒ ｔｈｅ ｍｏｄｅｌ ｗｉｔｈ ＰＤＥ ｌｏｓｓｅｓ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｌｅａｓｔ ｓｑｕａｒｅｓ ｍｅｔｈｏｄ ｉｎ ｔｈｅ ＳＯＤ ｓｈｏｃｋ ｔｕｂｅ ｐｒｏｂｌｅｍ

注　 为了解释图中的颜色，读者可以参考本文的电子网页版本，后同．

　 　 误差随时间的变化曲线如图 ５ 所示，采用 ＲＯＥ 格式后的模型相比于最小二乘法的模型误差降低约 ８０％．
３．２　 非均匀压力传播问题

我们在上一算例中验证了结合 ＲＯＥ 格式的 ＰＩＧＮＮ 在有间断的算例中的计算精度．接下来将对非均匀

压力场的传播问题进行计算，并在不同的工况下进行测试，以验证 ＰＩＧＮＮ 的泛化能力，网格设置与前一算例

一致．具体问题为在计算区域中心位置，流场压强高于周围压强，速度为零，后续高压区域将不断向四周扩

散．如图 ６ 所示，实线表示模型计算结果，虚线表示理论计算结果．矩形区域中心位置处压强高，周围压强低，
在压差的作用下，流体开始向外流动．红色线表示的是中间截面上压强的分布，随着流动的进行在 ８０ 个时间

步后推进到绿色线位置．在此算例中取 ８０ 个时间步作为训练数据，时间步长取 Δｔ ＝ ２ × １０ －４ ．可以看出训练

的结果与理论计算值吻合良好，理论值的计算采用的是显式时间推进，空间梯度的计算统一采用 ＲＯＥ 格式．
在 ８０ 步之后的模型计算结果属于外推结果．模型可以预测后 ８０ 个时间步，即预测到 １６０ 步表现良好，结果

如图 ６ 中的黑色实线．为查看流场其他位置的计算结果，图 ６（ｂ）、６（ｃ）展示了压强 ｐ 的云图分布．与理论计算

结果相比，两者较为吻合．继续时间外推，模型的预测结果变差明显．

（ａ） ｙ ＝ ０．５ 截面

（ａ） Ａｔ ｔｈｅ ｙ ＝ ０．５ ｓｅｃｔｉｏｎ
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（ｂ） ０ 和 ２０ 时间步 （ｃ） ４０ 和 ６０ 时间步

（ｂ） Ａｔ ０ ａｎｄ ２０ ｔｉｍｅ ｓｔｅｐ （ｃ） Ａｔ ４０ ａｎｄ ６０ ｔｉｍｅ ｓｔｅｐ
图 ４　 ＳＯＤ 激波管问题中，以 ＲＯＥ 格式计算 ＰＤＥ 损失的模型获得的压强 ｐ 结果

Ｆｉｇ． ４　 Ｐｒｅｓｓｕｒｅ ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｂｔａｉｎｅｄ ｆｏｒ ｔｈｅ ｍｏｄｅｌ ｗｉｔｈ ＰＤＥ ｌｏｓｓｅｓ ｉｎ ｔｈｅ ＲＯＥ ｆｏｒｍａｔ ｆｏｒ ｔｈｅ ＳＯＤ ｓｈｏｃｋ ｔｕｂｅ ｐｒｏｂｌｅｍ

图 ５　 误差随时间变化的结果

Ｆｉｇ． ５　 Ｅｒｒｏｒｓ ｏｖｅｒ ｔｉｍｅ

（ａ） ｙ ＝ ０．５ 截面

（ａ） Ａｔ ｔｈｅ ｙ ＝ ０．５ ｓｅｃｔｉｏｎ
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（ｂ） ０ 和 ８０ 时间步 （ｃ） １２０ 和 １６０ 时间步

（ｂ） Ａｔ ０ ａｎｄ ８０ ｔｉｍｅ ｓｔｅｐ （ｃ） Ａｔ １２０ ａｎｄ １６０ ｔｉｍｅ ｓｔｅｐ

图 ６　 训练工况和时间外推下，模型计算压强场的结果

Ｆｉｇ． ６　 Ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｔｈｅ ｃａｌｃｕｌａｔｅｄ ｐｒｅｓｓｕｒｅ ｆｉｅｌｄ ｆｏｒ ｔｈｅ ｍｏｄｅｌ ｕｎｄｅｒ ｔｒａｉｎｉｎｇ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ ａｎｄ ｔｉｍｅ ｅｘｔｒａｐｏｌａｔｉｏｎ

改变初始压强场的分布，主要变化为增大了初始压强的峰值，计算结果如图 ７ 所示．模型在第 ８０ 个时间

步的结果与理论值有微小差异，继续外推到第 １６０ 个时间步，两者差异加大，但是基本吻合．说明模型除具备

时间外推能力，还具备初始条件的外推．误差曲线展示于图 ８ 中，在新工况下，模型的平均误差小于 ０．０６％，
峰值误差小于 ２％．

我们将流体力学中一种基于 Ｒｉｅｍａｎｎ 近似解的通量差分分裂格式应用于 ＰＩＧＮＮ 模型来求解 Ｅｕｌｅｒ 方程．
该格式以其数值耗散低、接触间断分辨率高、激波捕捉能力强等优点，广泛应用于 ＣＦＤ 的计算中．数值实验

结果表明，应用了 ＲＯＥ 格式的 ＰＩＧＮＮ 计算精度高于采用最小二乘法的计算结果，并得出以下结论：差分格

式的精度对存在激波间断的算例影响较大，差分格式精度越高，对间断的处理越好，ＰＩＧＮＮ 的预测精度越

高；ＲＯＥ⁃ＰＩＧＮＮ 求解 Ｅｕｌｅｒ 方程具备一定的时间泛化能力，时间预测步数约为训练步数的三倍；针对单一工

况的训练可实现在附近工况上的预测，预备一定的初始条件泛化能力．

（ａ） ｙ ＝ ０．５ 截面

（ａ） Ａｔ ｔｈｅ ｙ ＝ ０．５ ｓｅｃｔｉｏｎ
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（ｂ） ０ 和 ８０ 时间步 （ｃ） １２０ 和 １６０ 时间步

（ｂ） Ａｔ ０ ａｎｄ ８０ ｔｉｍｅ ｓｔｅｐ （ｃ） Ａｔ １２０ ａｎｄ １６０ ｔｉｍｅ ｓｔｅｐ

图 ７　 新初始场下，模型计算压强场的结果

Ｆｉｇ． ７　 Ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｔｈｅ ｃａｌｃｕｌａｔｅｄ ｐｒｅｓｓｕｒｅ ｆｉｅｌｄ ｆｏｒ ｔｈｅ ｍｏｄｅｌ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｎｅｗ ｉｎｉｔｉａｌ ｆｉｅｌｄ

图 ８　 误差随时间步的变化趋势

Ｆｉｇ． ８　 Ｔｒｅｎｄｓ ｏｆ ｅｒｒｏｒｓ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｔｉｍｅ ｓｔｅｐ

４　 不可压 ＮＳ 方程算例

ＮＳ 方程比 Ｅｕｌｅｒ 方程多了黏性项，二阶导数的计算采用最小二乘法．选取二维圆柱绕流作为验证模型能

力的算例．方程中的 Ｒｅｙｎｏｌｄｓ 数表征的是流体的惯性力和黏性力的关系，随着 Ｒｅｙｎｏｌｄｓ 数的增大，流动状态

将由定常流动转为非定常流动．随着 Ｒｅｙｎｏｌｄｓ 数的进一步增加，流动将由非定常层流向非定常湍流发展．后
续算例取 Ｒｅｙｎｏｌｄｓ 数 Ｒｅ ＝ ６０， 此状态为非定常层流流动．计算区域和网格如图 ９ 所示，圆柱表面分布 １００ 个

网格节点，尾迹区加密，总网格共计 ８ ０８９ 个节点，１５ ８９２ 个网格单元．
对于此算例，我们在 Ｒｅｙｎｏｌｄｓ 数 Ｒｅ ＝ ６０ 下以传统数值求解生成流场．速度入口的值为 １０ ｍ ／ ｓ，出口边界

为压力出口，上下面为有滑移壁面．计算使用的时间步长为 ０．０１ ｓ，历经多个时间步后，流场进入周期性阶段．
取进入周期后的流场作为模型的初始输入．全流场数据输入流场后输出下一时刻的流场数据，训练阶段提供

方程残差信息，预测阶段无方程信息参与．
４．１　 方程驱动的 ＲＯＥ⁃ＰＩＧＮＮ

在此算例中，只考虑 ＮＳ 方程的损失项，和传统算法类似，不借助任何数据只用方程本身求解，属于无监
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督学习．在此工况下，设定速度入口的值为 １０ ｍ ／ ｓ，流动的周期为 ８０ 个时间步，即 ０．８ ｓ ．模型训练只用 ＰＤＥ
的损失，可以训练 ２０ 步（１ ／ ４ 周期），时间步长取 １×１０－２ ｓ ．如图 １０ 所示，每一组的上图为模型的预测结果，下
图为传统数值求解的计算结果，流场的主要变化区域为尾迹区．

图 ９　 计算采用的网格的整体视图与局部视图

Ｆｉｇ． ９　 Ｏｖｅｒａｌｌ ａｎｄ ｌｏｃａｌ ｖｉｅｗｓ ｏｆ ｔｈｅ ｇｒｉｄ ｕｓｅｄ ｆｏｒ ｔｈｅ ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ

（ａ） ｔ ＝ ０ （ｂ） ｔ ＝ ２０

（ｃ） ｔ ＝ ４０ （ｄ） ｔ ＝ ６０
图 １０　 以 ＰＤＥ 损失训练 ＰＩＧＮＮ 在不同时刻的计算结果

Ｆｉｇ． １０　 Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｔｒａｉｎｉｎｇ ＰＩＧＮＮ ｗｉｔｈ ＰＤＥ ｌｏｓｓｅｓ ａｔ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｍｏｍｅｎｔｓ
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预测结果说明，前文介绍的方法计算的梯度和二阶导数项与数值求解基本一致．在前 ２０ 个时间步，即训

练步，速度误差在 １ ｍ ／ ｓ 以内，误差随时间的外推不断增大，在第 ５０ 时间步误差小于 ２ ｍ ／ ｓ，继续外推误差增

加更为明显，流场速度值逐渐发散．由于空间和时间离散误差，因此两者的计算结果很难做到完全一致．
４．２　 数据增强的 ＲＯＥ⁃ＰＩＧＮＮ
４．２．１　 小区域范围添加数据损失

相较于传统数值求解，ＲＯＥ⁃ＰＩＧＮＮ 除了借助方程信息外，还可集成数据信息．如式（９）所示，以加权的形

式将数据损失纳入训练中，同时优化方程的残差损失和数据损失．选取圆柱后方 ７ 倍直径长、２ 倍直径宽的区

域作为数据损失区，即认为此区域流场数据已知（如图 １１ 所示），流场的其他位置使用方程损失．在选择数

据损失的加权因子时，根据接近收敛时比较两项损失的大小，调整加权因子使得两者在同一数量级，保证两

者对最终结果的影响是一致的．
计算结果如图 １１ 所示（上图为预测结果，下图为数值模拟结果）．方程计算 １００ 步，步长 １×１０－２ ｓ，在尾

迹区计算结果较好，但是在下游 １０ 倍直径位置方程损失较大，在出口位置损失大．
４．２．２　 全空间范围低时间频率添加数据损失

添加低时间频率的数据损失．数据量在时间维度上降低到 ＰＤＥ 损失的 １ ／ １０， 添加数据的区域为全流

场，即间隔 １×１０－１ ｓ 计算一次数据损失．

（ａ） ｔ ＝ ０

（ｂ） ｔ ＝ ５０ （ｃ） ｔ ＝ １００
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（ｄ） ｔ ＝ １５０ （ｅ） ｔ ＝ ２００
图 １１　 圆柱尾迹区添加数据损失的计算结果

Ｆｉｇ． １１　 Ｃａｌｃｕｌａｔｅｄ ｒｅｓｕｌｔｓ ａｆｔｅｒ ａｄｄｉｎｇ ｄａｔａ ｌｏｓｓｅｓ ｔｏ ｔｈｅ ｃｙｌｉｎｄｒｉｃａｌ ｗａｋｅ ａｒｅａ

模型计算 １００ 个时间步，训练 ３０ ０００ 步后残差基本持平，不再下降．计算结果与数值求解结果较为接近，
模型可以实现 ３００ 步的时间外推，计算结果如图 １２ 所示（上图为预测结果，下图为数值模拟结果）．到第 ２５０
步时，最大绝对误差小于上一算例．但是平均误差略大于上一算例，因为误差主要出现在圆柱附近，此位置网

格密度较大．
通过前面算例的计算和分析可以看出，只用 ＰＤＥ 的残差作损失外推效果较差．这是因为方程残差只能

反应两个相邻时刻的误差，若某一时刻的流场预测出现偏差，这种偏差会随之积累到下一时刻，即相当于方

程的初始值发生了改变．添加数据损失会将累积的误差进行修正，确保不会偏离原始推进方向．
图 １３ 展示了利用全空间范围低时间频率的数据驱动模型与数据加方程损失驱动模型的计算和外推结

果在圆柱尾迹区的误差．前 １００ 步的最大训练误差保持在 １ ｍ ／ ｓ 以内，后续的时间外推结果的最大误差保持

在 ２ ｍ ／ ｓ 以内．选取区域的 ｘ 和 ｙ 坐标范围为［２，１０］，［－３，－１］，与数值求解的计算结果对比计算误差．其中

ｄａｔａ 表示模型训练只用数据损失；ｄａｔａ＋ＰＤＥ 表示添加数据损失和方程损失一块训练，即给上一模型提供了

更丰富的训练信息．模型 Ｂ 的误差要小于模型 Ａ，即模型在训练过程中结合方程损失可以得到更为精细的流

动结构，误差降低了 ６０％．

（ａ） ｔ ＝ ０ （ｂ） ｔ ＝ ５０
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（ｃ） ｔ ＝ １００ （ｄ） ｔ ＝ １５０

（ｅ） ｔ ＝ ２００ （ｆ） ｔ ＝ ２５０

图 １２　 在少量的几个时刻添加数据损失的计算结果

Ｆｉｇ． １２　 Ｃａｌｃｕｌａｔｅｄ ｒｅｓｕｌｔｓ ｗｉｔｈ ｄａｔａ ｌｏｓｓｅｓ ａｄｄｅｄ ａｔ ａ ｓｍａｌｌ ｎｕｍｂｅｒ ｏｆ ｍｏｍｅｎｔｓ

图 １３　 纯数据驱动和数据加方程驱动模型计算的尾迹区平均误差趋势

Ｆｉｇ． １３　 Ｔｒｅｎｄｓ ｏｆ ｍｅａｎ ｅｒｒｏｒｓ ｉｎ ｔｈｅ ｔａｉｌｒａｃｅ ａｒｅａ ｃａｌｃｕｌａｔｅｄ ｂｙ ｐｕｒｅｌｙ ｄａｔａ⁃ｄｒｉｖｅｎ ａｎｄ

ｄａｔａ⁃ｐｌｕｓ⁃ｅｑｕａｔｉｏｎ⁃ｄｒｉｖｅｎ ｍｏｄｅｌｓ
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５　 结　 　 论

本文提出了一种新的基于物理信息的机器学习框架，该框架结合了 ＣＦＤ 中常用空间离散格式方案以及

ＧＮＮ 在求解 ＰＤＥ 时获得的更高的精度和时间外推能力．在没有数据可用时，模型可只借助 ＰＤＥ 的方程残差

来求解方程．通过解决与实际问题相对应的激波管问题压力场传播等（Ｅｕｌｅｒ 方程），说明了此架构在求解

ＰＤＥ 方面的精确性．
与传统的数值算法相比，ＲＯＥ⁃ＰＩＧＮＮ 框架在求解 ＰＤＥ 时，具有显著的优势．首先，ＰＩＧＮＮ 框架极大地降

低了求解 ＰＤＥ 的门槛，无需用户深入了解方程本身复杂的物理原理和数学结构．这是因为 ＰＩＧＮＮ 框架通过

结合物理知识和机器学习算法，可以自动学习方程的隐式特征和模式，从而实现对 ＰＤＥ 的有效求解．其次，
ＰＩＧＮＮ 引入了机器学习的自动化特性，使得并行计算的实现更加简单和高效．传统的并行计算往往需要程序

员编写复杂的并行算法和调度代码，而在 ＰＩＧＮＮ 中，由于其内置的并行处理机制，用户可以更轻松地利用多

核处理器或分布式计算资源，从而大大提高计算效率．此外，ＰＩＧＮＮ 框架还具备数据同化的能力．数据同化是

一种将模型预测与实际观测数据融合的技术，这使得模型能够利用有限的实验数据来修正和优化其预测，即
使在数据不完整或存在噪声的情况下，也能提供更准确的结果．

与 ＰＩＮＮ 相比我们的模型还具备外推能力，训练一定的步数后，可以预测后续的结果．在 Ｅｕｌｅｒ 方程的算

例中，预备一定的初始条件泛化能力，模型的平均误差小于 ０．０６％，峰值误差小于 ２％．在二维不可压 ＮＳ 方程

控制的圆柱绕流问题的时间外推上，单纯的方程损失只能考虑到相邻两步的相对误差，会存在误差累积的问

题．只用方程损失作训练，训练时间不足一个周期，不能满足长时外推的需求，而结合少量的数据即可解决这

一问题．数据作为一种强约束可以将方程的误差即时修正，达到更长时间的稳定泛化．经对比计算分析得出

ＰＩＧＮＮ 可以实现不可压层流 ＮＳ 方程的数值求解，并具备时间外推能力，外推步数为训练步数的两倍．给模

型提供关键区域或少量几个时刻的数据信息增强 ＰＩＧＮＮ 的泛化能力，实现圆柱绕流的周期性求解．与单纯

的数据驱动对比，结合方程损失后，可以实现 ＮＳ 方程的更高精度的求解和时间外推，误差降低了 ６０％．
目前来看，我们的模型 ＲＯＥ⁃ＰＩＧＮＮ 还存在一些问题，除了训练慢，收敛难也是个问题．因为 ＰＤＥ 的残差

作为损失函数中的约束，可以理解为是一种软约束．使用梯度下降法求得的最优通常只是各个点互相“妥协”
的最优．自动微分是不存在截断误差的，因此可以比较精确地求出方程的损失．然而，我们的模型在空间微分

计算时引入了逼近误差，经过实验比较发现逼近误差的数量级大于截断误差．如果想改进这一点，可能需要

更先进的优化理论或空间微分逼近方法．靠方程约束并不是万能的，在定义域空间内，有无数种解是满足方

程的，只有初始条件和边界条件作为强约束下，该解才是唯一的，而神经网络方法并不能做到强约束．因此若

无内部“监督点”，会经常出现方程的损失很小，但解的形态明显不正确．后续工作考虑引入模态分解等技术，
在求解过程中去噪，增强模型的收敛性和稳定性．模型的框架设计上，引入 ＬＳＴＭ 等序列结构，增强时间外推

能力．
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