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摘要：　 由于计算能耗低、效率高，以单精度 ／半精度计算单元为主的 ＧＰＵ ／ ＴＰＵ ／ ＮＰＵ 等算力已成为人工智能计算

的主要模式，但无法直接应用于浮点精度需求高的微分方程求解，不能直接替代双精度算力．通过结合单 ／双精度各

自的优势，提出了兼顾效率和精度的大型稀疏线性方程组的混合精度求解格式．发展了面向稀疏大型矩阵的

ＧＭＲＥＳ 细化迭代算法（ｓｐａｒｓｅ ＧＭＲＥＳ⁃ＩＲ）．首先分析了流体力学仿真问题中的矩阵数据分布特点，通过双精度做预

处理，单精度细化迭代，使单精度计算应用于算法主要耗时部分，发挥了计算效率优势．通过求解开源数据集提供的

３３ 个线性方程组验证了所提出方法的精度和效率．结果表明，在单核 ＣＰＵ 上，相同精度要求下，提出的单双混合精

度算法可以实现最高 ２．５ 倍的加速效果，且在大规模矩阵下效果更突出．
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０　 引　 　 言

高性能计算硬件常用于解决科学、工程等计算领域的大规模问题．其中，计算流体力学（ ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ
ｆｌｕｉｄ ｄｙｎａｍｉｃｓ，ＣＦＤ）是高性能计算硬件的重要应用方向之一．随着计算复杂度与日俱增，ＣＦＤ 对计算效率的

要求也不断提升［１］ ．图像处理器（ＧＰＵ）等高性能硬件为求解复杂微分方程问题加速提供了新的可能．
近年来，国内外越来越多的硬件供应商推出了多精度浮点数混合计算单元架构的高性能计算硬件［２⁃３］ ．

如 Ｇｏｏｇｌｅ 的张量处理单元（ ｔｅｎｓｏｒ ｐｒｏｃｅｓｓｉｎｇ ｕｎｉｔ，ＴＰＵ），ＯｐｅｎＡＩ 的神经处理单元（ ｎｅｕｒａｌ ｐｒｏｃｅｓｓｉｎｇ ｕｎｉｔ，
ＮＰＵ），都使用了低精度计算进行神经网络训练．这里的精度指的是计算机内部存储浮点数的精度，有 ２ 个基

本类型：ｆｌｏａｔ（ＦＰ３２）和 ｄｏｕｂｌｅ（ＦＰ６４），称为单精度浮点数和双精度浮点数．目前，许多硬件在设计中加入了

半精度（ＦＰ１６）浮点数计算单元，其内存大小仅为单精度浮点数的一半．一方面，低精度的计算单元可以在相

同功耗下提供比高精度计算单元更强的算力［４］ ．在 ２０１７ 年发布的 Ｔｅｓｌａ Ｖ１００ ＧＰＵ 上，半精度的矩阵处理速

度是双精度的 ４ 倍［５］ ．在 ２０２０ 年发布的 ＮＶＩＤＩＡ Ａ１００ ＧＰＵ 上，单精度张量核心计算单元（ＴＦ３２）的处理能力

是双精度浮点计算单元的 ８ 倍左右；半精度计算单元（ＦＰ１６ 和 ＢＦ１６）的处理能力则是双精度的 １５ 倍以上．
这说明先进的高性能计算硬件的低精度浮点计算算力正在不断提高．另一方面，这些计算单元可以在不影响

深度学习处理效果的前提下，大幅度降低功耗需求．与同等规模的系统相比，ＴＰＵｖ４ 相比基于 ＮＶＩＤＩＡ Ａ１００
的系统，计算效率可提高 ７０％，同时功耗降低 ５０％［６］ ．这展现了低精度浮点计算单元在高性能硬件改善计算

效率和降低能源消耗上的潜能．
低精度浮点单元对大型网络训练性能的提升已经有显著成效［７⁃９］ ．但是在实际工程问题中通常采用高精

度计算，以满足实际问题的数值精度要求．基于低精度或混合浮点数计算单元的硬件无法在高精度计算中发

挥出优势．因此，综合高精度浮点数计算和低精度浮点数计算的混合精度算法逐渐得到了重视［１０］ ．混合精度

算法通过在算法的主要耗时部分采用低精度计算，在数据存储过程中采用高精度计算，结合了低精度算法的

计算效率优势和高精度算法的准确性．在不影响结果精度的前提下，提高算法的计算效率．
目前，关于混合精度算法的研究问题，主要集中于求解线性方程组．混合精度算法进行线性方程组求解

可以分为两个基本过程：预处理和细化迭代．预处理过程主要通过对原始的待求解矩阵进行矩阵分解，生成

相应的预处理矩阵，以改善原始方程组的求解难度，提高求解效率．细化迭代部分首先通过一次求解后获得

的解向量构造残差方程组，得到解向量的校正项，并对解向量进行修正．
根据细化迭代部分的求解方法不同，混合精度迭代算法可以分为直接求解法和迭代求解法．直接求解法

通过对待求解矩阵进行三角分解或正交变换，可以在有限步数内获得方程的精确解；迭代求解法则通过给定

初值，通过构造无穷序列来无限逼近精确解．Ｂｕｔｔａｒｉ 等［９］ 基于直接求解法构造混合精度算法．使用低精度的

多前端稀疏求解器（ＭＵＭＰＳ） ［１１］和 ＳｕｐｅｒＬＵ 分解［１２］ 做预处理．Ｈｏｇｇ 和 Ｓｃｏｔｔ［１３］ 设计了稀疏对称矩阵的混合

精度求解器，采用低精度的 ＬＤＬ 分解预处理，在单核 ＣＰＵ 上，单双精度计算在超大规模的矩阵上起到了 ２ 倍

的加速效果．

１４第 １ 期　 　 　 　 　 　 　 　 郑森炜，等： 面向流体力学仿真的大型稀疏矩阵混合精度 ＧＭＲＥＳ 加速算法



本文的求解算法以迭代求解法为基础．Ｃａｒｓｏｎ 等［１４］ 提出了 ＧＭＲＥＳ⁃ＩＲ（ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ ｍｉｎｉｍａｌ ｒｅｓｉｄｕａｌ ｗｉｔｈ
ｉｎｃｏｍｐｌｅｔｅ Ｒｉｃｈａｒｄｓｏｎ）算法，使用 ＧＭＲＥＳ 算法实现细化迭代过程，通过理论和数值实验证明所提出的算法

收敛条件与待解矩阵的条件数相关．Ｈｉｇｈａｍ 和 Ｐｒａｎｅｓｈ［１５］通过数值实验，分析了半精度、单精度、双精度两两

混合的 ＧＭＲＥＳ⁃ＩＲ 算法的收敛性质．Ｌｏｅ 等［１６］研究了 ＧＭＲＥＳ⁃ＩＲ 的参数调节方法．Ａｍｅｓｔｏｙ 等［１７］ 研究了五精

度的 ＧＭＲＥＳ⁃ＩＲ 的效果，并从条件数的角度研究了算法的收敛条件． Ｈａｉｄａｒ 等［１８］ 在 ＧＰＵ 平台上测试了

ＧＭＲＥＳ⁃ＩＲ 算法，使用了 ＮＶＩＤＩＡ 提供的 ＣＵＤＡ 库，发现半双混合精度的 ＧＭＲＥＳ⁃ＩＲ 算法在 ＧＰＵ 平台实现了

最大 ４ 倍的加速效果，但这仅仅是在大规模矩阵上的加速效果．
以上的算法都是基于稠密存储的矩阵数据． Ｚｏｕｎｏｎ 和 Ｈｉｇｈａｍ 等［１９］ 则研究了基于稀疏存储数据的

ＧＭＲＥＳ⁃ＩＲ 的加速效果，使用了低精度的 ＬＵ 分解作为预处理．结果表明，基于稀疏存储的 ＬＵ 分解算法在低

精度计算中的加速效果不明显．原因在于对稀疏矩阵的分析和排序操作花费了大量的时间，而实际的浮点计算

部分较少．上述研究的核心思想都来源于 Ｃａｒｓｏｎ 等［１４］ 提出的 ＧＭＲＥＳ⁃ＩＲ 算法．本文所采取算法的基础也是如

此．Ｇｒａｔｔｏｎ 等［２０］则提出了一种不精确的 Ｋｒｏｙｌｏｖ 子空间算法，并称为 ＧＭＲＥＳ⁃ＦＤ（ＧＭＲＥＳ ｆｌｏａｔ ｔｏ ｄｏｕｂｌｅ）．Ｇｉｒａｕｄ
等［２１］和 Ｇöｂｅｌ 等［２２］分别以多重网格法和近似逆方法作为预处理，分析了其加速效果．

以往基于混合精度算法的线性方程求解器仍然面临一些待解决的问题．首先，由于稀疏矩阵的计算涉及

大量的排序、分析和查找操作，实际的数值计算部分相对较少，混合精度算法的加速效果有限．其次，目前的

研究对象主要集中在低条件数的任意方程组上，还没有针对工业问题中特定数值结构提出适用的求解方法．
需要进一步的研究和探索．

在 ＣＦＤ 求解过程中形成的 Ｊａｃｏｂｉ 矩阵属于大型高度稀疏矩阵，使用传统的稠密矩阵算法会耗费大量内

存和时间．本文在经典 ＧＭＲＥＳ⁃ＩＲ 算法的基础上，开发了一种更适用于 ＣＦＤ 问题的线性方程组求解算法，即
ｓｐａｒｓｅ ＧＭＲＥＳ⁃ＩＲ 算法．该算法采用了高精度的不完全 ＬＵ（ ｉｎｃｏｍｐｌｅｔｅ ＬＵ，ＩＬＵ）分解作为预处理，低精度的

ＧＭＲＥＳ 算法进行细化迭代．在公开的稀疏矩阵数据集上进行数值实验．在单核 ＣＰＵ 上，单双混合精度实现最

高 ２．５ 倍的加速效果．
本文的算例测试平台基于单核 ＣＰＵ，但设计算法理论可以拓展到多核系统及异构系统，并有望取得更

大的加速效果．本文算法的核心方法是 ＩＬＵ 分解算法和稀疏矩阵架构下的 ＧＭＲＥＳ 迭代方法．基于两种算法

的并行实现已有相关研究．陈华等［２３］ 研究了 ＧＰＵ 平台上的预处理稀疏矩阵 ＧＭＲＥＳ 算法并行效果，并与

ＣＰＵ 算力结果进行对比，获得了 ３ ～ １０ 倍的加速效果．同时，由于混合精度算法的主要耗时部分通过低精度

浮点数运算实现，随着高性能计算硬件的低精度浮点数处理能力的增强，理论上，本文所发展的算法将有更

大的加速效果．

１　 数 值 方 法

１．１　 隐式时间推进方法

对于本文所关心的 ＣＦＤ 问题，其求解的控制方程，可以描述为如下的半离散形式［２４］：

　 　 ∂Ｑ
－

∂ｔ
＋ Ｒ（Ｑ

－
） ＝ ０， （１）

其中空间项为离散格式，而时间项仍为连续导数形式．此处 Ｑ
－
＝ Ｊ －１Ｑ，Ｑ为守恒变量， Ｊ 是空间变换下的 Ｊａｃｏ⁃

ｂｉ 矩阵．对于定常问题，时间导数项最终收敛到 ０，可以忽略时间导数，离散方程可以简化为

　 　 Ｒ（Ｑ
－
） ＝ ０． （２）

定义 ΔＱ
－ ｎ
ｉ ＝ Ｑ

－ ｎ＋１
ｉ － Ｑ

－ ｎ
ｉ ， 表示一次推进过程前后的差量． 对于 ＮＳ 方程， 式（２）中的离散方程为非线性方

程，通常需要对左端项做线化处理．基于 Ｔａｙｌｏｒ 展开可以得到

　 　 Ｒ（Ｑ
－ ｎ＋１
ｉ ） ＝ Ｒ（Ｑ

－ ｎ
ｉ ） ＋ Ａｎ

ｉ ΔＱ
－ ｎ
ｉ ， （３）

其中 Ａｎ
ｉ ＝ （∂Ｒ ／ ∂Ｑ） ｎ

ｉ 为通量 Ｊａｃｏｂｉ 矩阵．
为了确保算法的稳定性， 可以在式（３）左端引入伪时间项．伪时间项区别于物理时间， 随着推进过程伪
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时间项收敛到 ０， 方程退化回式（３）．此处可以不用考虑伪时间项的离散阶数， 采用运算成本较低的 Ｅｕｌｅｒ 法
离散：

　 　
ΔＱ

－ ｎ
ｉ

Δτ
＋ Ｒ（Ｑ

－ ｎ＋１
ｉ ） ＝ ０， （４）

其中 ΔＱ
－ ｎ
ｉ ／ Δτ 便是引入的伪时间项，将式（４）代入式（３）中，整理可得

　 　 Ｊ
Δτ

＋ ∂Ｒ
∂Ｕ

ｍ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ΔＱｍ ＝ － Ｒ（Ｑｍ） ． （５）

式（５）为 ＣＦＤ 求解格式，该式中的待求解矩阵通常会有以下特点：
① 对角占优性．隐式推进方程由于引入了伪时间项，增大了主对角线上元素的大小．因此矩阵通常有对

角占优性质，这改善了求解的稳定性．
② 高度稀疏性．通量 Ｊａｃｏｂｉ 矩阵中绝大部分值都是 ０．鉴于常用离散方法，如有限差分法和有限体积法，

其离散化过程仅涉及相邻单元的通量传递，从而使得矩阵中绝大多数元素值为零．
上述的数据的两个特点决定了本文算法架构．由于矩阵是高度稀疏的，为了提高运算效率，降低计算机

的内存需求，必须采用基于稀疏存储的算法；由于对角占优性，原始方程组的求解条件良好，即使采用低精度

的迭代算法仍然可以收敛．这保证了混合精度算法在 ＣＦＤ 问题上的适用性．
１．２　 细化迭代方法

线性方程组求解问题可以表示为 Ａｘ ＝ ｂ， 其中 Ａ 为待求解矩阵， ｂ 为右端项， ｘ 为待求解向量．在考虑计

算机舍入误差的情况下，其精确解可以表示为如下形式：
　 　 ｘ ＝ Ａ －１ｂ ＝ ｘ∗ ＋ ｄ， （６）

其中 ｄ 为浮点数精度产生的舍入误差， ｘ∗ 为计算机实际求解出的解向量．定义残差 ｒ ＝ Ａｘ∗ － ｂ， 结合式（６）
可得

　 　
Ａ －１ｒ ＝ ｘ∗ － ｘ ＝ ｄ，
Ａｄ ＝ ｒ ．{ （７）

即通过求解残差方程组 Ａｄ ＝ ｒ，可以得到待求解向量的修正量，且每当通过求解残差方程组对待求解向量更

新后，都可以获得一个新的残差方程组．该方程组的待求解矩阵与原始方程相同，而右端项为更新后的方程

残差．通过多次迭代求解残差方程，即可逐渐获得更高精度的解向量．该思想称为细化迭代思想．整个细化迭

代过程如下：
① 给定初值 ｘ， 获得初始的残差 ｒ ＝ Ａｘ － ｂ；
② 通过求解残差方程组 Ａｄ ＝ ｒ， 获取修正量；
③ 更新修正后的解向量 ｘｋ＋１ ＝ ｘｋ ＋ ｄ；
④ 重复步骤①—③，直到方程残差 ‖Ａｘ － ｂ‖ 达到精度要求．
对于线性方程组求解问题，其所能达到的最高精度，取决于计算机可以有效存储的最高精度，称为机械

精度．浮点数以二进制形式存储，标准形式表示为

　 　 Ｖ ＝ ２Ｅ × （ － １） Ｓ × Ｍ ． （８）
浮点数存储由三部分组成：符号位 Ｓ、有效位 Ｍ、指数位 Ｅ ．机械精度由有效位和指数位的数值范围共同

决定，但通常取决于有效位数的大小．因为指数位可表达的数值范围大小远超有效位．表 １ 展示了 ＩＥＥＥ７５４
标准下的单精度和双精度的有效位数和数值范围．可以看到单精度浮点数的最小可表达的数值大小为１０－４５，
而双精度浮点数的有效位数仅 １６ 位．对于归一化后的数据而言．单精度浮点的有效位精度仅仅到１０－７，而双

精度仅到１０－１６，远远小于指数位的数值范围．
在细化迭代方法中，求解残差方程组时，无论采用高精度算法还是低精度算法，最终都可以实现修正效

果，原因在于所求解修正向量的量级通常远小于原始解向量的量级．此时，有效位的精度会进一步提高．例如

若修正向量内的每一个数字的量级都不超过１０－９，则对于单精度浮点数，其有效精度为１０－１６ ．达到和归一化

后的双精度浮点数据相同的有效精度．因此，通过低精度算法计算出的修正向量，仍然可以对原始解向量进
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行修正．
表 １　 ＩＥＥＥ７５４ 双精度和单精度的有效位数和取值范围

Ｔａｂｌｅ １　 ＩＥＥＥ７５４ ＦＰ６４ ／ ＦＰ３２ ｓｉｇｎｉｆｉｃａｎｔ ｄｉｇｉｔ ａｎｄ ｖａｌｕｅ ｒａｎｇｅｓ

ｆｌｏａｔｉｎｇ⁃ｐｏｉｎｔ ｔｙｐｅ ｓｉｇｎｉｆｉｃａｎｔ ｄｉｇｉｔ ｍａｘｉｍｕｍ ｐｏｓｉｔｉｖｅ ｖａｌｕｅ ｍｉｎｉｍｕｍ ｐｏｓｉｔｉｖｅ ｎｏｒｍａｌ

ＦＰ６４ １６ １．８０Ｅ＋３０８ ４．９４Ｅ－３２４

ＦＰ３２ ７ ３．４０Ｅ＋３８ １．４０Ｅ－４５

　 　 细化迭代方法的收敛条件主要与待解矩阵的病态程度有关，具体可以参考 Ｃａｒｓｏｎ 和 Ｈｉｇｈａｍ［１４］的工作．
１．３　 稀疏矩阵 ＧＭＲＥＳ细化迭代算法（ｓｐａｒｓｅ ＧＭＲＥＳ⁃ＩＲ）

ＧＭＲＥＳ 法是求解大规模稀疏矩阵方程的常用算法，具有收敛速度快，不用显式存储预处理矩阵，保证矩

阵的稀疏性质等特点［２５］，常用于流体仿真及复杂微分方程的数值求解过程［２６⁃２７］ ．其核心思想是通过构造

Ｋｒｙｌｏｖ 子空间下的一组标准正交基，然后通过最小二乘法使残差最小，以获得解向量．所构造的 Ｋｒｙｌｏｖ 子空

间如下：
　 　 Ｋｍ ＝ ｓｐａｎ { ｒ，Ａｒ，Ａ２ｒ，…，Ａｍ－１ｒ } ． （９）
当方程的待求矩阵 Ａ 的条件数 ｃｏｎｄ（Ａ） ＝‖Ａ‖∞ ‖Ａ －１‖∞ 过大时，此时称为矩阵病态．原始的 ＧＭＲＥＳ

算法会收敛较慢［２５］，需要通过预处理方法加速收敛．预处理方法是构造一个原始方程组的同解方程，通过预

处理矩阵来改善原矩阵 Ａ 的病态程度，以达到加速收敛的效果．本文采用的预处理方法为右预处理，其同解

方程的表达式为

　 　 ＡＭ －１Ｍｘ ＝ ｂ ． （１０）
为了保证同解方程组的病态性更良好，构造了预处理矩阵 Ｍ ≈ Ａ ．常用的预处理方法包括矩阵分裂法

和矩阵分解，例如 Ｊａｃｏｂｉ 预处理因子、ＩＬＵ 分解、不完全 ＱＲ 分解等．本文采用 ＩＬＵ 分解作为预处理方法．
经典的 ＧＭＲＥＳ⁃ＩＲ 算法［１５］主要解决稠密存储下的线性方程求解问题，算法 １ 展示了其基本流程．经典

ＧＭＲＥＳ⁃ＩＲ 算法采用了低精度的 ＬＵ 分解作为预处理格式和高精度的 ＧＭＲＥＳ 进行细化迭代．低精度算法主

要对 ＬＵ 分解过程实现加速，在稠密存储下，对矩阵进行 ＬＵ 分解的时间复杂度为 Ｏ（ｎ３）， 其中 ｎ 为矩阵的大

小．当矩阵规模足够大时，ＧＭＲＥＳ 迭代的时间远低于 ＬＵ 分解所需要的时间．因此，采用低精度的预处理算法

可以起到有效的加速效果．
ＣＦＤ 中处理的矩阵方程组，其待求解矩阵有高度的稀疏性，因此通常会采用稀疏矩阵的存储形式来保

存矩阵数据．经典的稀疏存储方式包括坐标列表格式（ ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅ ｌｉｓｔ，ＣＯＯ）、列压缩格式（ ｃｏｍｐｒｅｓｓｅｄ ｓｐａｒｓｅ
ｃｏｌｕｍｎ，ＣＳＣ）、行压缩格式（ｃｏｍｐｒｅｓｓｅｄ ｓｐａｒｓｅ ｒｏｗ，ＣＳＲ）．ＣＯＯ 格式采用了三元组的形式来保存非零元素的

位置和大小．ＣＳＲ 格式则在 ＣＯＯ 格式的基础上，对非零元素的行列表进行压缩．本文采用的是 ＣＳＲ 格式．
算法 １　 经典 ＧＭＲＥＳ⁃ＩＲ 算法

ｉｎｐｕｔ： ｍａｔｒｉｘ Ａｎ×ｎ； ｖｅｃｔｏｒ ｂ
ｏｕｔｐｕｔ： ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｖｅｃｔｏｒ ｏｆ ｌｉｎｅａｒ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ Ａｘ ＝ ｂ
１． ＬＵ ｆａｃｔｏｒｓ ｏｆ Ａ： Ａ ≈ Ｍ ＝ Ｌ ｆＵｆ 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ｌｏｗｅｒ ｐｒｅｃｉｓｉｏｎ
２． ｓｏｌｖｅ Ｍｘ０ ＝ ｂ， ｓｔｏｒｅ ｘ０ ａｓ ｗｏｒｋｉｎｇ ｐｒｅｃｉｓｉｏｎ ｌｏｗｅｒ ｐｒｅｃｉｓｉｏｎ
３． ｓｔｏｒｅ Ｌ ｆ， Ｕｆ ａｓ ｗｏｒｋｉｎｇ ｐｒｅｃｉｓｉｏｎ Ｌｗ， Ｕｗ

４． ｆｏｒ ｉ ＝ ０，…，ｉｍａｘ － １ ｄｏ
５．　 　 ｒｉ ＝ ｂ － Ａｘｉ ｈｉｇｈｅｒ ｐｒｅｃｉｓｉｏｎ
６．　 ｓｏｌｖｅ ＡＭ －１Ｍｄｉ ＋１ ＝ ｒｉ ｂｙ ＧＭＲＥＳ ｈｉｇｈｅｒ ｐｒｅｃｉｓｉｏｎ
７．　 ｉｆ ‖ｒｉ‖２ ＝ ‖ｂ － Ａｘｉ‖２ ＜ ε ｔｏｌ ｔｈｅｎ
８．　 　 ｘｉ ＋１ ＝ ｘｉ ＋ ｄｉ ＋１ ｈｉｇｈｅｒ ｐｒｅｃｉｓｉｏｎ
９．　 ｅｌｓｅ
１０．　 　 ｂｒｅａｋ
１１．　 ｅｎｄ ｉｆ
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１２． ｅｎｄ ｆｏｒ ．
如前文所述，混合精度算法的加速关键在于通过低精度浮点数计算算法中的主要耗时项以实现加速计

算，而存储和其他部分采用高精度算法，保证最终结果达到精度要求．虽然经典 ＧＭＲＥＳ⁃ＩＲ 算法在应用于稠

密存储的情况下表现出显著的性能结果．然而，由于以下原因，当采用稀疏格式存储的矩阵时，其加速性能无

法保障．
① 完全的 ＬＵ 分解会破坏矩阵稀疏格式，导致在大型问题上出现内存不足的问题．即使原始矩阵是高度

稀疏矩阵，ＬＵ 分解后的上三角矩阵和下三角矩阵却可能是稠密的．由于稀疏存储方式只需要以向量形式存

储非零元素的位置信息和数值信息，不需要存储整个大型的二维矩阵，因而构造稠密的预处理矩阵需要付出

巨大的内存代价．
② 基于稀疏存储的算法程序在低精度浮点数计算下的加速效果有限．在相同平台上，即不考虑通信时

间的情况下，低精度计算基本仅在基本四则运算及由基本运算衍生的算法（例如矩阵乘法）上有加速效果．
ＬＵ 分解需要对原始矩阵进行分析和变换，以保证原始矩阵的对角线上的元素皆不为零．在稀疏矩阵架构下，
矩阵分析和变换算法中涉及大量的查找和重排序算法，这些算法无法在低精度上实现加速效果．因而，稀疏

存储下 ＬＵ 分解在低精度浮点数计算单元上的加速效果有限．
对于上述原因，可以采用高精度稀疏架构下的不完全矩阵分解方法来构造预处理矩阵，例如 ＩＬＵ 分解．

ＩＬＵ 通过预先假定矩阵中非零元素的位置和数量同原始矩阵相同，每次分解过程仅计算非零元素上的数值，
由此保存了矩阵的稀疏架构，ＩＬＵ 分解的基本流程如算法 ２ 所示．然而，ＩＬＵ 分解是一种近似预处理方法，对
ＧＭＲＥＳ 收敛加速的效果有限，细化迭代的时间消耗增加．因而，基于稀疏存储的预处理方法并不适用于经典

ＧＭＲＥＳ⁃ＩＲ 算法．
算法 ２　 ＩＪＫ 格式的 ＩＬＵ 分解

ｉｎｐｕｔ： ｓｐａｒｓｅ ｍａｔｒｉｘ Ａｎ×ｎ； ｎｏｎｚｅｒｏ ｅｌｅｍｅｎｔ ｐｏｓｉｔｉｏｎ Ｐ
ｏｕｔｐｕｔ： ＩＬＵ ｆａｃｔｏｒｉｚａｔｉｏｎ Ｌ
１． ｆｏｒ ｉ ＝ ２，…，ｎ ｄｏ
２． ｆｏｒ ｋ ＝ １，…，ｉ － １
３．　 ｉｆ （ ｉ，ｋ） ｉｎ Ｐ
４．　 　 ａｉｋ ＝ ａｉｋ ／ ａｋｋ

５．　 　 ｆｏｒ ｊ ＝ ｋ ＋ １，…，ｎ
６．　 　 　 ｉｆ （ ｉ，ｋ） ｉｎ Ｐ
７．　 　 　 　 ａｉｊ ＝ ａｉｊ － ａｉｋａｋｊ

８．　 　 　 ｅｎｄ ｉｆ
９．　 　 ｅｎｄ ｆｏｒ
１０．　 ｅｎｄ ｉｆ
１１． ｅｎｄ ｆｏｒ ．
图 １ 展示了本文所提出的基于稀疏矩阵存储架构的混合精度迭代算法，包括预处理部分和细化迭代部

分．其中预处理部分采用了 ＩＬＵ 分解作为预处理算法，构造高精度的预处理矩阵．并通过低精度算法进行细

化迭代，将细化迭代的结果转化为高精度存储后，再对原始的解向量进行更新．这是为了保证最终的精度可

以达到高精度浮点数要求．
总体而言，和经典算法相比，ｓｐａｒｓｅ ＧＭＲＥＳ⁃ＩＲ 算法具有以下特点和改进：
① 采用高精度的预处理方法和低精度细化迭代的混合精度算法．由上文所述，对于稀疏矩阵的预处理

方法，如 ＬＵ 分解，可能无法在低精度上实现加速效果．为了不破坏矩阵的稀疏存储架构．在整个求解过程中，
稀疏矩阵分解方法所需的计算时间相对较少，而细化迭代部分则成为主导因素．在这种情形下，采用低精度

算法加速细化迭代部分是可行的．
② 基于稀疏存储的算法架构．本文的算法全程未破坏矩阵的稀疏存储结构，更有利于解决大型的稀疏
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矩阵问题，并降低了对计算机内存的消耗，提高了计算效率．
③ 不完全的预处理方式．本文算法采用了 ＩＬＵ 分解进行预处理．即预处理矩阵和原矩阵有相同的非零元

素位置．这保留了矩阵的稀疏结构，但导致低精度算法难以起到加速效果．因而，本文算法的预处理过程采用

了高精度计算．
④ 基于 ＣＦＤ 问题的应用背景．本文算法针对 ＣＦＤ 问题中产生的稀疏矩阵进行测试．数据具备两类基本

特点，高度稀疏性和对角占优性（当时间步长足够小的时候）．高度稀疏性意味着必须使用基于稀疏存储的算

法；而对角占优性意味着求解条件良好，即使采用低精度的迭代算法也可以保证求解收敛，这保证了混合精

度算法在 ＣＦＤ 问题上的适用性．对于任意矩阵的 ＬＵ 分解或 ＩＬＵ 分解而言，在进行矩阵分解时需要进行分析

和预处理以保证算法的稳定性，这在稀疏存储架构下的矩阵分解运算中会带来额外的计算成本［１９］ ．由于

ＣＦＤ 的时间推进矩阵具有对角占优性，在进行矩阵分解时，可以省略原本的矩阵分析部分，直接进行分解，
降低了时间成本．然而，对于任意的稀疏矩阵，本文算法是否能够有效实现加速仍需进一步研究．

图 １　 Ｓｐａｒｓｅ ＧＭＲＥＳ⁃ＩＲ 流程图

Ｆｉｇ． １　 Ｔｈｅ ｓｐａｒｓｅ ＧＭＲＥＳ⁃ＩＲ ｐｒｏｇｒａｍ ｆｌｏｗｃｈａｒｔ

２　 数值实验结果及分析

２．１　 稀疏矩阵测试数据集

本文在单核 Ｉｎｔｅｌ ｉ７⁃７７００ ＣＰＵ 上进行测试．测试程序使用 ＦＯＲＴＲＡＮ ９０ 编写．为了保证算例维度的多样

性，数据采用佛罗里达大学的公开稀疏矩阵数据集（ＳｕｉｔｅＳｐａｒｓｅ ｍａｔｒｉｘ ｃｏｌｌｅｃｔｉｏｎ），该数据集包含了来自不同

工业领域问题中的稀疏矩阵，本文选取了 ３３ 组 ＣＦＤ 相关背景的矩阵进行测试，右端项采用全 １ 向量．矩阵的

维度大小、非零元素数量、条件数以及稀疏程度的统计数据如表 ２ 所示．其中稀疏密度的定义为矩阵中非零

元素的数量与总元素数量的比值，即非零元素数量与矩阵维度的平方之比．从统计结果可以看出，所选取的

稀疏矩阵的密度均在 ２％以下，且最小达到 ０．００４％．这意味着，若采用稠密矩阵的形式存储这些矩阵，所需要

的计算机存储是稀疏存储的数十倍乃至数万倍．从数据范围可以看出，所选矩阵的数值范围均在单精度可表

示的范围内，不存在溢出风险．
图 ２ 展示了稀疏矩阵的非零元素分布情况，可以观察到矩阵的非零元素分布呈现对角占优的特性，即对

角线上的非零元素密度和大小远高于非对角线．这与前文描述的 ＣＦＤ 问题中的稀疏矩阵特点相一致．条件数

反映了矩阵在数值计算中的稳定性，对迭代法的收敛性和收敛速度具有重要影响．通常情况下，条件数越大，
矩阵求解的难度越大，收敛速度越慢，本文选取的矩阵的条件数分布较广，确保算例数据的多样性．本文采用

的条件数计算形式如下：
　 　 ｃｏｎｄ（Ａ） ＝ ‖Ａ‖∞ ‖Ａ －１‖∞ ． （１１）
本节设置双精度 ＧＭＲＥＳ 最大内迭代次数为 ３００，最大重启次数为 ２，总迭代次数最大为 ６００．混合精度

ＧＭＲＥＳ 内迭代最大迭代次数为 １００．对于细化迭代方法，低精度求解器的误差较大，不用要求每一步都完全

精确求解，因而设置了比双精度迭代更少的最大迭代次数．外迭代的细化迭代次数最大为 １０ 次，这确保了混
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合精度算法能最终达到残差收敛要求，收敛残差指标为１０－１１ ．最终的结果精度用残差的均方根误差（ＲＭＳＥ，
εＲＭＳＥ） 表示，定义为

　 　
εＲＭＳＥ ＝ １

Ｎ
‖Ａｘ － ｂ‖２，

‖ｒ‖２ ＝ ∑
Ｎ

ｉ ＝ １
ｒ２ｉ ，

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

（１２）

其中 ‖ｒ‖２ 表示对向量求 ２ 范数， ｒｉ 是向量 ｒ 中的相关元素．
表 ２　 测试算例中使用的矩阵参数信息

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｔｈｅ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｏｆ ａｌｌ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ｏｆ ｔｈｅ ｍａｔｒｉｃｅｓ ｕｓｅｄ ｉｎ ｔｈｅ ｔｅｓｔ ｃａｓｅ

ｍａｔｒｉｘ ｄｉｍｅｎｓｉｏｎ ｎｏｎ⁃ｚｅｒｏ ｅｌｅｍｅｎｔｓ ｃｏｕｎｔ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ ｎｕｍｂｅｒ ｓｐａｒｓｉｔｙ ｒａｔｉｏ ／ ％ ａｂｓｏｌｕｔｅ ｖａｌｕｅ ｒａｎｇｅ

ｍａｘｉｍｕｍ １０９ ４６０ ２ ３７４ ９４９ ５．６３Ｅ１２ １．９７９ ９３８ ３．５７Ｅ１０

ｍｉｎｉｍｕｍ １ ０８０ １４ １３３ ８８５．２４６ １ ０．００４ １１１ －１．７４Ｅ－１０

图 ２　 稀疏矩阵非零元素分布

Ｆｉｇ． ２　 Ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｏｆ ｎｏｎ⁃ｚｅｒｏ ｅｌｅｍｅｎｔｓ ｉｎ ｓｐａｒｓｅ ｍａｔｒｉｃｅｓ

　 　 注　 为了解释图中的颜色，读者可以参考本文的电子网页版本，后同．

　 　 图 ３ 对比了混合精度算法与双精度算法的结果精度．结果表明，混合精度算法在多数情况下能够达到与

双精度算法相当的精度水平，在其中 １ 个算例（ｅｘ２０）上，出现了双精度算法收敛而混合精度算法未收敛的

情况．这说明混合精度算法基本可以满足精度需求，但在鲁棒性上不如双精度算法．

图 ３　 混合精度算法和双精度算法 ＲＭＳＥ 比较

Ｆｉｇ． ３　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ＲＭＳＥ ｂｅｔｗｅｅｎ ｍｉｘｅｄ⁃ｐｒｅｃｉｓｉｏｎ ａｎｄ ｄｏｕｂｌｅ⁃ｐｒｅｃｉｓｉｏｎ ａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ
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在一些算例上，混合精度的结果精度甚至略高于双精度算法，产生这一现象的原因与混合精度算法的算

法架构有关，由于低精度的内迭代过程中计算的方程残差与高精度下计算的方程残差不一致，不适合作为收

敛判据．因而，在本文的架构中，混合精度算法需要经过一次完整的内迭代过程后更新一次解向量，并根据更

新后的解向量判断是否满足收敛要求，这可能导致内迭代的次数会高于达到目标精度的最低需求，使最终结

果超过目标精度．
图 ４ 展示了混合精度算法的加速效果，其中蓝色柱条为双精度求解器的求解精度，绿色柱条为混合精度

求解器的求解精度．在所测试的 ３３ 个矩阵算例中，混合精度算法在 ２１ 个矩阵上实现了加速效果，并达到了

１０－１１次方量级，最大加速比达到 ２．５ 倍．这说明了混合精度算法在方程求解问题上有很大的加速潜能．我们观

察到，在所测试的矩阵算例中，混合精度算法对部分矩阵的加速效果并不明显，甚至在个别情况下出现了计

算速度下降的现象．在进一步研究中，我们发现加速效果不佳的算例往往是规模较小、计算时间较短的矩阵．
这一现象将在下一小节中进行具体的讨论．

图 ４　 混合精度方法的加速效果

Ｆｉｇ． ４　 Ａｃｃｅｌｅｒａｔｉｏｎ ｒａｔｉｏｓ ｏｆ ｍｉｘｅｄ⁃ｐｒｅｃｉｓｉｏｎ ａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ

２．２　 计算加速性能分析

本小节将重点分析影响混合精度算法加速效果的主要因素，并给出可参考的判据来估计算法的加速效

果．由于求解器的性能与迭代算法、矩阵条件数、预处理方式、收敛阈值有关，难以对混合精度算法性能进行

一般化的说明．因此，本文采用数据挖掘方法给出了一个相对可供参考的加速指标，即在求解时间非特别短

的情况下，当矩阵的条件数小于１０６ 时，混合精度算法基本可以实现加速效果，且在大型矩阵上的加速效果

更佳．
图 ５ 展示了不同算例中混合精度和双精度算法的计算时间．为了更好地区分不同加速效果上的矩阵区

别，本文按照是否起到加速效果将算例分为两部分．图 ５（ａ）展示了成功实现加速效果的算例，图 ５（ｂ）则展

示了未实现加速效果的算例．并按照求解时间进行了排序．整体来看，在几个大规模的矩阵问题上，混合精度

算法都起到了明显的加速效果．在大规模算例（如矩阵 Ｖｅｎｋａｔ０１）上实现了超过了 ２ 倍的加速效果．而没有加

速效果的算例的计算时间普遍较短．这说明了混合精度算法在大规模矩阵求解问题上有更好的性能．
图 ６ 展示了不同算例上双精度求解时间和加速比之间的关系．其中红色虚线是加速比为 １ 的参考线．横

坐标表示双精度求解器的求解时间，纵坐标为加速比．结果表明，在小规模矩阵问题上，混合精度算法普遍未

能实现加速效果．本文推测这与数据的计算量和迭代次数较小，低精度浮点数未能发挥出优势性有关．在大

规模矩阵问题上，混合精度算法可以普遍实现加速．这说明了混合精度算法可能仅适用于大规模矩阵的运算

加速．在小规模问题上性能可能不如双精度算法，在中等规模的矩阵上还存在着鲁棒性的问题．
预处理和求解时间的占比对混合精度方法的加速比有重要的影响．对于稠密矩阵，完全的预处理方法
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（如 ＬＵ 分解）可以有效地加快迭代方法的收敛速度，预处理过程的矩阵分解时间占据主导．因而采用低精度

的矩阵预处理方法实现加速是合理的．对于稀疏矩阵而言，为了不破坏矩阵的稀疏结构，预处理方法通常采

用近似预处理形式，且由于矩阵具有对角占优性质，不需要对矩阵进行分析和预处理，使得预处理的时间被

大幅缩短，细化迭代过程占据主要耗时．因此，本文的混合精度算法可以实现有效加速．表 ３ 展示了不同算例

上 ＩＬＵ 分解和矩阵求解过程的耗时，部分算例由于计时函数的精度限制未能展示．结果表明，ＩＬＵ 分解耗时

明显比双精度矩阵求解耗时要短，只占据了约 ５％的时间耗时．

（ａ） 混合精度实现加速效果 （ｂ） 未实现加速效果

（ａ） Ａｃｃｅｌｅｒａｔｉｏｎ ｅｆｆｅｃｔｓ ａｃｈｉｅｖｅｄ （ｂ） Ｗｉｔｈｏｕｔ ａｃｃｅｌｅｒａｔｉｏｎ ｅｆｆｅｃｔ
图 ５　 算例求解时间

Ｆｉｇ． ５　 Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎ ｔｉｍｅ ｃｏｓｔｓ ｆｏｒ ｔｅｓｔ ｃａｓｅｓ

图 ６　 求解时间与加速比关系散点图

Ｆｉｇ． ６　 Ｔｈｅ ｓｃａｔｔｅｒ ｐｌｏｔ ｏｆ ｔｈｅ ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎ ｔｉｍｅ ｖｓ． ｔｈｅ ａｃｃｅｌｅｒａｔｉｏｎ ｒａｔｉｏ

表 ３　 部分算例在预处理花费时间同总求解时间比较及精度比较

Ｔａｂｌｅ ３　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｐｒｅｐｒｏｃｅｓｓｉｎｇ ｔｉｍｅ ｔｏ ｔｏｔａｌ ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎ ｔｉｍｅ ａｎｄ ａｃｃｕｒａｃｙ ｆｏｒ ｓｅｌｅｃｔｅｄ ｔｅｓｔ ｃａｓｅｓ
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　 　 图 ７ 中展示了矩阵维度大小同求解时间的关系图，其中横纵坐标均使用对数坐标轴．可以看出，求解时

间基本随着矩阵维度增大而增大，部分算例由于矩阵条件数小，求解难度低，导致求解时间过短．我们认为这

些算例上的加速空间及加速需求较小，因而在分析加速比影响时对这些样本进行了清理．

图 ７　 矩阵维度同求解时间关系图

Ｆｉｇ． ７　 Ｔｈｅ ｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐ ｂｅｔｗｅｅｎ ｔｈｅ ｍａｔｒｉｘ ｄｉｍｅｎｓｉｏｎ ａｎｄ ｔｈｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｔｉｍｅ

数据清理后，通过 Ｐｅａｒｓｏｎ 相关系数进行相关性分析，Ｐｅａｒｓｏｎ 相关系数常用来分析两变量之间的线性相

关程度．本文构建了三种相关性系数模型： ρ ｘｙ，ρ ｌｇ（ｘ），ｙ，ρ ｘ，ｌｇ（ｙ）， 其中 ρ ｘｙ 表示原始变量与加速比的线性相关性；
ρ ｌｇ（ｘ），ｙ 表示了二变量间的对数相关性； ρ ｘ，ｌｇ（ｙ） 表示两者间的指数相关性．结果如图 ８ 所示，其中前三个与迭代

过程有关的变量均为双精度算法数据．

图 ８　 Ｐｅａｒｓｏｎ 相关系数分析结果

Ｆｉｇ． ８　 Ｐｅａｒｓｏｎ ｃｏｒｒｅｌａｔｉｏｎ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ ａｎａｌｙｓｉｓ ｒｅｓｕｌｔｓ

从 Ｐｅａｒｓｏｎ 相关性结果可以看出，加速比的大小主要与矩阵条件数的相关性较强，且呈负相关性，这意

味着当矩阵的条件数较大时，混合精度算法的加速性能减弱．我们分析这是由于低精度算法收敛性导致的．
当矩阵条件数增大后，矩阵病态性增加．这意味着低精度的算法更加难收敛，需要更多的迭代次数，导致混合

精度算法的加速性能下降．图 ９（ａ）展示了矩阵条件数同加速比之间的关系，其中对条件数取了对数值，以更

直观地看出两者的分布关系．结果表明，当条件数小于１０６ 时，混合精度算法可以起到有效的加速效果；在条

件数大于１０６ 后，混合精度仍可能起到加速效果．这是因为条件数只表征了方程求解的病态性，求解的收敛速

度还与方程的类型和初值条件等多种因素有关，但是其加速性能的鲁棒性下降．
图 ９（ｂ）是矩阵维度大小同加速比之间的散点图．其中颜色栏表示条件数的大小，灰色部分为矩阵维度

小于 ３ ０００ 的样本数据．可以看到，在矩阵维度大于 ３ ０００ 后，所有样本点都实现了加速效果．当维度较小时，
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条件数较小的样本基本也实现了加速效果．我们认为当矩阵维度增大后，求解时间增长．由于求解时间的主

要耗时部分是 ＧＭＲＥＳ 迭代部分，即低精度迭代部分．因而混合精度算法能有更好的加速效果．

（ａ） 条件数 （ｂ） 矩阵维度

（ａ） Ｔｈｅ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ ｎｕｍｂｅｒ （ｂ） Ｔｈｅ ｍａｔｒｉｘ ｄｉｍｅｎｓｉｏｎ

图 ９　 条件数、矩阵维度对加速比影响

Ｆｉｇ． ９　 Ｔｈｅ ｉｎｆｌｕｅｎｃｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ ｎｕｍｂｅｒ ａｎｄ ｔｈｅ ｍａｔｒｉｘ ｄｉｍｅｎｓｉｏｎ ｏｎ ｔｈｅ ａｃｃｅｌｅｒａｔｉｏｎ ｒａｔｉｏ

２．３　 计算收敛性分析

进一步，本文探讨了条件数对混合精度算法的精度和收敛性的影响．图 １０ 展示了在混合精度求解器下，
求解精度与条件数之间的关系．条件数是衡量矩阵病态程度的重要指标，它反映了矩阵在数值计算中的鲁棒

性，对于线性方程组求解问题，矩阵条件数越大，线性方程组求解就越困难．结果表明，随着条件数的增大，混
合精度和双精度的求解器的精度都会下降．在条件数小于１０９ 时，混合精度算法基本可以达到双精度的精度

要求．然而，当条件数较大时，混合精度算法可能出现未完全收敛情况，这在图 ３ 中的 ｅｘ２０ 算例中有所体现．
在该情况下，双精度算法基本收敛到，而混合精度仅达到，未能满足精度要求．但在更高的条件数上，混合精

度算法仍可能收敛到目标精度上．这说明本文算例中的条件数仍然在单精度浮点数的收敛范围内．但是，高
条件数可能对混合精度算法的鲁棒性产生影响．

图 １０　 混合精度及双精度求解器的误差与条件数关系图

Ｆｉｇ． １０　 Ｔｈｅ ｅｒｒｏｒ ｖｓ． ｔｈｅ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ ｎｕｍｂｅｒ ｆｏｒ ｍｉｘｅｄ⁃ｐｒｅｃｉｓｉｏｎ ａｎｄ ｄｏｕｂｌｅ⁃ｐｒｅｃｉｓｉｏｎ ｓｏｌｖｅｒｓ

针对本文中出现的未能收敛的算例 ｅｘ２０，我们进行更加详细的分析，以确定混合精度算法的收敛性能．
表 ４ 中展示了不同迭代参数下的算例结果和加速比．结果表明，混合精度算法在 ｅｘ２０ 算例上可以实现收敛．
但其收敛所需要的次数超出了先前所设计的最大迭代次数．因而导致混合精度计算的误差较大．我们分析认

为这与原始矩阵的条件数较大且所需要的迭代次数本身较多有关．原始矩阵的条件数大小约为 ６×１０８，属于
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较大条件数范围，使用低精度算法需要更大的迭代次数才可能达到目标精度．且双精度算法迭代所需次数为

４３３，收敛速度较慢．同时，当低精度迭代次数较少，每次细化迭代过程对原始解的校正量较少，也可能导致最

终结果不能收敛到目标精度．由于 ＧＭＲＥＳ 内迭代时，单步迭代时间会随着迭代次数的升高而提升．采用较大

的内迭代次数会导致计算成本的上升．本文建议细化迭代部分的最大迭代次数在双精度算法最大迭代次数

基础上最多缩小 ２～３ 倍，同时需要保证有充足的外迭代次数，以保证结果可以收敛到精度需求．与前一小节

的结论一致，由于矩阵的条件数超过了给定的加速指标，因而不同参数下的混合精度算法均未能起到有效加

速效果．
表 ４　 未收敛算例不同迭代参数下求解精度和加速比结果

Ｔａｂｌｅ ４　 Ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｐｒｅｃｉｓｉｏｎｓ ａｎｄ ｓｐｅｅｄｕｐ ｒａｔｉｏｓ ｏｆ ｎｏｎ⁃ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｔ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｅｘａｍｐｌｅｓ ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｉｔｅｒａｔｉｏｎ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ

ｃａｓｅ ｓｏｌｖｅｒ ｐｒｅｃｉｓｉｏｎ ｍａｘｉｍｕｍ ｏｕｔｅｒ ｉｔｅｒａｔｉｏｎ ｍａｘｉｍｕｍ ｉｎｎｅｒ ｉｔｅｒａｔｉｏｎ ｐｒｅｃｉｓｉｏｎ ＲＭＳＥ ｉｔｅｒａｔｉｏｎ ＣＰＵ ｔｉｍｅ ／ ｓ

ｃａｓｅ １ ｄｏｕｂｌｅ ２（ｒｅｓｔａｒｔ ｃｏｕｎｔ） ３００ ８．１８Ｅ－１２ ４３３ １．６８８

ｃａｓｅ ２ ｍｉｘｅｄ １０ １００ ３．５１Ｅ－４ １ ０００ ２．２０３

ｃａｓｅ ３ ｍｉｘｅｄ １０ ２００ ８．４９Ｅ－１２ １ ５５４ ５．４８４

ｃａｓｅ ４ ｍｉｘｅｄ ２０ １００ ９．３６Ｅ－１２ １ ６００ ３．８５９

ｃａｓｅ ５ ｍｉｘｅｄ ４０ ５０ ９．２８９ ２ ０００ ３．２４８

ｃａｓｅ ６ ｍｉｘｅｄ ４ ５００ ２．４１５Ｅ－５ １ ９８８ １４．８１２ ５

３　 结　 　 论

在流体仿真问题中，线性方程组的计算加速对提高 ＣＦＤ 的计算效率有关键的作用．目前许多高性能的

计算硬件使用了低精度的浮点数计算单元，大大提高了硬件性能，降低了芯片的功耗．但基于高精度浮点计

算的数值方法无法充分利用这些高性能硬件．因此，混合精度算法受到了研究者的重视．基于稠密矩阵的混

合精度算法已经有了较为广泛的研究，而系数矩阵的混合精度算法还缺乏有效的算法．本文基于现有研究，
结合 ＣＦＤ 问题背景，开展了针对 ＣＦＤ 问题的混合精度算法的研究．

本文首先研究了问题背景中的待求解矩阵的数据特点，高度稀疏性和对角占优性质．其次，提出了基于

稀疏存储架构下的混合精度算法，ｓｐａｒｓｅ ＧＭＲＥＳ⁃ＩＲ 算法．在单核 ＣＰＵ 环境上，使用佛罗里达大学的公开稀

疏矩阵数据集进行算例测试，发现所使用的混合精度加速算法可以实现最高 ２．５ 倍的加速效果，并在大部分

算例上达到和双精度算法同量级的精度结果．针对未能实现加速的算例，研究了求解时间、问题的规模及矩

阵的条件数对混合精度算法的加速比和精度的影响，发现所提出的混合精度算法主要在大规模矩阵上有良

好的加速效果，在小规模矩阵上加速效果不显著．总体来说，本文所提出的算法有以下优势：
１） 基于稀疏存储的算法架构，本文算法采用了不完全的预处理方法和 ＣＳＲ 稀疏存储格式．保证了整个

求解过程中不使用任何稠密存储的矩阵，提高了计算效率，降低了内存消耗．
２） 针对 ＣＦＤ 问题背景的算法设计．本文算法考虑了 ＣＦＤ 时间推进矩阵的数值特点．并对预处理方法和

求解器进行了特殊设计，提高了计算效率．
３）适用于低精度浮点计算单元．通过低精度浮点数计算程序中的主要耗时部分，发挥了低精度计算的计

算效率优势，理论上在其他高性能计算硬件（如 ＴＰＵ）上会有更大的加速潜能．
后续研究中：一方面，当前的研究仅使用了单双混合精度，下一步将加入半精度（ＦＰ１６）浮点计算部分，

并尝试使用不同的预处理方法，以此来扩大混合精度算法的适用范围．另一方面，当前的测试平台为单核

ＣＰＵ，对于并行算法和 ＧＰＵ、ＴＰＵ 等其他方面的加速效果还有待研究．
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ｎａｕｔｉｃａ ｅｔ Ａｓｔｒｏｎａｕｔｉｃａ Ｓｉｎｉｃａ， ２０１７， ３８（７）： １２０８９４．（ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［２６］ 　 伍康， 吕毅斌， 石允龙， 等． 有界多连通区域数值保角变换的 ＧＭＲＥＳ（ｍ）法［Ｊ］ ． 应用数学和力学， ２０２２， ４３
（９）： １０２６⁃１０３３．（ＷＵ Ｋａｎｇ， ＬÜ Ｙｉｂｉｎ， ＳＨＩ Ｙｕｎｌｏｎｇ， ｅｔ ａｌ． Ｔｈｅ ＧＭＲＥＳ（ｍ） ｍｅｔｈｏｄ ｆｏｒ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｃｏｎｆｏｒｍａｌ
ｍａｐｐｉｎｇ ｏｆ ｂｏｕｎｄｅｄ ｍｕｌｔｉ⁃ｃｏｎｎｅｃｔｅｄ ｄｏｍａｉｎｓ［Ｊ］ ． Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ａｎｄ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ， ２０２２， ４３（９）： １０２６⁃
１０３３．（ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［２７］　 肖文可， 陈星玎． 求解 ＰａｇｅＲａｎｋ 问题的重启 ＧＭＲＥＳ 修正的多分裂迭代法［Ｊ］ ． 应用数学和力学， ２０２２， ４３（３）：
３３０⁃３４０．（ＸＩＡＯ Ｗｅｎｋｅ， ＣＨＥＮ Ｘｉｎｇｄｉｎｇ． Ａ ｍｏｄｉｆｉｅｄ ｍｕｌｔｉ⁃ｓｐｌｉｔｔｉｎｇ ｉｔｅｒａｔｉｖｅ ｍｅｔｈｏｄ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｒｅｓｔａｒｔｅｄ ＧＭＲＥＳ
ｔｏ ｓｏｌｖｅ ｔｈｅ ＰａｇｅＲａｎｋ ｐｒｏｂｌｅｍ［ Ｊ］ ． Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ａｎｄ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ， ２０２２， ４３（３）： ３３０⁃３４０． （ ｉｎ Ｃｈｉ⁃
ｎｅｓｅ））

４５ 应　 用　 数　 学　 和　 力　 学　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ２０２５ 年　 第 ４６ 卷


