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摘要：　 针对二维十次准晶双材料的界面断裂问题，建立了用于预测其裂纹扩展路径的相场分析模型．首先，引入界

面相场将离散界面转化为连续分布界面，并获得了界面相场问题的控制方程和边界条件．利用有限元方法对控制方

程进行离散，并求解获得连续分布的界面相场，从而实现了对界面材料参数的弥散处理，消除了材料参数在界面处

的奇异性．其次，基于 Ｆｒａｎｃｆｏｒｔ⁃Ｍａｒｉｇｏ 变分原理建立了二维准晶双材料的控制方程，并采用交错求解方案求解其相

场分布．在数值算例中，通过与现有文献进行对比，证明了该方法的正确性，并研究了相位子场对裂纹扩展路径的影

响，以及多裂纹情况的演化规律．
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０　 引　 　 言

准晶体作为一种介于晶体和非晶体之间的特殊固体，具有硬度高、摩擦因数低和耐磨性好等特性．目前，
已在发动机表面涂层、太阳能电池、储氢材料等方面获得了广泛应用［１］ ．然而，准晶材料多为脆性材料，在加

工及制造过程中容易产生裂纹等缺陷，从而造成其在服役过程中出现裂纹扩展而导致破坏．因此，准晶材料

的裂纹扩展研究对于该类材料的安全评估具有重要的实际意义．
自准晶材料被发现以来，其断裂行为就受到了学术界的广泛关注［２⁃９］ ．然而，准晶材料的裂纹扩展问题研

究尚处于发展阶段．基于分子动力学模拟方法，Ｔｒｅｂｉｎ 等［１０］ 模拟了二维平面准晶体的裂纹扩展． Ｋｒｄｚａｌｉｃ
等［１１］和 Ｒｕｄｈａｒｔ 等［１２］研究了与温度相关的二维准晶体的裂纹扩展行为．Ｒöｓｃｈ 等［１３］ 研究了二十面体准晶在

低温下发生的Ⅰ型裂纹扩展行为，重点分析了准晶中固有团簇对解理面形状的影响．Ｊｕｎｇ 和 Ｓｔｅｕｒｅｒ［１４］ 研究

了二十面体准晶的结构及物理性质，通过引入人工应变和裂纹以探究其力学性能．除分子动力学模拟方法

外，基于有限元方法，吴祥法等［１５］根据变分原理将准晶的变形控制方程等效转化为能量泛函的变分，进而对

任意给定边界条件下的应力场和位移场进行数值求解．Ｚｈｕ 和 Ｆａｎ［１６］ 提出了准晶体的弹性 ／流体动力学模

型，利用有限差分法对该模型进行求解，并分析了含裂纹试样中波的传播和扩散及其相互作用．Ｔｕｐｈｏｌｍｅ［１７］

基于 Ｙｏｆｆｅ 模型研究了一维六次准晶体发生Ⅲ型裂纹时的裂纹扩展行为，并利用位错层技术得到了裂纹周

围应力场的闭合解．Ｌｉ 等［１８］发展了适用于二维十次准晶单材料裂纹扩展的相场模型，并分析了相位子场载

荷对裂纹扩展路径的影响．Ｚｈａｎｇ 等［１９］研究了十次准晶双材料的界面断裂问题，利用复变量函数方法将混合

边界值问题转化为 Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ⁃Ｒｉｅｍａｎｎ 边界值问题，得到了材料界面处声子场和相位子场应力、应力强度因子

以及位移跳跃的解．Ｚｈｅｎｇ 等［２０］基于势能理论方法研究了一维六方准晶体在剪切情况下的椭圆裂纹问题，分
析了相位子场、裂纹方向以及椭圆裂纹偏心率对断裂参数的影响．

由上述文献的综述可以发现，目前准晶材料的裂纹扩展研究主要以分子动力学模拟方法为主，然而该方

法受计算效率的限制，仅能分析尺寸较小的结构．除此之外，现有工作主要采用不连续性方法模拟材料中的

裂纹扩展，这种模拟方法较为复杂，并且难以模拟裂纹分叉或多裂纹贯通行为［２１⁃２２］ ．相比之下，采用连续性裂

纹描述的断裂相场法在处理裂纹扩展问题时具有明显的优势［２３］，通过相场函数值的演化获取裂纹扩展路

径，可以有效模拟裂纹的萌生、扩展、分叉和合并等现象．然而，该方法现阶段仅适用于单一准晶材料的裂纹

扩展问题［１８］，而在实际工程中应用的准晶材料多为层合材料［２４⁃２７］，其中涉及到界面裂纹的扩展问题．因此，
本文将相场法引入到二维十次准晶双材料界面断裂问题中，建立了对应的断裂相场模型，通过对 ＡＢＡＱＵＳ
软件进行二次开发，准确预测了准晶材料中界面裂纹的扩展路径，并系统分析了其演化行为．

１　 二维准晶双材料界面断裂的相场模型

考虑如图 １ 所示的含裂纹的二维十次准晶双材料区域 Ω，ｔｕ 和 ｔｗ 分别为声子场和相位子场载荷．在离散

裂纹模型中，裂纹面和界面分别用 Γｄｃ 和 Γｄｉ 表示，如图 １（ａ）所示．在相场模型中，裂纹面和界面采用连续的

裂纹相场 ｄ（ｘ） 和界面相场 β（ｘ） 描述［２８］，如图 １（ｂ）所示．
１．１　 二维准晶材料的应变能

二维十次准晶的几何方程为［２９］
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其中， ｕｘ 和 ｕｙ 为声子场位移， ｗｘ 和 ｗｙ 为相位子场位移．

（ａ） 离散的裂纹与界面 （ｂ） 弥散的裂纹与界面

（ａ） Ｔｈｅ ｄｉｓｃｒｅｔｅ ｃｒａｃｋ ａｎｄ ｉｎｔｅｒｆａｃｅ （ｂ） Ｔｈｅ ｓｍｅａｒｅｄ ｃｒａｃｋ ａｎｄ ｉｎｔｅｒｆａｃｅ
图 １　 二维准晶双材料
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注　 为了解释图中的颜色，读者可以参考本文的电子网页版本，后同．

二维十次准晶的本构方程为
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Ｈｘｙ

Ｈｙｘ

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

ü

þ

ý

ï
ïï

ï
ïï

＝

Ｋ１ Ｋ２ ０ ０
Ｋ２ Ｋ１ ０ ０
０ ０ Ｋ１ － Ｋ２

０ ０ － Ｋ２ Ｋ１

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

ω ｘ

ω ｙ

ω ｘｙ

ω ｙｘ

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

ü

þ

ý

ï
ïï

ï
ïï

＋

Ｒ１ － Ｒ１ Ｒ２

Ｒ１ － Ｒ１ Ｒ２

Ｒ２ － Ｒ２ － Ｒ１

－ Ｒ２ Ｒ２ Ｒ１

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

ε ｘ

ε ｙ

γ ｘｙ

ì

î

í

ï
ï

ïï

ü

þ

ý

ï
ï

ïï

， （２ｂ）

其中， Ｃ１１，Ｃ１２，Ｃ２２ 和 Ｃ６６ 为声子场弹性常数， Ｋ１ 和 Ｋ２ 为相位子场弹性常数， Ｒ１ 和 Ｒ２ 为声子⁃相位子场耦合

弹性常数．
因此，二维十次准晶的应变能可以表示为

　 　 Πｓ ＝ ∫
Ω

１
２

εＴσ ＋ １
２

ωＴＨæ

è
ç

ö

ø
÷ ｄΩ， （３）

其中， ε ＝ ε ｘ，ε ｙ，γ ｘｙ{ } Ｔ 为声子场应变， ω ＝ ω ｘ，ω ｙ，ω ｘｙ，ω ｙｘ{ } Ｔ 为相位子场应变， σ ＝ σ ｘ，σ ｙ，τ ｘｙ{ } Ｔ 为声子

场应力， Ｈ ＝ Ｈｘ，Ｈｙ，Ｈｘｙ，Ｈｙｘ{ } Ｔ 为相位子场应力．
１．２　 界面相场模型

引入一个连续的界面相场描述弥散的界面［３０］，即
　 　 β（ｘ） ＝ ｅ － ｘ ／ ｌｉ， （４）

其中 ｌｉ 表示界面相场的特征宽度．显然，界面相场分布函数满足下列微分方程：
　 　 β － ｌ２ｉ Δβ ＝ ０，　 　 ｘ ＝ Ω ． （５）
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并且界面相场分布函数需满足下列条件：

　 　
β ＝ １，　 　 ｘ ＝ Γ ｉ，
Ñβ·ｎ ＝ ０，　 　 ｘ ＝ ∂Ω ．{ （６）

这里需要指出的是，此处的界面相场只用于弥散界面，在之后的分析中并不会演化，当有限元模型中界面节

点确定后，界面相场求解一次即可．在得到界面相场后，构建一个材料参数可连续变化的过渡区域，结构的临

界能量释放率可以表示为

　 　 Ｇｃ ＝ βＧ
－ ｉ
ｃ ＋ （１ － β）Ｇｎ

ｃ，　 　 ｎ ＝ １，２， （７）

其中， Ｇ１
ｃ 和 Ｇ２

ｃ 分别表示材料 １ 和 ２ 的临界能量释放率， Ｇ
－ ｉ
ｃ 表示修正的界面临界能量释放率［３０］，其表达式为

　 　 Ｇ
－ ｉ
ｃ ＝

２Ｇ ｉ
ｃ（１ － ｅ －２） － （Ｇ１

ｃ ＋ Ｇ２
ｃ）（ｅ

－２ｌｉ ／ ｌｃ － ｅ －２）
２（１ － ｅ －２ｌｉ ／ ｌｃ）

， （８）

其中， Ｇ ｉ
ｃ 表示界面的临界能量释放率， ｌｃ 表示裂纹相场模型的特征宽度，且应满足

　 　
ｌｉ
ｌｃ

≥－ １
２

ｌｎ ２（１ － ｅ －２）
κ １ ＋ κ ２

＋ ｅ －２é

ë
êê

ù

û
úú ， （９）

其中， κ １ ＝ Ｇ１
ｃ ／ Ｇ ｉ

ｃ，κ ２ ＝ Ｇ２
ｃ ／ Ｇ ｉ

ｃ ．类似地，结构的弹性模量表示为

　 　 Ｅ ＝ βＥ ｉ ＋ （１ － β）Ｅｎ，　 　 ｎ ＝ １，２， （１０）
其中， Ｅ ｉ，Ｅ１

ｃ 和 Ｅ２
ｃ 分别表示界面、材料 １ 和 ２ 的弹性模量．

采用有限元法对界面相场方程（５）进行求解，建立相场变量的离散方程：

　 　
β ＝ ∑

４

ｉ ＝ １
Ｎｉβ ｉ，

Ñβ ＝ ∑
４

ｉ ＝ １
Ｂｉβ ｉ，

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（１１）

其中， Ｂｉ ＝ ∂Ｎｉ ／ ∂ｘ，∂Ｎｉ ／ ∂ｙ{ } Ｔ ．可得有限元求解格式为

　 　 ＫββΔβ ＝ － ｒβ， （１２）

其中， ｒβ ＝ － ∫
Ω
［（Ｎβ） ＴＮβ ＋ ｌ２ｉ（Ｂβ） ＴＢβ］βｄΩ ／ ｌｉ 为右端向量， Ｋββ ＝ ∫

Ω
［（Ｎβ） ＴＮβ ＋ ｌ２ｉ（Ｂβ） ＴＢβ］ｄΩ ／ ｌｉ 为刚度矩

阵， Ｎβ ＝ Ｎ１，Ｎ２，Ｎ３，Ｎ４{ } 为形函数矩阵， Ｂβ ＝
∂Ｎ１ ／ ∂ｘ ∂Ｎ２ ／ ∂ｘ ∂Ｎ３ ／ ∂ｘ ∂Ｎ４ ／ ∂ｘ
∂Ｎ１ ／ ∂ｙ ∂Ｎ２ ／ ∂ｙ ∂Ｎ３ ／ ∂ｙ ∂Ｎ４ ／ ∂ｙ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

为应变矩阵．

１．３　 界面断裂相场模型的控制方程和边界条件

根据 Ｆｒａｎｃｆｏｒｔ⁃Ｍａｒｉｇｏ 变分原理［３１］，区域 Ω 所具有的势能为

　 　 Π ＝ Πｓ ＋ Πｃ － Πｅ ＝ ∫
Ω
ψ（ε）ｄΩ ＋ ∫

Γｄｃ
ＧｃｄＳ － ∫

∂Ωｔｕ
ｕＴ ｔｕｄＳ － ∫

∂Ωｔｗ
ｗＴ ｔｗｄＳ， （１３）

其中， ψ（ε） 为应变能密度， Πｃ 为结构的断裂能， Ｇｃ 为临界能量释放率， Πｅ 为外力势能， ｕ ＝ ｕｘ，ｕｙ{ } Ｔ，ｗ ＝
ｗｘ，ｗｙ{ } Ｔ ．

引入连续的相场变量 ｄ， 使用该变量对离散裂纹进行正则化表示，可得结构的总势能为

　 　 Π ＝ ∫
Ω
ｇ（ｄ）ψ（ε）ｄΩ ＋ Ｇｃ∫

Ω
γ（ｄ，Ñｄ）ｄΩ － ∫

∂Ωｔｕ
ｕＴ ｔｕｄＳ － ∫

∂Ωｔｗ
ｗＴ ｔｗｄＳ， （１４）

其中， ｇ（ｄ） 为退化函数，表示材料由于损伤的存在而导致的应变能的退化，可设为 ｇ（ｄ） ＝ （１ － ｄ） ２ ＋ ｋ，ｋ 为

无穷小量，本文中采用 ｋ ＝ １ × １０ －７；Ñｄ 为相场梯度场， γ（ｄ，Ñｄ） 为裂纹面密度函数，表示为

　 　 γ（ｄ，Ñｄ） ＝ １
２ｌｃ

（ｄ２ ＋ ｌ２ｃ Ñｄ ２） ． （１５）

为了区分结构在受压和受拉情况下不同的断裂行为，将应变能密度函数进行拉压分解．在分解后的应变

能密度中，假设只有受拉应变能驱动相场的演化，即能量退化只发生在受拉部分上

　 　 Πｓ ＝ ∫
Ω
（ｇ（ｄ）ψ ＋ ＋ ψ －）ｄΩ， （１６）
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其中， ψ ＋ ＝ λ〈ε １ ＋ ε ２〉 ２
＋ ／ ２ ＋ μ［〈ε １〉 ２

＋ ＋ 〈ε ２〉 ２
＋］ 和 ψ － ＝ ψ － ψ ＋ 分别表示应变能密度中的受拉部分和受压

部分；〈·〉 ＋为 Ｍａｃａｕｌａｙ 括号，如 〈ｘ〉 ＋ ＝ （ｘ ＋ ｘ ） ／ ２；λ 和 μ 为 Ｌａｍé 常数．
因此，结构的总势能泛函可表示为

　 　 Π ＝ ∫
Ω
（ｇ（ｄ）ψ ＋ ＋ ψ －）ｄΩ ＋ Ｇｃ∫

Ω
γ（ｄ，Ñｄ）ｄΩ － ∫

∂Ωｔｕ
ｕＴ ｔｕｄＳ － ∫

∂Ωｔｗ
ｗＴ ｔｗｄＳ ． （１７）

根据 Ｆｒａｎｃｆｏｒｔ⁃Ｍａｒｉｇｏ 变分原理，执行总势能泛函关于位移场 ｕ 和 ｗ， 及相场变量 ｄ 的变分，可得混合相

场模型［３２］的控制方程和边界条件为

　 　 Ñ·［ｇ（ｄ）σ］ ＝ ０，　 　 Ω， （１８ａ）
　 　 Ñ·［ｇ（ｄ）Ｈ］ ＝ ０，　 　 Ω， （１８ｂ）
　 　 ｇ（ｄ）σ·ｎ ＝ ｔｕ，　 　 ∂Ωｔｕ， （１８ｃ）
　 　 ｇ（ｄ）Ｈ·ｎ ＝ ｔｗ，　 　 ∂Ωｔｗ， （１８ｄ）

　 　 － ２（１ － ｄ）Ｈ ＋ ＋
Ｇｃ

ｌｃ
（ｄ － ｌ２ｃΔｄ） ＝ ０，　 　 Ω， （１８ｅ）

　 　 Ñｄ·ｎ ＝ ０，　 　 ∂Ω， （１８ｆ）
　 　 ｕ ＝ ｕ－，　 　 ∂Ωｕ， （１８ｇ）

其中， Ｈ ＋ 为历史变量，表示在点 ｘ 处应变能函数在 ［０，ｔ］ 时间段内的历史最大值，用于防止卸载时裂纹发生

自愈

　 　 Ｈ ＋ ＝ ｍａｘ
［０，ｔ］

ψ（ε（ｘ，τ））{ } ． （１９）

２　 有限元离散方程

位移场变量 ｕ 和 ｗ，相场 ｄ 分别用插值函数离散为

　 　

ｕｘ，ｕｙ{ } Ｔ ＝ ∑
４

ｉ ＝ １
Ｎｕ

ｉ ｕｉ，

ｗｘ，ｗｙ{ } Ｔ ＝ ∑
４

ｉ ＝ １
Ｎｗ

ｉ ｗｉ，

ｄ ＝ ∑
４

ｉ ＝ １
Ｎｉｄｉ，

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï

（２０）

其中， Ｎｉ 为形函数，Ｎｕ
ｉ ＝Ｎｗ

ｉ ＝ ｄｉａｇ（Ｎｉ，Ｎｉ）；ｕｉ，ｗｉ 和 ｄｉ 分别表示节点声子场位移、相位子场位移和相场值．因
此，声子场应变、相位子场应变及相场梯度场为

　 　

ε ｘ，ε ｙ，γ ｘｙ{ } Ｔ ＝ ∑
４

ｉ ＝ １
Ｂｕ

ｉ ｕｉ，

ω ｘ，ω ｙ，ω ｘｙ，ω ｙｘ{ } Ｔ ＝ ∑
４

ｉ ＝ １
Ｂｗ

ｉ ｗｉ，

Ñｄ ＝ ∑
４

ｉ ＝ １
Ｂｄ

ｉ ｄｉ，

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï

（２１）

其中

　 　 Ｂｕ
ｉ ＝

∂Ｎｉ ／ ∂ｘ ０ ∂Ｎｉ ／ ∂ｙ
０ ∂Ｎｉ ／ ∂ｙ ∂Ｎｉ ／ ∂ｘ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

Ｔ

， Ｂｗ
ｉ ＝

∂Ｎｉ ／ ∂ｘ ０ ∂Ｎｉ ／ ∂ｙ ０
０ ∂Ｎｉ ／ ∂ｙ ０ ∂Ｎｉ ／ ∂ｘ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

Ｔ

，

　 　 Ｂｄ
ｉ ＝ ∂Ｎｉ ／ ∂ｘ，∂Ｎｉ ／ ∂ｙ{ } Ｔ ．

将式（２０）、（２１）代入式（１７）中，可得

　 　
Ｒａ ＝ － ∫

Ω
ｇ（ｄ）ＢＴＤｑＢａｄΩ ＋ ∫

Ω
ＮＴ ｔｄΩ，

Ｒｄ ＝ － ∫
Ω

Ｇｃ

ｌｃ
［（Ｎｄ） ＴＮｄ ＋ ｌ２ｃ（Ｂｄ） ＴＢｄ］ｄｄΩ － ∫

Ω
ｇ′（ｄ）Ｈ ＋ （Ｎｄ） ＴｄΩ，

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（２２）
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其中， Ｎ ＝ Ｎ１，Ｎ２，Ｎ３，Ｎ４{ } 为形函数矩阵， Ｎｉ ＝ ｄｉａｇ（Ｎｉ，Ｎｉ，Ｎｉ，Ｎｉ），Ｂ ＝ ＬＮ 为应变矩阵，

　 　 Ｌ ＝

∂ ／ ∂ｘ ０ ∂ ／ ∂ｙ ０ ０ ０ ０
０ ∂ ／ ∂ｙ ∂ ／ ∂ｘ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ∂ ／ ∂ｘ ０ ∂ ／ ∂ｙ ０
０ ０ ０ ０ ∂ ／ ∂ｙ ０ ∂ ／ ∂ｘ

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

Ｔ

，

　 　 Ｄｑ ＝

Ｃ１１ Ｃ１２ ０ Ｒ１ Ｒ１ Ｒ２ － Ｒ２

Ｃ１２ Ｃ２２ ０ － Ｒ１ － Ｒ１ － Ｒ２ Ｒ２

０ ０ Ｃ６６ Ｒ２ Ｒ２ － Ｒ１ Ｒ１

Ｒ１ － Ｒ１ Ｒ２ Ｋ１ Ｋ２ ０ ０
Ｒ１ － Ｒ１ Ｒ２ Ｋ２ Ｋ１ ０ ０
Ｒ２ － Ｒ２ － Ｒ１ ０ ０ Ｋ１ － Ｋ２

－ Ｒ２ Ｒ２ Ｒ１ ０ ０ － Ｋ２ Ｋ１

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
úú

为二维十次准晶的弹性矩阵， ａ ＝ ｕｘ１，ｕｙ１，ｗｘ１，ｗｙ１，…，ｕｘ４，ｕｙ４，ｗｘ４，ｗｙ４{ } Ｔ
１２×１， ｔ ＝ ｔｕｘ ，ｔｕｙ ，ｔｗｘ ，ｔｗｙ{ } Ｔ 为外力向量， ｄ

＝ ｄ１，ｄ２，ｄ３，ｄ４{ } Ｔ ．
采用交错迭代格式［３３］对该相场模型进行求解，其基本流程为：以第 ｎ ＋ １ 次迭代为例，固定相场 ｄｎ， 位

移场 ａｎ＋１ 为 ａｎ＋１ ＝ ａｎ ＋ ［Ｋａａ（ａｎ，ｄｎ）］
－１Ｒａ（ａｎ，ｄｎ），再利用已求得的位移场 ａｎ＋１，计算相场 ｄｎ＋１：ｄｎ＋１ ＝ ｄｎ ＋

［Ｋｄｄ（ａｎ＋１，ｄｎ）］
－１Ｒｄ（ａｎ＋１，ｄｎ）， 上述求解过程交替往复，直至结果收敛．其求解格式为

　 　
ａ
ｄ{ }

ｎ＋１

＝
ａ
ｄ{ }

ｎ

＋
Ｋａａ ０
０ Ｋｄｄ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

－１

ｎ

Ｒａ

Ｒｄ{ }
ｎ

， （２３）

其中， Ｋａａ ＝ ∫
Ω
ｇ（ｄ）ＢＴＤｑＢｄΩ， Ｋｄｄ ＝ ∫

Ω
Ｇｃ［（Ｎｄ） Ｔ ／ ｌｃ ＋ ｌｃ（Ｂｄ） ＴＢｄ］ｄΩ ＋ ∫

Ω
ｇ″（ｄ）Ｈ ＋ （Ｎｄ） ＴＮｄｄΩ ．这里需要说

明的是，本文所有的有限元求解过程均通过 ＡＢＡＱＵＳ 的二次开发功能实现．

３　 数 值 算 例

在数值算例中，我们首先通过与现有文献对比说明了本文提出相场模型的正确性，其次研究了相位子场

对准晶双材料中裂纹扩展路径的影响，最后分析了准晶双材料中双裂纹的演化规律．算例中采用两种二维十

次准晶的材料参数，如表 １ 所示［１８，３４］，根据文献［１８］，临界能量释放率的表达式为

　 　 Ｇｃ ＝
λ（Ｋ１ ＋ Ｋ２） ＋ ２（Ｒ２

１ ＋ Ｒ２
２）

８（λ ＋ Ｍ）ｃ
Ｋ２

Ｉｃ， （２４）

其中， Ｍ ＝ （Ｃ１１ － Ｃ１２） ／ ２，ｃ ＝ Ｍ（Ｋ１ ＋ Ｋ２） － ２（Ｒ２
１ ＋ Ｒ２

２），ＫＩｃ ＝ １ ＭＰａ· ｍ， 因此以下两种准晶材料的临界能

量释放率分别为 ５．５６×１０－７ ｋＮ ／ ｍｍ 和 １．９９×１０－６ ｋＮ ／ ｍｍ ．
表 １　 二维十次准晶材料参数［１８，３４］

Ｔａｂｌｅ １　 Ｍａｔｅｒｉａｌ ｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓ ｏｆ ２Ｄ ｄｅｃａｇｏｎａｌ ｑｕａｓｉｃｒｙｓｔａｌ［１８，３４］

ｐａｒａｍｅｔｅｒ ＱＣ⁃１ ＱＣ⁃２
ｐｈｏｎｏｎ ｅｌａｓｔｉｃ ｍｏｄｕｌｕｓ Ｃ１１ ／ ＧＰａ ２３４．３ ２００
ｐｈｏｎｏｎ ｅｌａｓｔｉｃ ｍｏｄｕｌｕｓ Ｃ１２ ／ ＧＰａ ５７．３４ １００
ｐｈｏｎｏｎ ｅｌａｓｔｉｃ ｍｏｄｕｌｕｓ Ｃ６６ ／ ＧＰａ ８８．４５ ５０
ｐｈａｓｏｎ ｅｌａｓｔｉｃ ｍｏｄｕｌｕｓ Ｋ１ ／ ＧＰａ １２２ ５０
ｐｈａｓｏｎ ｅｌａｓｔｉｃ ｍｏｄｕｌｕｓ Ｋ２ ／ ＧＰａ ２４ ２０

ｐｈｏｎｏｎ⁃ｐｈａｓｏｎ ｃｏｕｐｌｉｎｇ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ Ｒ１ ／ ＧＰａ －１．１ １０
ｐｈｏｎｏｎ⁃ｐｈａｓｏｎ ｃｏｕｐｌｉｎｇ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ Ｒ２ ／ ＧＰａ ０．１ １０
ｃｒｉｔｉｃａｌ ｅｎｅｒｇｙ ｒｅｌｅａｓｅ ｒａｔｅ Ｇｃ ／ （ｋＮ ／ ｍｍ） ５．５６×１０－７ １．９９×１０－６
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３．１　 对比算例

现有文献中尚未见准晶材料界面裂纹扩展的结果，因此本文首先将问题退化至双弹性材料情况进行对

比．考虑如图 ２（ａ）所示的纤维增强复合材料模型， 其边长为 １ ｍｍ， 并且中心位置存在一个半径为 ０．２５ ｍｍ
的纤维．整体结构左边界固定， 右边界水平方向受拉， 垂直方向固定， 材料参数与文献［３５］一致．数值计算

中采用的最小单元尺寸为 ｈｍｉｎ ＝ ０．０１ ｍｍ ．根据式（８）可得到修正的界面临界能量释放率为 Ｇ
－ ｉ
ｃ ＝ ２．４９ × １０ －８

ｋＮ ／ ｍｍ ．图 ３（ａ）为 ｌｃ ＝ ０．１０ ｍｍ，０．１１ ｍｍ，０．１２ ｍｍ，０．１３ ｍｍ，０．１４ ｍｍ，０．１５ ｍｍ 时对应的边界反力⁃位移曲线．由
图中曲线可以发现，当 ｌｃ ＝ ０．１４ ｍｍ 时，本文结果与 Ｙｕａｎ 等［３０］及 Ｎｇｕｙｅｎ 等［３５］的结果一致．图 ３（ｃ）给出了 ｌｃ
＝ ０．１４ ｍｍ 时纤维增强复合材料右边界受拉时的裂纹扩展路径，该结果与 Ｎｇｕｙｅｎ 等［３５］的结果吻合良好．

（ａ） 几何模型（单位： ｍｍ） （ｂ） 网格划分

（ａ） Ｔｈｅ ｇｅｏｍｅｔｒｙ ｍｏｄｅｌ （ｕｎｉｔ： ｍｍ） （ｂ） Ｔｈｅ ｍｅｓｈ ｇｒｉｄ
图 ２　 纤维增强复合材料

Ｆｉｇ． ２　 Ｔｈｅ ｆｉｂｅｒ⁃ｒｅｉｎｆｏｒｃｅｄ ｃｏｍｐｏｓｉｔｅ

（ａ） 不同 ｌｃ 对应下的反力⁃位移曲线 （ｂ） Ｎｇｕｙｅｎ 等［３５］的裂纹扩展路径 （ｃ） 当前模拟结果 （ ｌｃ ＝ ０．１４ ｍｍ）

（ａ） Ｒｅａｃｔｉｏｎ ｆｏｒｃｅ⁃ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ ｃｕｒｖｅｓ ｆｏｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｌｃ （ｂ） Ｔｈｅ ｃｒａｃｋ ｐａｔｔｅｒｎ ｏｆ Ｎｇｕｙｅｎ， ｅｔ ａｌ．［３５］ （ｃ） Ｐｒｅｓｅｎｔ ｒｅｓｕｌｔｓ （ ｌｃ ＝ ０．１４ ｍｍ）
图 ３　 裂纹扩展路径的对比

Ｆｉｇ． ３　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｃｒａｃｋ ｐａｔｔｅｒｎｓ

图 ４　 含单边裂纹的正方形准晶（单位： ｍｍ）
Ｆｉｇ． ４　 Ａｎ ｅｄｇｅ⁃ｃｒａｃｋｅｄ ｓｑｕａｒｅ ｑｕａｓｉｃｒｙｓｔａｌ （ｕｎｉｔ： ｍｍ）

　 　 其次，为了进一步说明本文提出相场模

型的正确性，考虑如图 ４ 所示的含单边裂纹

的单一材料准晶，计算参数与文献［１８］一

致．图 ５（ａ）和 ５（ｂ）分别给出了反力⁃位移曲

线和裂纹扩展路径．从图中可以看出，当前计

算结果与 Ｌｉ 等［１８］ 的结果吻合良好．综上所

述，本文提出的相场模型的具有较好的精确

性，能够有效预测双材料准晶中的裂纹扩展

路径．
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（ａ） 反力⁃位移曲线 （ｂ） Ｌｉ 等［１８］的裂纹扩展路径 （ｃ） 当前模拟结果

（ａ） Ｒｅａｃｔｉｏｎ ｆｏｒｃｅ⁃ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ ｃｕｒｖｅｓ （ｂ） Ｔｈｅ ｃｒａｃｋ ｐａｔｔｅｒｎ ｏｆ Ｌｉ， ｅｔ ａｌ． ［１８］ （ｃ） Ｐｒｅｓｅｎｔ ｒｅｓｕｌｔｓ
图 ５　 反力⁃位移曲线和裂纹断裂路径

Ｆｉｇ． ５　 Ｒｅａｃｔｉｏｎ ｆｏｒｃｅ⁃ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ ｃｕｒｖｅｓ ａｎｄ ｃｒａｃｋ ｐａｔｔｅｒｎｓ

３．２　 含单边裂纹的正方形准晶剪切断裂

考虑如图 ６ 所示的含单边裂纹的正方形准晶，其宽度和高度均为 １００ ｍｍ，初始裂纹长度为 ５０ ｍｍ，上边

界有沿水平方向的位移，下边界固定，材料参数选取为表 １ 中的 ＱＣ⁃１．

图 ６　 含单边裂纹的正方形准晶的几何尺寸

和边界条件（单位： ｍｍ）
Ｆｉｇ． ６　 Ｇｅｏｍｅｔｒｙ ａｎｄ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ ｏｆ ｔｈｅ

ｅｄｇｅ⁃ｃｒａｃｋｅｄ ｓｑｕａｒｅ ｑｕａｓｉｃｒｙｓｔａｌ （ｕｎｉｔ： ｍｍ）

数值计算中采用的最小单元尺寸为 ｈｍｉｎ ＝ ０．１
ｍｍ，裂纹相场的特征宽度取为 ｌｃ ＝ １ ｍｍ ．图 ７ 给出

了对应的边界反力⁃位移曲线和裂纹扩展路径，由
于承受剪切载荷，裂纹向右下方偏转，最后扩展至

底端右边缘处．根据曲线的趋势可将正方形准晶的

剪切断裂分为三个阶段：第一个阶段 （ＯＡ 段），为
裂纹成核阶段，边界反力随位移线性增加，在 Ａ 点

达到反力的峰值，裂纹开始扩展，如图 ７（ｂ）所示；
第二个阶段 （ＡＢ 段），为裂纹稳定扩展阶段，反力⁃
位移曲线呈非线性缓慢下降，材料开始发生剪切断

裂，裂纹向右下方偏转并稳定扩展，如图 ７（ ｃ）所

示；第三个阶段 （ＢＣ 段），为裂纹不稳定扩展阶段，
材料裂纹扩展至底部边缘，所施加的水平位移载荷

的作用转变为水平拉伸位移载荷的作用，材料底端瞬间完全断裂失效，如图 ７（ｄ）所示．

（ａ） 反力⁃位移曲线 （ｂ） Ａ 点： ｕ ＝ １．２７２×１０－３ ｍｍ

（ａ） Ｔｈｅ ｒｅａｃｔｉｏｎ ｆｏｒｃｅ⁃ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ ｃｕｒｖｅ （ｂ） Ｐｏｉｎｔ Ａ： ｕ ＝ １．２７２×１０－３ ｍｍ
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（ｃ） Ｂ 点：ｕ ＝ ２．２８×１０－３ ｍｍ （ｄ） Ｃ 点：ｕ ＝ ２．３５２×１０－３ ｍｍ

（ｃ） Ｐｏｉｎｔ Ｂ： ｕ ＝ ２．２８×１０－３ ｍｍ （ｄ） Ｐｏｉｎｔ Ｃ： ｕ ＝ ２．３５２×１０－３ ｍｍ
图 ７　 反力⁃位移曲线和裂纹扩展路径

Ｆｉｇ． ７　 Ｔｈｅ ｒｅａｃｔｉｏｎ ｆｏｒｃｅ⁃ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ ｃｕｒｖｅ ａｎｄ ｃｒａｃｋ ｐａｔｔｅｒｎｓ

３．３　 含初始裂纹的三点弯曲模型

考虑如图 ８ 所示的三点弯曲模型，其底端中部有一个长度为 ０．４ ｍｍ 的初始裂纹，模型几何尺寸和边界

条件如下图所示，其长度为 ８ ｍｍ，高度为 ２ ｍｍ，底端左角点的边界条件为 ｕｘ ＝ ｕｙ ＝ ０，右角点的边界条件为

ｕｙ ＝ ０， 上边界中部有沿竖直方向的集中位移加载，材料参数选取为表 １ 中的 ＱＣ⁃１．

图 ８　 三点弯曲问题的几何模型及边界条件（单位： ｍｍ）
Ｆｉｇ． ８　 Ｇｅｏｍｅｔｒｙ ａｎｄ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ ｆｏｒ ｔｈｅ ３⁃ｐｏｉｎｔ ｂｅｎｄｉｎｇ ｔｅｓｔ （ｕｎｉｔ： ｍｍ）

数值计算中采用的最小单元尺寸为 ｈｍｉｎ ＝ ０．０１ ｍｍ， 裂纹相场的特征宽度取为 ｌｃ ＝ ０．０５ ｍｍ ． 图 ９（ａ）和
９（ｂ）分别给出了对应的边界反力⁃位移曲线和裂纹的演化过程，可以看出，裂纹在底部中端的初始裂纹尖端

处起裂，并沿着竖直方向扩展．

（ａ） 反力⁃位移曲线 （ｂ） 受位移加载作用下梁的裂纹演化过程

（ａ） Ｔｈｅ ｒｅａｃｔｉｏｎ ｆｏｒｃｅ⁃ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ ｃｕｒｖｅ （ｂ） Ｔｈｅ ｃｒａｃｋ ｅｖｏｌｕｔｉｏｎ ｉｎ ｔｈｅ ｂｅａｍ ｓｕｂｊｅｃｔｅｄ
ｔｏ ｔｈｅ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ

图 ９　 反力⁃位移曲线和裂纹演化过程

Ｆｉｇ． ９　 Ｔｈｅ ｒｅａｃｔｉｏｎ ｆｏｒｃｅ⁃ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ ｃｕｒｖｅ ａｎｄ ｔｈｅ ｃｒａｃｋ ｅｖｏｌｕｔｉｏｎ

８４４１ 应　 用　 数　 学　 和　 力　 学　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ２０２４ 年　 第 ４５ 卷



３．４　 含单边裂纹的准晶双材料

考虑如图 １０ 所示的含单边裂纹的准晶双材料，其左右两端受竖直方向上的位移加载，界面方向与水平

方向之间的夹角为 θ， 初始裂纹尖端位于材料界面，材料 １ 和 ２ 均为同一种准晶材料，材料参数为表 １ 中的

ＱＣ⁃１．

图 １０　 含单边裂纹的准晶双材料的几何模型及边界条件（单位： ｍｍ）
Ｆｉｇ． １０　 Ｇｅｏｍｅｔｒｙ ａｎｄ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ ｏｆ ｔｈｅ ｅｄｇｅ⁃ｃｒａｃｋｅｄ ｑｕａｓｉｃｒｙｓｔａｌ ｂｉｍａｔｅｒｉａｌｓ （ｕｎｉｔ： ｍｍ）

数值计算中采用的最小单元尺寸为 ｈｍｉｎ ＝ ０．００２ ｍｍ，界面相场和裂纹相场的特征宽度分别取为 ｌｉ ＝ ２ｈｍｉｎ

＝ ０．００４ ｍｍ， ｌｃ ＝ ５ｈｍｉｎ ＝ ０．０１ ｍｍ［３２］，界面临界能量释放率为 Ｇ ｉ ＝ ３×１０－７ ｋＮ ／ ｍｍ，界面角度选取为 θ ＝ ３０°，
４５°，６０°．为了研究不同相位子场载荷对裂纹扩展路径的影响，图 １１—１３ 分别给出了相位子场载荷 ｗ０ ＝ ０
ｍｍ，２×１０－５ ｍｍ，４×１０－５ ｍｍ，６×１０－５ ｍｍ，８×１０－５ ｍｍ，１×１０－４ ｍｍ 时的边界反力⁃位移曲线．由图中曲线可以发

现，随着相位子场载荷的增加，准晶双材料边界反力的峰值逐渐减小，并且对应的拉伸位移也相应减小，说明

相位子场载荷也可以促进裂纹扩展，导致结构承载能力下降．此外，随着相位子场载荷的增加，三种界面角度

下的裂纹扩展路径均发生了显著变化，裂纹扩展路径由沿界面开裂转变为在材料 ２ 内部沿水平方向开裂．该
现象表明，相位子场载荷的增加增大了Ⅰ型破坏的占比，结构的破坏模式从Ⅰ、Ⅱ混合型破坏变为Ⅰ型破坏

为主．

（ａ） 反力⁃位移曲线 （ｂ） 裂纹扩展路径 （ｗ０ ＝ ０ ｍｍ） （ｃ） 裂纹扩展路径 （ｗ０ ＝ １×１０－４ ｍｍ）

（ａ） Ｔｈｅ ｒｅａｃｔｉｏｎ ｆｏｒｃｅ⁃ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ ｃｕｒｖｅｓ （ｂ） Ｔｈｅ ｃｒａｃｋ ｐａｔｔｅｒｎ （ｗ０ ＝ ０ ｍｍ） （ｃ） Ｔｈｅ ｃｒａｃｋ ｐａｔｔｅｒｎ （ｗ０ ＝ １ × １０ －４ ｍｍ）

图 １１　 θ ＝ ３０° 时的反力⁃位移曲线和裂纹扩展路径

Ｆｉｇ． １１　 Ｒｅａｃｔｉｏｎ ｆｏｒｃｅ⁃ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ ｃｕｒｖｅｓ ａｎｄ ｃｒａｃｋ ｐａｔｔｅｒｎｓ ｆｏｒ θ ＝ ３０°

为了研究界面临界能量释放率对裂纹扩展路径的影响，图 １４ 给出了界面临界能量释放率与材料临界

能量释放率之比 Ｇ ｉ ／ Ｇｃ ＝ ０．４，０．５，０．６，０．７ 时对应的反力⁃位移曲线．界面倾斜角度和相位子位移场载荷分别

选取为 θ ＝ ６０° 和 ｗ０ ＝ ５ × １０ －６ ｍｍ ．对应的裂纹扩展路径如图 １５ 所示．由图 １４ 中曲线可知，随着 Ｇ ｉ ／ Ｇｃ 的增
加，边界反力的峰值增加．从图 １５ 可以看出，当 θ ＝ ６０°，且 Ｇ ｉ ／ Ｇｃ ≥ ０．６ 时，裂纹发生微小偏折后沿水平方向
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开裂，且随着 Ｇ ｉ ／ Ｇｃ 的增加，裂纹偏折的长度减少．该现象说明当界面临界能量释放率较小时，结构发生Ⅰ、
Ⅱ型混合破坏，裂纹沿界面开裂后沿水平方向开裂，随着界面临界能量释放率的增加，其逐渐接近于材料自

身的临界能量释放率，此时结构发生Ⅰ型破坏的占比增大，裂纹轻微偏折后沿水平方向开裂．

（ａ） 反力⁃位移曲线 （ｂ） 裂纹扩展路径 （ｗ０ ＝ ０ ｍｍ） （ｃ） 裂纹扩展路径 （ｗ０ ＝ １×１０－４ ｍｍ）

（ａ） Ｔｈｅ ｒｅａｃｔｉｏｎ ｆｏｒｃｅ⁃ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ ｃｕｒｖｅｓ （ｂ） Ｔｈｅ ｃｒａｃｋ ｐａｔｔｅｒｎ （ｗ０ ＝ ０ ｍｍ） （ｃ） Ｔｈｅ ｃｒａｃｋ ｐａｔｔｅｒｎ （ｗ０ ＝ １ × １０ －４ ｍｍ）

图 １２　 θ ＝ ４５° 时的反力⁃位移曲线和裂纹扩展路径

Ｆｉｇ． １２　 Ｒｅａｃｔｉｏｎ ｆｏｒｃｅ⁃ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ ｃｕｒｖｅｓ ａｎｄ ｃｒａｃｋ ｐａｔｔｅｒｎｓ ｆｏｒ θ ＝ ４５°

（ａ） 反力⁃位移曲线 （ｂ） 裂纹扩展路径 （ｗ０ ＝ ０ ｍｍ） （ｃ） 裂纹扩展路径 （ｗ０ ＝ １×１０－４ ｍｍ）

（ａ） Ｔｈｅ ｒｅａｃｔｉｏｎ ｆｏｒｃｅ⁃ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ ｃｕｒｖｅｓ （ｂ） Ｔｈｅ ｃｒａｃｋ ｐａｔｔｅｒｎ （ｗ０ ＝ ０ ｍｍ） （ｃ） Ｔｈｅ ｃｒａｃｋ ｐａｔｔｅｒｎ （ｗ０ ＝ １ × １０ －４ ｍｍ）

图 １３　 θ ＝ ６０° 时的反力⁃位移曲线和裂纹扩展路径

Ｆｉｇ． １３　 Ｒｅａｃｔｉｏｎ ｆｏｒｃｅ⁃ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ ｃｕｒｖｅｓ ａｎｄ ｃｒａｃｋ ｐａｔｔｅｒｎｓ ｆｏｒ θ ＝ ６０°

图 １４　 不同 Ｇｉ ／ Ｇｃ 情况下的反力⁃位移曲线

Ｆｉｇ． １４　 Ｒｅａｃｔｉｏｎ ｆｏｒｃｅ⁃ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ ｃｕｒｖｅｓ ｏｂｔａｉｎｅｄ ｆｒｏｍ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ Ｇｉ ／ Ｇｃ ｒａｔｉｏｓ
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（ａ） Ｇｉ ／ Ｇｃ ＝ ０．４ （ｂ） Ｇｉ ／ Ｇｃ ＝ ０．５ （ｃ） Ｇｉ ／ Ｇｃ ＝ ０．６ （ｄ） Ｇｉ ／ Ｇｃ ＝ ０．７

图 １５　 不同 Ｇｉ ／ Ｇｃ 情况下的裂纹扩展路径

Ｆｉｇ． １５　 Ｃｒａｃｋ ｐａｔｔｅｒｎｓ ｏｂｔａｉｎｅｄ ｆｒｏｍ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ Ｇｉ ／ Ｇｃ ｒａｔｉｏｓ

３．５　 含双边裂纹的准晶双材料

考虑如图 １６ 所示的含双边裂纹的准晶双材料，其下端固定，上端受竖直方向上的位移载荷，材料 １ 和 ２
分别选取为表 １ 中的 ＱＣ⁃１ 和 ＱＣ⁃２．数值计算中采用的最小单元尺寸为 ｈｍｉｎ ＝ ０．００２ ｍｍ，裂纹相场和界面相

场的特征宽度均取为 ｌｃ ＝ ｌｉ ＝ ０．０１ ｍｍ，界面临界能量释放率为 Ｇ ｉ
ｃ ＝ ２．５×１０－８ ｋＮ ／ ｍｍ，相位子场载荷 ｗ０ ＝ ４ ×

１０ －５ ｍｍ ．图 １７ 给出了对应的边界反力⁃位移曲线，其中标记了 Ｏ 点（ｕ ＝ ０ ｍｍ）、 Ａ 点（ｕ ＝ ８．８×１０－５ ｍｍ）、 Ｂ
点（ｕ ＝ １．０２×１０－４ ｍｍ）、 Ｃ点（ｕ ＝ ２．０２×１０－４ ｍｍ）和 Ｄ点（ｕ ＝ ２．１８×１０－４ ｍｍ），用于标识曲线的 ＯＡ、ＡＢ、ＢＣ和

ＣＤ 四个阶段．图 １８ 给出了各个点处对应的裂纹扩展情况．

图 １６　 含双边裂纹的准晶双材料的

几何模型及边界条件（单位： ｍｍ）
Ｆｉｇ． １６　 Ｇｅｏｍｅｔｒｙ ａｎｄ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ ｏｆ ｔｈｅ ｄｏｕｂｌｅ⁃ｎｏｔｃｈｅｓ

ｑｕａｓｉｃｒｙｓｔａｌ ｂｉｍａｔｅｒｉａｌｓ （ｕｎｉｔ： ｍｍ）

图 １７　 含双边裂纹的准晶双材料受拉时的

反力⁃位移曲线

Ｆｉｇ． １７　 Ｔｈｅ ｒｅａｃｔｉｏｎ ｆｏｒｃｅ⁃ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ ｃｕｒｖｅ ｏｆ ｔｅｎｓｉｏｎ ｔｅｓｔ
ｏｆ ｔｈｅ ｄｏｕｂｌｅ⁃ｎｏｔｃｈｅｓ ｑｕａｓｉｃｒｙｓｔａｌ ｂｉｏｍａｔｅｒｉａｌｓ

（ａ） Ａ 点： ｕ ＝ ８．８×１０－５ ｍｍ （ｂ） Ｂ 点： ｕ ＝ １．０２×１０－４ ｍｍ （ｃ） Ｃ 点： ｕ ＝ ２．０２×１０－４ ｍｍ （ｄ） Ｄ 点： ｕ ＝ ２．１８×１０－４ ｍｍ
（ａ） Ｐｏｉｎｔ Ａ： ｕ ＝ ８．８×１０－５ ｍｍ （ｂ） Ｐｏｉｎｔ Ｂ： ｕ ＝ １．０２×１０－４ ｍｍ （ｃ） Ｐｏｉｎｔ Ｃ： ｕ ＝ ２．０２×１０－４ ｍｍ （ｄ） Ｐｏｉｎｔ Ｄ： ｕ ＝ ２．１８×１０－４ ｍｍ

图 １８　 不同加载时刻的裂纹扩展情况

Ｆｉｇ． １８　 Ｃｒａｃｋ ｐａｔｔｅｒｎｓ ａｔ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｌｏａｄｉｎｇ ｔｉｍｅｓ
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　 　 在 Ａ点之前，边界反力随位移单调递增，在 Ａ 点达到峰值，此时结构左侧的裂纹尖端区域出现裂纹扩展，
其裂纹扩展情况如图 １８（ａ）所示．随着载荷的增加，反力出现下降，左侧裂纹扩展到整体结构的界面处，即 Ｂ
点，其裂纹扩展情况如图 １８（ｂ）所示．进一步加载后，裂纹出现分叉并沿着界面朝相反方向进行扩展，结构右

侧的裂纹尖端区域出现裂纹扩展，即 Ｃ 点，其裂纹扩展情况如图 １８（ｃ）所示．最后，随着载荷的增加，结构右

侧的裂纹与界面处的裂纹合并，反力逐渐减小，直至结构完全丧失承载能力，即 Ｄ 点，其裂纹扩展情况如图

１８（ｄ）所示．

４　 结　 　 论

本文发展了二维十次准晶双材料界面断裂分析的相场模型，推导了对应的控制方程及边界条件，并在

ＡＢＡＱＵＳ 的二次开发平台下实现了对控制方程的求解，获得了裂纹扩展路径．通过与文献结果进行对比，说
明了本文提出相场模型的正确性．数值算例表明，相位子场载荷和界面临界能量释放率对裂纹扩展路径有着

显著影响，随着相位子场载荷和界面临界能量释放率增加，裂纹扩展路径由沿界面开裂转变为材料内开裂．
此外，本文所提出的相场模型可有效模拟多裂纹在准晶双材料中的扩展与融合．

参考文献（Ｒｅｆｅｒｅｎｃｅｓ）：

［１］　 ＭＡＣＩÁ⁃ＢＡＲＢＥＲ Ｅ． Ｑｕａｓｉｃｒｙｓｔａｌｓ： Ｆｕｎｄａｍｅｎｔａｌｓ ａｎｄ Ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ［Ｍ］ ． ＣＲＣ Ｐｒｅｓｓ， ２０２０．

［２］　 杨震霆， 王雅静， 聂雪阳， 等． 含切口的压电准晶组合结构界面断裂分析的辛⁃等几何耦合方法［Ｊ］ ． 应用数学和

力学， ２０２４， ４５（２）： １４４⁃１５４． （ＹＡＮＧ Ｚｈｅｎｔｉｎｇ， ＷＡＮＧ Ｙａｊｉｎｇ， ＮＩＥ Ｘｕｅｙａｎｇ， ｅｔ ａｌ． Ｓｙｍｐｌｅｃｔｉｃ ｉｓｏｇｅｏｍｅｔｒｉｃ ａ⁃

ｎａｌｙｓｉｓ ｃｏｕｐｌｉｎｇ ｍｅｔｈｏｄ ｆｏｒ ｉｎｔｅｒｆａｃｉａｌ ｆｒａｃｔｕｒｅ ｏｆ ｐｉｅｚｏｅｌｅｃｔｒｉｃ ｑｕａｓｉｃｒｙｓｔａｌ ｃｏｍｐｏｓｉｔｅｓ ｗｉｔｈ ｎｏｔｃｈｅｓ［Ｊ］ ． Ａｐ⁃

ｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ａｎｄ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ， ２０２４， ４５（２）： １４４⁃１５４． （ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［３］　 赵雪芬， 卢绍楠， 马园园， 等． 一维六方准晶非周期平面内中心开口裂纹的平面热弹性问题［Ｊ］ ． 应用数学和力

学， ２０２４， ４５（３）： ３０３⁃３１７． （ＺＨＡＯ Ｘｕｅｆｅｎ， ＬＵ Ｓｈａｏｎａｎ， ＭＡ Ｙｕａｎｙｕａｎ， ｅｔ ａｌ． Ｔｈｅ ｐｌａｎｅ ｔｈｅｒｍｏｅｌａｓｔｉｃ ｐｒｏｂ⁃

ｌｅｍ ｏｆ ａ ｃｅｎｔｒａｌ ｏｐｅｎｉｎｇ ｃｒａｃｋ ｉｎ ｔｈｅ １Ｄ ｈｅｘａｇｏｎａｌ ｑｕａｓｉｃｒｙｓｔａｌ ｎｏｎ⁃ｐｅｒｉｏｄｉｃ ｐｌａｎｅ［Ｊ］ ． Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ

ａｎｄ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ， ２０２４， ４５（３）： ３０３⁃３１７． （ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［４］　 张炳彩， 丁生虎， 张来萍． 一维六方准晶双材料中圆孔边共线界面裂纹的反平面问题［ Ｊ］ ． 应用数学和力学，

２０２２， ４３（６）： ６３９⁃６４７． （ＺＨＡＮＧ Ｂｉｎｇｃａｉ， ＤＩＮＧ Ｓｈｅｎｇｈｕ， ＺＨＡＮＧ Ｌａｉｐｉｎｇ． Ｔｈｅ ａｎｔｉ⁃ｐｌａｎｅ ｐｒｏｂｌｅｍ ｏｆ ｃｏｌｌｉｎｅａｒ

ｉｎｔｅｒｆａｃｅ ｃｒａｃｋｓ ｅｍａｎａｔｉｎｇ ｆｒｏｍ ａ ｃｉｒｃｕｌａｒ ｈｏｌｅ ｉｎ １Ｄ ｈｅｘａｇｏｎａｌ ｑｕａｓｉｃｒｙｓｔａｌ ｂｉ⁃ｍａｔｅｒｉａｌｓ［Ｊ］ ． Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅ⁃

ｍａｔｉｃｓ ａｎｄ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ， ２０２２， ４３（６）： ６３９⁃６４７． （ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［５］　 ＺＨＡＯ Ｍ， ＤＡＮＧ Ｈ， ＦＡＮ Ｃ， ｅｔ ａｌ． Ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ａ ｔｈｒｅｅ⁃ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ ａｒｂｉｔｒａｒｉｌｙ ｓｈａｐｅｄ ｉｎｔｅｒｆａｃｅ ｃｒａｃｋ ｉｎ ａ ｏｎｅ⁃

ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ ｈｅｘａｇｏｎａｌ ｔｈｅｒｍｏ⁃ｅｌｅｃｔｒｏ⁃ｅｌａｓｔｉｃ ｑｕａｓｉｃｒｙｓｔａｌ ｂｉ⁃ｍａｔｅｒｉａｌ， ｐａｒｔ １： ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎ［ Ｊ］ ． Ｅｎｇｉ⁃

ｎｅｅｒｉｎｇ Ｆｒａｃｔｕｒｅ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ， ２０１７， １７９： ５９⁃７８．

［６］　 ＤＡＮＧ Ｈ， ＺＨＡＯ Ｍ， ＦＡＮ Ｃ， ｅｔ ａｌ． Ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ａ ｔｈｒｅｅ⁃ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ ａｒｂｉｔｒａｒｉｌｙ ｓｈａｐｅｄ ｉｎｔｅｒｆａｃｅ ｃｒａｃｋ ｉｎ ａ ｏｎｅ⁃

ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ ｈｅｘａｇｏｎａｌ ｔｈｅｒｍｏ⁃ｅｌｅｃｔｒｏ⁃ｅｌａｓｔｉｃ ｑｕａｓｉｃｒｙｓｔａｌ ｂｉ⁃ｍａｔｅｒｉａｌ， ｐａｒｔ ２： ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｍｅｔｈｏｄ［ Ｊ］ ． Ｅｎｇｉ⁃

ｎｅｅｒｉｎｇ Ｆｒａｃｔｕｒｅ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ， ２０１７， １８０： ２６８⁃２８１．

［７］　 ＦＡＮ Ｃ， ＬＶ Ｓ， ＤＡＮＧ Ｈ， ｅｔ ａｌ． Ｆｕｎｄａｍｅｎｔａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ａｎｄ ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ｔｈｅ ｉｎｔｅｒｆａｃｅ ｃｒａｃｋ ｆｏｒ ｔｗｏ⁃ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ

ｄｅｃａｇｏｎａｌ ｑｕａｓｉｃｒｙｓｔａｌ ｂｉｍａｔｅｒｉａｌ ｖｉａ ｔｈｅ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ ｄｉｓｃｏｎｔｉｎｕｉｔｙ ｍｅｔｈｏｄ［ Ｊ］ ． Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ Ａｎａｌｙｓｉｓ Ｗｉｔｈ

Ｂｏｕｎｄａｒｙ Ｅｌｅｍｅｎｔｓ， ２０１９， １０６： ４６２⁃４７２．

［８］　 ＺＨＡＯ Ｍ， ＦＡＮ Ｃ， ＬＵ Ｃ Ｓ， ｅｔ ａｌ． Ｉｎｔｅｒｆａｃｉａｌ ｆｒａｃｔｕｒｅ ａｎａｌｙｓｉｓ ｆｏｒ ａ ｔｗｏ⁃ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ ｄｅｃａｇｏｎａｌ ｑｕａｓｉ⁃ｃｒｙｓｔａｌ

ｃｏａｔｉｎｇ ｌａｙｅｒ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ［ Ｊ］ ． Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ａｎｄ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ （Ｅｎｇｌｉｓｈ Ｅｄｉｔｉｏｎ）， ２０２１， ４２（１１）： １６３３⁃

１６４８．

［９］　 ＺＨＡＯ Ｍ， ＺＨＡＮＧ Ｘ， ＦＡＮ Ｃ， ｅｔ ａｌ． Ｔｈｅｒｍａｌ ｆｒａｃｔｕｒｅ ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ａ ｔｗｏ⁃ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ ｄｅｃａｇｏｎａｌ ｑｕａｓｉｃｒｙｓｔａｌ

ｃｏａｔｉｎｇ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ ｗｉｔｈ ｉｎｔｅｒｆａｃｅ ｃｒａｃｋｓ［Ｊ］ ． Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ ｏｆ Ａｄｖａｎｃｅｄ Ｍａｔｅｒｉａｌｓ ａｎｄ Ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓ， ２０２３， ３０（１０）：

２００１⁃２０１６．

２５４１ 应　 用　 数　 学　 和　 力　 学　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ２０２４ 年　 第 ４５ 卷



［１０］　 ＴＲＥＢＩＮ Ｈ Ｒ， ＭＩＫＵＬＬＡ Ｒ， ＳＴＡＤＬＥＲ Ｊ， ｅｔ ａｌ． Ｍｏｌｅｃｕｌａｒ ｄｙｎａｍｉｃｓ ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎｓ ｏｆ ｃｒａｃｋ ｐｒｏｐａｇａｔｉｏｎ ｉｎ ｑｕａｓｉ⁃
ｃｒｙｓｔａｌｓ［Ｊ］ ． Ｃｏｍｐｕｔｅｒ Ｐｈｙｓｉｃｓ Ｃｏｍｍｕｎｉｃａｔｉｏｎｓ， １９９９， １２１ ／ １２２： ５３６⁃５３９．

［１１］　 ＫＲＤＺＡＬＩＣ Ｇ， ＢＲＵＮＥＬＬＩ Ｍ， ＴＲＥＢＩＮ Ｈ Ｒ． Ｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅ ｄｅｐｅｎｄｅｎｃｅ ｏｆ ｄｉｓｌｏｃａｔｉｏｎ ｍｏｔｉｏｎ ａｎｄ ｃｒａｃｋ ｐｒｏｐａ⁃
ｇａｔｉｏｎ ｉｎ ａ ｔｗｏ⁃ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ ｂｉｎａｒｙ ｍｏｄｅｌ ｑｕａｓｉｃｒｙｓｔａｌ［Ｊ ／ ＯＬ］ ． ＭＲＳ Ｏｎｌｉｎｅ Ｐｒｏｃｅｅｄｉｎｇｓ Ｌｉｂｒａｒｙ， ２００１， ６４３
（１）： ７１［２０２４⁃０８⁃１６］ ． ｈｔｔｐｓ： ／ ／ ｌｉｎｋ．ｓｐｒｉｎｇｅｒ．ｃｏｍ ／ ａｒｔｉｃｌｅ ／ １０．１５５７ ／ ＰＲＯＣ⁃６４３⁃Ｋ７．１．

［１２］　 ＲＵＤＨＡＲＴ Ｃ， ＴＲＥＢＩＮ Ｈ Ｒ， ＧＵＭＢＳＣＨ Ｐ． Ｃｒａｃｋ ｐｒｏｐａｇａｔｉｏｎ ｉｎ ｐｅｒｆｅｃｔｌｙ ｏｒｄｅｒｅｄ ａｎｄ ｒａｎｄｏｍ ｔｉｌｉｎｇ ｑｕａｓｉｃ⁃
ｒｙｓｔａｌｓ［Ｊ］ ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｎｏｎ⁃Ｃｒｙｓｔａｌｌｉｎｅ Ｓｏｌｉｄｓ， ２００４， ３３４ ／ ３３５： ４５３⁃４５６．

［１３］　 ＲÖＳＣＨ Ｆ， ＲＵＤＨＡＲＴ Ｃ， ＲＯＴＨ Ｊ， ｅｔ ａｌ． Ｄｙｎａｍｉｃ ｆｒａｃｔｕｒｅ ｏｆ ｉｃｏｓａｈｅｄｒａｌ ｍｏｄｅｌ ｑｕａｓｉｃｒｙｓｔａｌｓ： ａ ｍｏｌｅｃｕｌａｒ
ｄｙｎａｍｉｃｓ ｓｔｕｄｙ［Ｊ］ ． Ｐｈｙｓｉｃａｌ Ｒｅｖｉｅｗ Ｂ， ２００５， ７２： ０１４１２８．

［１４］　 ＪＵＮＧ Ｄ Ｙ， ＳＴＥＵＲＥＲ Ｗ． Ｍｅｃｈａｎｉｃａｌ ｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓ ｏｆ ｃｌｕｓｔｅｒｓ ｉｎ ｑｕａｓｉｃｒｙｓｔａｌ ａｐｐｒｏｘｉｍａｎｔｓ： ｔｈｅ ｅｘａｍｐｌｅ ｏｆ ｔｈｅ
１ ／ １ Ａｌ⁃Ｃｕ⁃Ｆｅ ａｐｐｒｏｘｉｍａｎｔ［Ｊ］ ． Ｐｈｙｓｉｃａｌ Ｒｅｖｉｅｗ Ｂ， ２０１１， ８４（５）： ０５４１１６．

［１５］　 吴祥法， 范天佑， 安冬梅． 用路径守恒积分计算平面准晶裂纹扩展的能量释放率［Ｊ］ ． 计算力学学报， ２０００， １７
（１）： ３４⁃４２． （ＷＵ Ｘｉａｎｇｆａ， ＦＡＮ Ｔｉａｎｙｏｕ， ＡＮ Ｄｏｎｇｍｅｉ． Ｅｎｅｒｇｙ ｒｅｌｅａｓｅ ｒａｔｅ ｏｆ ｐｌａｎｅ ｑｕａｓｉｃｒｙｓｔａｌｓ ｗｉｔｈ ｃｒａｃｋ
ｄｅｔｅｒｍｉｎｅｄ ｂｙ ｐａｔｈ⁃ｉｎｄｅｐｅｎｄｅｎｔ Ｅ⁃ｉｎｔｅｇｒａｌ［Ｊ］ ． Ｃｈｉｎｅｓｅ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ， ２０００， １７（１）：
３４⁃４２． （ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［１６］　 ＺＨＵ Ａ Ｙ， ＦＡＮ Ｔ Ｙ． Ｄｙｎａｍｉｃ ｃｒａｃｋ ｐｒｏｐａｇａｔｉｏｎ ｉｎ ｄｅｃａｇｏｎａｌ Ａｌ⁃Ｎｉ⁃Ｃｏ ｑｕａｓｉｃｒｙｓｔａｌ［Ｊ］ ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｐｈｙｓｉｃｓ：
Ｃｏｎｄｅｎｓｅｄ Ｍａｔｔｅｒ， ２００８， ２０（２９）： ２９５２１７．

［１７］　 ＴＵＰＨＯＬＭＥ Ｇ Ｅ． Ａｎ ａｎｔｉｐｌａｎｅ ｓｈｅａｒ ｃｒａｃｋ ｍｏｖｉｎｇ ｉｎ ｏｎｅ⁃ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ ｈｅｘａｇｏｎａｌ ｑｕａｓｉｃｒｙｓｔａｌｓ［ Ｊ］ ． Ｉｎｔｅｒｎａ⁃
ｔｉｏｎａｌ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｓｏｌｉｄｓ ａｎｄ Ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓ， ２０１５， ７１： ２５５⁃２６１．

［１８］　 ＬＩ Ｔ， ＹＡＮＧ Ｚ Ｔ， ＸＵ Ｃ Ｈ， ｅｔ ａｌ． Ａ ｐｈａｓｅ ｆｉｅｌｄ ａｐｐｒｏａｃｈ ｔｏ ｔｗｏ⁃ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ ｑｕａｓｉｃｒｙｓｔａｌｓ ｗｉｔｈ ｍｉｘｅｄ ｍｏｄｅ
ｃｒａｃｋｓ［Ｊ］ ． Ｍａｔｅｒｉａｌｓ， ２０２３， １６（１０）： ３６２８．

［１９］　 ＺＨＡＮＧ Ｚ Ｇ， ＺＨＡＮＧ Ｂ Ｗ， ＬＩ Ｘ， ｅｔ ａｌ． Ａ ｃｌｏｓｅｄ⁃ｆｏｒｍ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｔｏ ｔｈｅ ｍｅｃｈａｎｉｓｍ ｏｆ ｉｎｔｅｒｆａｃｅ ｃｒａｃｋ ｆｏｒｍａｔｉｏｎ
ｗｉｔｈ ｏｎｅ ｃｏｎｔａｃｔ ａｒｅａ ｉｎ ｄｅｃａｇｏｎａｌ ｑｕａｓｉｃｒｙｓｔａｌ ｂｉ⁃ｍａｔｅｒｉａｌｓ［Ｊ］ ． Ｃｒｙｓｔａｌｓ， ２０２４， １４（４）： ３１６．

［２０］　 ＺＨＥＮＧ Ｒ Ｆ， ＬＩＵ Ｈ Ｎ， ＬＩ Ｐ Ｄ， ｅｔ ａｌ． Ｅｌｌｉｐｔｉｃ ｃｒａｃｋ ｐｒｏｂｌｅｍ ｕｎｄｅｒ ｓｈｅａｒ ｍｏｄｅ ｉｎ ｏｎｅ⁃ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ ｈｅｘａｇｏｎａｌ
ｑｕａｓｉｃｒｙｓｔａｌｓ ｗｉｔｈ ｃｒａｃｋ ｓｕｒｆａｃｅ ｐａｒａｌｌｅｌ ｔｏ ｔｈｅ ｑｕａｓｉｐｅｒｉｏｄｉｃ ａｘｉｓ［ Ｊ］ ． Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｓｏｌｉｄｓ ａｎｄ
Ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓ， ２０２４， ２８８： １１２６０１．

［２１］　 苏玉昆， 马涛， 赵晓鑫， 等． 基于有限元技术的疲劳裂纹扩展方法研究进展［Ｊ］ ． 力学进展， ２０２４， ５４（２）： ３０８⁃
３４３． （ＳＵ Ｙｕｋｕｎ， ＭＡ Ｔａｏ， ＺＨＡＯ Ｘｉａｏｘｉｎ， ｅｔ ａｌ． Ｒｅｓｅａｒｃｈ ｐｒｏｇｒｅｓｓ ｏｆ ｆａｔｉｇｕｅ ｃｒａｃｋ ｐｒｏｐａｇａｔｉｏｎ ｍｅｔｈｏｄ ｂａｓｅｄ
ｏｎ ｆｉｎｉｔｅ ｅｌｅｍｅｎｔ ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ［Ｊ］ ． Ａｄｖａｎｃｅｓ ｉｎ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ， ２０２４， ５４（２）： ３０８⁃３４３． （ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［２２］　 赵高乐， 齐红宇， 李少林， 等． 燃气涡轮发动机关键部件疲劳小裂纹研究进展［Ｊ］ ． 力学进展， ２０２３， ５３（４）： ８１９⁃
８６５． （ＺＨＡＯ Ｇａｏｌｅ， ＱＩ Ｈｏｎｇｙｕ， ＬＩ Ｓｈａｏｌｉｎ， ｅｔ ａｌ． Ｒｅｖｉｅｗ ｏｆ ｆａｔｉｇｕｅ ｓｍａｌｌ ｃｒａｃｋｓ ｉｎ ｋｅｙ ｃｏｍｐｏｎｅｎｔｓ ｏｆ ｇａｓ
ｔｕｒｂｉｎｅ ｅｎｇｉｎｅｓ［Ｊ］ ． Ａｄｖａｎｃｅｓ ｉｎ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ， ２０２３， ５３（４）： ８１９⁃８６５． （ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［２３］　 裘沙沙， 刘星泽， 宁文杰， 等． 断裂相场模型的三维自适应有限元方法［Ｊ］ ． 应用数学和力学， ２０２４， ４５（４）： ３９１⁃
３９９． （ＱＩＵ Ｓｈａｓｈａ， ＬＩＵ Ｘｉｎｇｚｅ， ＮＩＮＧ Ｗｅｎｊｉｅ， ｅｔ ａｌ． Ａ ｔｈｒｅｅ⁃ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ ａｄａｐｔｉｖｅ ｆｉｎｉｔｅ ｅｌｅｍｅｎｔ ｍｅｔｈｏｄ ｆｏｒ
ｐｈａｓｅ⁃ｆｉｅｌｄ ｍｏｄｅｌｓ ｏｆ ｆｒａｃｔｕｒｅ［ Ｊ］ ． Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ａｎｄ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ， ２０２４， ４５（４）： ３９１⁃３９９． （ ｉｎ Ｃｈｉ⁃
ｎｅｓｅ））

［２４］　 ＳＵＮ Ｔ Ｙ， ＧＵＯ Ｊ Ｈ， ＰＡＮ Ｅ． Ｎｏｎｌｏｃａｌ ｖｉｂｒａｔｉｏｎ ａｎｄ ｂｕｃｋｌｉｎｇ ｏｆ ｔｗｏ⁃ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ ｌａｙｅｒｅｄ ｑｕａｓｉｃｒｙｓｔａｌ ｎａｎｏ⁃
ｐｌａｔｅｓ ｅｍｂｅｄｄｅｄ ｉｎ ａｎ ｅｌａｓｔｉｃ ｍｅｄｉｕｍ［Ｊ］ ． Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ａｎｄ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ， ２０２１， ４２（８）： １０７７⁃１０９４．

［２５］　 ＺＨＡＮＧ Ｍ， ＧＵＯ Ｊ Ｈ， ＬＩ Ｙ Ｓ． Ｂｅｎｄｉｎｇ ａｎｄ ｖｉｂｒａｔｉｏｎ ｏｆ ｔｗｏ⁃ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ ｄｅｃａｇｏｎａｌ ｑｕａｓｉｃｒｙｓｔａｌ ｎａｎｏｐｌａｔｅｓｖｉａ
ｍｏｄｉｆｉｅｄ ｃｏｕｐｌｅ⁃ｓｔｒｅｓｓ ｔｈｅｏｒｙ［Ｊ］ ． Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ａｎｄ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ， ２０２２， ４３（３）： ３７１⁃３８８．

［２６］　 陈韬， 郭俊宏， 田园． 一维六方准晶层合简支梁自由振动与屈曲的精确解［ Ｊ］ ． 固体力学学报， ２０２３， ４４（１）：
１０９⁃１１９． （ＣＨＥＮ Ｔａｏ， ＧＵＯ Ｊｕｎｈｏｎｇ， ＴＩＡＮ Ｙｕａｎ． Ｅｘａｃｔ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｏｆ ｆｒｅｅ ｖｉｂｒａｔｉｏｎ ａｎｄ ｂｕｃｋｌｉｎｇ ｏｆ ｏｎｅ⁃ｄｉｍｅｎ⁃
ｓｉｏｎａｌ ｈｅｘａｇｏｎａｌ ｓｉｍｐｌｙ⁃ｓｕｐｐｏｒｔｅｄ ａｎｄ ｌａｙｅｒｅｄ ｑｕａｓｉｃｒｙｓｔａｌ ｂｅａｍｓ［ Ｊ］ ． Ｃｈｉｎｅｓｅ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｓｏｌｉｄ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ，
２０２３， ４４（１）： １０９⁃１１９． （ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

３５４１第 １１ 期　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 官高菲，等： 二维准晶双材料界面断裂分析的相场法



［２７］　 原庆丹， 郭俊宏． 一维纳米准晶层合梁的非局部振动、屈曲与弯曲研究［Ｊ］ ． 应用数学和力学， ２０２４， ４５（２）： ２０８⁃
２１９． （ＹＵＡＮ Ｑｉｎｇｄａｎ， ＧＵＯ Ｊｕｎｈｏｎｇ． Ｎｏｎｌｏｃａｌ ｖｉｂｒａｔｉｏｎ， ｂｕｃｋｌｉｎｇ ａｎｄ ｂｅｎｄｉｎｇ ｏｆ １Ｄ ｌａｙｅｒｅｄ ｑｕａｓｉｃｒｙｓｔａｌ
ｎａｎｏｂｅａｍｓ［Ｊ］ ． Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ａｎｄ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ， ２０２４， ４５（２）： ２０８⁃２１９． （ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［２８］　 ＭＩＥＨＥ Ｃ， ＨＯＦＡＣＫＥＲ Ｍ， ＷＥＬＳＣＨＩＮＧＥＲ Ｆ． Ａ ｐｈａｓｅ ｆｉｅｌｄ ｍｏｄｅｌ ｆｏｒ ｒａｔｅ⁃ｉｎｄｅｐｅｎｄｅｎｔ ｃｒａｃｋ ｐｒｏｐａｇａｔｉｏｎ：
ｒｏｂｕｓｔ ａｌｇｏｒｉｔｈｍｉｃ ｉｍｐｌｅｍｅｎｔａｔｉｏｎ ｂａｓｅｄ ｏｎ ｏｐｅｒａｔｏｒ ｓｐｌｉｔｓ［Ｊ］ ． Ｃｏｍｐｕｔｅｒ Ｍｅｔｈｏｄｓ ｉｎ Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ ａｎｄ
Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ， ２０１０， １９９（４５ ／ ４８）： ２７６５⁃２７７８．

［２９］　 ＦＡＮ Ｔ． Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ Ｔｈｅｏｒｙ ｏｆ Ｅｌａｓｔｉｃｉｔｙ ｏｆ Ｑｕａｓｉｃｒｙｓｔａｌｓ ａｎｄ Ｉｔｓ Ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ［Ｍ］ ． Ｂｅｒｌｉｎ： Ｓｐｒｉｎｇｅｒ， ２０１１．
［３０］　 ＹＵＡＮ Ｊ Ｈ， ＷＡＮＧ Ｌ， ＣＨＥＮ Ｃ Ｐ． Ｉｎｔｅｒｆａｃｉａｌ ｆｒａｃｔｕｒｅ ａｎａｌｙｓｉｓ ｆｏｒ ｈｅｔｅｒｏｇｅｎｅｏｕｓ ｍａｔｅｒｉａｌｓ ｂａｓｅｄ ｏｎ ｐｈａｓｅ

ｆｉｅｌｄ ｍｏｄｅｌ［Ｊ］ ． Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ Ｍａｔｅｒｉａｌｓ Ｓｃｉｅｎｃｅ， ２０２３， ２２０： １１２０６６．
［３１］　 ＦＲＡＮＣＦＯＲＴ Ｇ Ａ， ＭＡＲＩＧＯ Ｊ Ｊ． Ｒｅｖｉｓｉｔｉｎｇ ｂｒｉｔｔｌｅ ｆｒａｃｔｕｒｅ ａｓ ａｎ ｅｎｅｒｇｙ ｍｉｎｉｍｉｚａｔｉｏｎ ｐｒｏｂｌｅｍ［Ｊ］ ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ

ｔｈｅ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ ａｎｄ Ｐｈｙｓｉｃｓ ｏｆ Ｓｏｌｉｄｓ， １９９８， ４６（８）： １３１９⁃１３４２．
［３２］　 ＭＩＥＨＥ Ｃ， ＷＥＬＳＣＨＩＮＧＥＲ Ｆ， ＨＯＦＡＣＫＥＲ Ｍ． Ｔｈｅｒｍｏｄｙｎａｍｉｃａｌｌｙ ｃｏｎｓｉｓｔｅｎｔ ｐｈａｓｅ⁃ｆｉｅｌｄ ｍｏｄｅｌｓ ｏｆ ｆｒａｃｔｕｒｅ：

ｖａｒｉａｔｉｏｎａｌ ｐｒｉｎｃｉｐｌｅｓ ａｎｄ ｍｕｌｔｉ⁃ｆｉｅｌｄ ＦＥ ｉｍｐｌｅｍｅｎｔａｔｉｏｎｓ［Ｊ］ ． Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ Ｊｏｕｒｎａｌ ｆｏｒ Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ Ｍｅｔｈｏｄｓ ｉｎ
Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ， ２０１０， ８３（１０）： １２７３⁃１３１１．

［３３］　 ＭＯＬＮÁＲ Ｇ， ＧＲＡＶＯＵＩＬ Ａ． ２Ｄ ａｎｄ ３Ｄ Ａｂａｑｕｓ ｉｍｐｌｅｍｅｎｔａｔｉｏｎ ｏｆ ａ ｒｏｂｕｓｔ ｓｔａｇｇｅｒｅｄ ｐｈａｓｅ⁃ｆｉｅｌｄ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｆｏｒ
ｍｏｄｅｌｉｎｇ ｂｒｉｔｔｌｅ ｆｒａｃｔｕｒｅ［Ｊ］ ． Ｆｉｎｉｔｅ Ｅｌｅｍｅｎｔｓ ｉｎ Ａｎａｌｙｓｉｓ ａｎｄ Ｄｅｓｉｇｎ， ２０１７， １３０： ２７⁃３８．

［３４］　 袁彦鹏． 准晶材料平面断裂问题分析［Ｄ］ ． 郑州： 郑州大学， ２０１８． （ＹＵＡＮ Ｙａｎｐｅｎｇ． Ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ｐｌａｎｅ ｆｒａｃｔｕｒｅ
ｐｒｏｂｌｅｍ ｏｆ ｑｕａｓｉｃｒｙｓｔａｌ［Ｄ］ ． Ｚｈｅｎｚｈｏｕ： Ｚｈｅｎｚｈｏｕ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ， ２０１８． （ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［３５］　 ＮＧＵＹＥＮ Ｖ Ｐ， ＮＧＵＹＥＮ Ｇ Ｄ， ＮＧＵＹＥＮ Ｃ Ｔ， ｅｔ ａｌ． Ｍｏｄｅｌｌｉｎｇ ｃｏｍｐｌｅｘ ｃｒａｃｋｓ ｗｉｔｈ ｆｉｎｉｔｅ ｅｌｅｍｅｎｔｓ： ａ ｋｉｎｅ⁃
ｍａｔｉｃａｌｌｙ ｅｎｒｉｃｈｅｄ ｃｏｎｓｔｉｔｕｔｉｖｅ ｍｏｄｅｌ［Ｊ］ ． Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｆｒａｃｔｕｒｅ， ２０１７， ２０３（１）： ２１⁃３９．

４５４１ 应　 用　 数　 学　 和　 力　 学　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ２０２４ 年　 第 ４５ 卷


