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摘要 : � 给出了一个确定含参数偏微分方程( 组) 的完全对称分类微分特征列集算法, 该算法能够

直接、系统地确定偏微分方程( 组)的完全对称分类�� 用给出的算法获得了含任意函数类参数的线

性和非线性波动方程完全势对称分类�� 这也是微分形式特征列集算法( 微分形式吴方法) 在微分

方程领域中的新应用��
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引 � �言

众所周知, Lie 对称方法对数学、物理和力学等领域, 无论在理论还是应用中都有深远的影

响[ 1- 3] ��偏微分方程( 组) ( 以下简写为 PDEs) 拥有( 允许) 对称是其可积性的重要依据�� PDEs

对称可构造解析解、约化方程、分析解的定性、求数值解 � �等; PDEs 对称与 N�ther 定理的结

合产生物理守恒律, 对力学问题的求解提供很多途径[ 4] ��

人们一直在关注以拥有对称为标准的 PDEs 对称分类问题[ 2- 3] ��对称分类问题中, 对含参

数( 常数或函数) PDEs, 确定其所有对称和对应参数��其中, 不仅遇到确定对称本身的难题, 而

且还涉及到由参数引起的确定超定 PDEs 的可解性的困难��除了一些平凡的情况之外, 一般

对称分类问题的确定是非常困难的��因此, 研究发现确定 PDEs 对称分类的有效方法是非常

必要的��
为了更好地理解问题, 我们考虑含参数 �的一类一般形式 PDEs

� � �( �; x, u) = 0, ( 1)

其中 x � R
n
( n � 1) 是自变量, u = u( x ) � R

l
( l � 1) 为因变量 �� 设 G�为当�取遍其定义
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域时方程( 1) 所允许的全部对称, 称为方程( 1) 的整体对称 �� 对所有的参数值 �, PDEs( 1) 拥有

的对称称为方程 ( 1) 的主对称, 记为 G0�� 这样对某参数值 ��, 作为对称变换集合有 G0 �

G��
[ 3] �� 当对某一个参数值 �= ��有G�� � G0 时我们称 G��为G 0的一个扩充, 具体的参数值 ��被

称为参数的特定化��根据 Lie 对称理论, 确定 G�等价于确定其对应无穷小向量(确定 �� , ��)

� � X� = ��( x , u)��x + ��( x, u )��u�� ( 2)

对每一个特定化 ��, X��构成G��的Lie代数 �� 主对称对应的无穷小向量记为X 0, 称为主代数��
从而方程( 1) 所允许的整体对称 G�所对应的整体Lie 代数为

� � X = X 0 �
��

X����

现在我们可以给出 PDEs 完全对称分类问题的数学描述��
PDEs完全对称分类问题 �对一类含参数 �的方程( 1) , 确定整体对称 G�对应的 Lie 代数

X , 即, 确定 X 0 及其所有扩充 X��和对应参数的特定化����

目前, 分析确定 PDEs 对称分类问题时人们主要采用传统的 Lie 算法
[ 1- 2] ��该算法中用

PrX�表示算子X �在U= x, u 及u的导数构成的空间上的延拓, 且给出向量X �成为式( 1) 的

对称无穷小向量的充要条件是在方程( 1) 的解集上恒等式

� � PrX�(�( �; x, u) ) � 0 ( 3)

成立
[ 1- 3] ��在实际计算中, 人们从方程( 1) 解出特定的一些导数项, 并把它们代入方程( 3) 的左

边来确定该恒等式��接着, 把方程( 3) 按函数 u 独立导数的幂分解, 并令这些导数的系数为

0�� 这样我们就得到 ��和��所满足的含参数�的超定线性齐次PDEs, 称为对称 G�所对应的无

穷小向量 X�的确定方程组, 记为D ( �) = 0�� 显然 PDEs( 1) 允许对称等价于该超定PDEsD ( �)

= 0 可解��从而对称分类问题可转化为完全求解该确定方程组的问题��
我们知道确定方程组 D ( �) = 0并不是对所有的参数 �有解�� 因此, 我们必须确定参数 �

满足的条件( 称为分类方程) 使该条件保证D ( �) = 0的可解性�� 显然, 参数 �的特定化��是这

些分类方程的解��因此, 发现分类方程是确定 PDEs 完全对称分类的关键��但是, 目前这仍是

PDEs 对称分析中挑战性的问题[ 6] ��在文献[ 7] 中 Ried 等给出了确定一类 PDEs 最大古典对称

算法及其Mapple 实现, 其算法主要用了线性微分多项式消元方法��
本文中我们将给出确定PDEs 完全对称分类新算法. 算法的基础是 70 年代吴文俊提出并

建立的多元多项式系统特征列集理论和算法[ 8- 11] ����吴方法�或�特征列集算法���该方法

是现代应用数学中处理多项式系统的系统而有效的工具��本文中基于微分形式吴方法, 我们

提出并建立求解 PDEs 完全对称分类的特征列集机械化算法, 该算法能系统而直接地确定

PDEs 完全对称分类��这是吴方法在微分方程领域中的新应用��
本文余下部分内容安排如下��在第 1 节, 简单回顾微分特征列集算法理论的基本结论��

然后针对对称分类问题, 给出一个有效提高计算特征列集效率的微分特征列集改进算法��在
第2 节, 给出基于吴方法的 PDEs 对称分类特征列集算法��在第 3 节, 作为我们算法的应用, 给

出含任意函数类参数的( 非) 线性波动方程的完全势对称分类��

1 �微分特征列集算法理论的基本结论和一个改进算法

1. 1 �特征列集算法的基本结论
基本概念和术语见文献[ 11] ��用Rx 记x的实函数域, 用Rx [ u] 记Rx 上u的微分多项式

环 �� 设D � Rx [ u] 为一个微分多项式组, Q � Rx [ u] 为一个微分多项式 �� 记号 Z(D ) 表
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示D 的全部零点集(也是D = 0的解集) , Z(D / Q) 表示D 的使Q � 0 的零点集, Z(D , Q) 表

示D � Q 的零点集 �� 用Prem(D / C ) 记D 对微分升列C � Rx [ u] 的伪余式集; 我们用 I 记由

任意两个微分多项式得到的可积多项式( 条件) ��

关于微分特征列集有如下基本结论[ 8- 11] ��
定理 1. 1( 微分特征列集) �对一个有限微分多项式组D , 存在算法在有限步内(不妨 t 步)

确定微分多项式组 C , 满足下列性质:

( a1) C 是微分升列; ( a2) Prem(D / C ) = 0;

( a3) Z (D ) � Z ( C ) ; ( a4) 对 C 的 � I 有, Prem( I / C ) = 0��
我们称 C 为D 的一个特征列集��

注� 结论( a1)表示特征列集 C 具有三角化的良序结构, ( a4) 说明 C 含有可积条件 (可解条件) �� 这两个结

论使求解 C = 0变得更容易�� 结论( a2)、( a3) 显示原微分多项式组的零点集含于 C 的零点集中, 从而求解 D = 0

的问题可转化为求解良序方程 C = 0的问题�� 这些性质将成为我们提出的PDEs 完全对称分类算法的基础��

上述定理中的算法就是吴文俊提出的特征列集算法, 其过程可以由以下框架来表示( 其细

节见文献[ 11- 13] ) ��

� � D = D 0 � D 1 � � � D t- 1 � D t

� � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � B 0 � B 1 � � � B t- 1 � B t = C

� � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � �R0 �R1 � � � �Rt- 1 �Rt = �, ( W)

其中集合 D i , B i , Ri , Ri 之间有如下关系:

� �

B i 是D i 的一个基列且B i- 1 � B i ,

R i = Prem( (D i \ B i ) / B i ) \ 0 ,

T i = Prem( I / B i ) \ 0 , � � 对B i 中的 � I ,

Ri = T i � R i ,

D i = D 0 � B i- 1 � Ri- 1��

( 4)

我们用计算机代数系统Mathematica 实现了该微分特征列集算法的符号计算程序包[ 12- 13] ��
定理 1. 2( 良序原理) �设 C 为微分多项式组D 的一个微分特征列集, 则

( b1) Z( C / J ) � Z (D ) � Z ( C ) ;

( b2) Z(D / J ) = Z( C / J ) ;

( b3) Z(D ) = Z( C / J ) � Z (D , J ) ;

其中 J 是C 的初式和隔离子的乘积��
定理 1. 3( 零点分解定理) �由特征列集算法, 对有限的微分多项式组 D 可构造以下零点

分解

� � Z(D ) = �
k

Z( C k / Jk) ,

其中 C k 是D 的特征列集且Jk 为其初式和隔离子乘积��

注� 以上两个定理中的 J 和 Jk 将给出 PDEs 对称分类中的分类方程��

1. 2 �微分特征列集算法的改进
由于框架(W) 中D i 的元素个数随计算步骤i 的增加而迅速增加, 造成符号计算量增加, 往

往导致计算失败��因此我们需要提高计算特征列集效率��
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下面针对本文中的完全对称分类问题, 对线性微分多项式系统给出特征列集算法的一个

改进��
我们的改进算法仍然延用框架(W) 和式( 4) , 只是其中 D i 的构造由

� � D i = B i- 1 � Ri- 1 ( 4)�
替换, 在式( 4) 中的其它定义不变��显然, 这样做能有效控制D i 中元素个数的增长�� 从而计算量

大大减少 �� 但是, 一般来讲, 算出来的 C 不一定是特征列集 �� 然而, 对线性微分多项式组, 我们

可以证明 C 就是D 的特征列集��该结论作为本文的主要结论之一, 在下面的定理中给出��
定理 1. 4 �设D 是线性微分多项系统, 在框架(W) 中取式( 4)�, 且B i 的初式和隔离子乘积

Ji � 0( i = 1, 2, � , t ) , 则此时 C 是D 的一个特征列集��
证明�根据特征列集的性质( 定理 1. 1 中的( a1) ~ ( a4) ) 和用式( 4)�构造 C 的过程( W) 可

知, 我们只证( a2) 即可��
因为

� � B t- 1 � D t , R t- 1 � D t , Prem(D t / B t ) = 0,

我们有

� � Prem(B t- 1/ B t ) = 0, Prem( Rt- 1/ B t ) = 0��

所以, 对任意 db
( t- 1)
� � B t- 1 和 r

( t- 1) � R t- 1, 由伪除公式
[ 13]

可知

� � J t�db�
( t- 1)

= �
db( t )
�
�B

t

Q
�( t- 1)
� D

�( t- 1)
� db

( t )
� , ( 5)

� � J t�r
( t- 1)

= �
db

( t )

�
� B

t

Q
( t)
� D

�( t) d b
( t)
� �� ( 6)

另一方面, 对任意 dp
( t- 1) � D t- 1, 存在 r

( t- 1) � Rt- 1 使得

� � J t- 1�dp
( t- 1)

= �
d b( t- 1)
�

� B
t- 1

�Q ( t- 1)
� D

�( t- 1) db�
( t- 1)

+ r
( t- 1)�� ( 7)

上式( 7) 的两边用 Jt 乘, 结果代入式( 5) 和( 6) , 并用简略记号改写之后, 我们有

� � J t�J t- 1dp
( t- 1)

= �
d b
�

( t ) �B
t

�Q�D �d b
( t)
� �� ( 8)

式( 5) ~ ( 8) 中, 记号 Q
�( t- 1)
� , Q

( t )
� , �Q ( t- 1)

� 和�Q�表示微分多项式, D
�( t- 1)
� , D

�( t)
和 D

�( t- 1)
表示对

自变量的全微分��

由于 J t- 1 � Rx , J t- 1 � 0和 dp
( t- 1) 的任意性, 表示式( 8) 说明

� � Prem(D t- 1/ B t ) = 0��
类似地重复以上过程, 由归纳法我们得到

� � Prem(D 0/ B t ) = 0�� ( 9)

因为 D = D 0, B t = C , 所以式( 9) 给出了定理的证明�� �

2 � PDEs 完全对称分类微分特征列集算法

对一般的PDEs( 1) 的对称无穷小向量( 2) , 由式( 3) 得到其确定方程组D ( �) = 0�� 根据问

题的转化, 我们将给出求解该确定方程组的有效算法, 从而得到 PDEs 完全对称分类算法��算
法主要由两个部分组成��

第一部分�确定主代数 X 0

设D ( �) = 0为 �的恒等式( 即视 �为任意) , 并令关于 �的独立项的系数为0, 进一步分解

D ( �) = 0�� 由此, 我们得到一个不含参数, ��, ��满足的扩充PDEs, 记其为D pr = 0�� 显然, 如
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果方程左边看作微分多项式, 那么对任意 �有

� � Z(D pr) � Z(D ( �) )�� ( 10)

从而 D pr = 0对应主对称群 G0�� 故, 我们求解该系统就确定主代数X 0�� 由于D pr中不含参数,

因此 X 0 的确定完全由吴方法在D pr 上的一个简单应用得到[ 1, 12- 13] ��
第二部分�确定 X 0 的扩充

我们取确定方程组 D ( �) = 0的左边 D ( �) 作为微分多项式组, 则求解D ( �) = 0的问题

转化为确定D ( �) 的零点集 Z(D ( �) ) 的问题��对此, 根据吴方法及其良序原理( 定理 1. 2) , 我

们有分解

� � Z(D ( �) ) = Z ( C 1( �) / J 1( �) ) � Z(D ( �) , J 1( �) ) , ( 11)

其中 C 1( �) 是 D ( �) 的一个微分特征列集, J 1( �) 是 C 1( �) 的初式和隔离子的乘积��由于式

(10) , 若式( 11) 右边的第 1 个集合对应主对称, 则把该集合从式( 11) 的右边去掉( 以下均采用

这个省略过程) ��然后对式( 11) 的第2 个集合继续按特征列集分解��此过程中有两种情况出

现��第1, 如果 J 1( �) 只是参数 �的表达式, 则 J 1( �) = 0是一个分类方程 �� 以 J 1( �) = 0为

条件计算 D ( �) 的特征列集 C 2( �) , 同时得到初式和隔离子乘积 J 2( �) 1 从而有进一步分解

  Z(D ( H) ) = G
2

i= 1
Z( Ci ( H) / J i ( H) ) G Z (D ( H) , J 1( H) , J 2( H) ) , ( 12)

其中 C 2( H) 对应分类方程 J 1( H) = 0; 第 2, 如果 J 1( H) 中含有未知函数, 则把它加入到 D ( H)

中, 对扩充微分多项式系统D ( H) G J 1( H) 计算特征列集, 我们得到类似式( 12) 的分解式, 不

同的是 C 2( H) 为D ( H) G J 1( H) 的特征列集, 没有对应的分类方程1 如此下去, 根据吴方法的

理论和算法( 用新记号表示) , 最终我们得到分解

  Z(D ( H) ) = G
k

Z( C k( H) / Jk( H) ) G
j
Z ( Ccj ( H) / J

c
j ( H) ) , ( 13)

其中, C k( H) 是D ( H) 的微分特征列集, 对应某分类方程; Ccj ( H) 为D ( H) 的扩充PDEs的微分特

征列集, 没有对应分类方程; Jk( H) ( J
c
j ( H) ) 是 C k( H) ( C

c
j ( H) ) 的初式和隔离子的乘积 1 从分解

式( 13) 看出, 方程组 D ( H) = 0的全部解按特征列集零点集完全分解, 并给出了确定参数特定

化的所有分类方程( C k( H) 部分中的分类方程) 1 现在, 求解D ( H) = 0的问题转化为求解特征

列集对应方程 Ck ( H) = 0和 Ccj ( H) = 0 的问题1 根据微分特征列集的三角化结构, 含可积条件

等优点, 后者是相对容易求解的, 而且式( 13) 右端每一个分支给出一类对称和参数方程1 从而

将给出原 PDEs( 1) 的完全对称分类1 

以上过程证明了本文的如下主要结论1 

定理 2. 1(分类定理)  对给定含参数 H的 PDEs( 1) , 设 D ( H) = 0 为该 PDEs 的对称 GH对

应无穷小向量 XH的确定方程组, 则分解式( 13) 给出式( 1) 的完全对称分类1 

由该定理, 我们得到确定 PDEs( 1) 的完全对称分类算法1 

算法  含参数 PDEs的完全对称分类算法

输入: 一个含参数PDEs $ ( H; x, u) = 01 

输出: 分类方程及对应特征列集1 

开始

步骤 1  令 J = ª, H = ª, E = ª, J 0 = ª, k = 1;

步骤 2  产生确定方程组 D ( H) = 0 ( 用式( 3) ) 并确定主代数;

步骤 3  在条件 J = 0 下计算 D ( H) 的特征列集 C k( H) 及其 Jk ( H) ;

步骤4  如果 Ck( H) 不对应主对称, 则令H = H G Ck ; 如果 C k 包含只依赖于参数的方程Ek
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则令 E = E G Ek ;

步骤 5  如果 J k 都非零则返回J 及H 并停止计算, 否则置 J = J G Jk G E 并k = k + 1

且转到第 3 步1 

结束

本机械化算法能够直接、系统地确定PDEs 的完全对称分类1 

注 在确定对称分类问题中, 我们可以采用以上给出的算法和等价变换相结合的一个简化计算策略1 

如果发现所考虑 PDEs的等价变换, 则对参数的每一类中选择一个代表进行对称计算1 该类的其它对称和参

数, 可以利用等价变换, 由此代表确定[ 1]
1 该技巧将大大减少计算量, 对非线性PDEs 的对称分类非常有效( 见

3. 1小节的算例) 1 

3  应  用

在本节, 给出一个含函数类参数的( 非) 线性波动方程的完全势对称分类, 说明给出方法的

有效性1 

3. 1  一类非线性波动的完全势对称分类

非线性波动方程 u tt+ ut = ( F ( u) ux) x( 参数 H = F( u ) X 0) 的古典对称分类问题在文献

[ 14] 中给出1 本节, 考虑该方程的完全势对称分类问题1 该方程的势方程为

  vt = F ( u) ux , vx = u t + u1 ( 14)

设其允许对称的无穷小向量为

  X = N( x , t , u, v) 5x + S( x , t , u, v) 5 t + G( x , t , u, v) 5u + <( x , t , u, v) 5v 1 ( 15)

由标准的 Lie 算法, 我们得到 X 的确定方程组为D ( H) = 0, 其中

D ( H) =

F ( u) ( Gx + uSx) + u<u - <t ,

F ( u) ( Gv + uSv ) - <u,

F ( u) Sx + uNu - Nt ,

F ( u) ( Gu - <v - Nx + St ) + Fc( u) G,

  

F ( u) Sv - Nu ,

Gu - <v + Nx + 2uSu - St ,

uGu - Gt + <x + u
2

S u - uSt - G,

Nv - Su

1 

  如果该对称无穷小向量 X 中的N, S, G至少有一个有效含有势变量v , 则该对称是原方程

的一个新对称, 被称为该方程的势对称 1 以下我们确定式( 15) 中 N, S, G, <和式( 14) 中 F 的

所有可能形式, 使得方程( 14) 允许方程( 15) 1 该任务等价于求解 D ( H) = 0, 由以下 3个步骤

完成1 

步骤 1  确定等价变换1 不难确定该方程组的等价变换为

  �x = ax + b, �t = t + d , �u = lu + m, �v = alv + amx + p , �F = F / a
2
, ( 16)

其中 a, b , d , l , m, p 是任意常数, 且 al X 01 在本节计算中应用该等价变换, 对 u 进行伸缩和

平移, 对 F 进行伸缩变换来简化计算1 

步骤 2  确定主代数 X 01 显然主代数对应

  C 0 = Nx , Nt , Nu , Nv , Sx , St , Su, Sv , <x , <t , <u , <v , G = 01 

所以   X 0 = c15 x + c25 t + c35 v ,

其中 c1, c2, c3 是任意常数1 

步骤 3  确定 X 0 的扩充 1 在序 N ; G ; S ; < 下, 我们用算法 2 得到

  Z(D ) = Z(D , J 1) , ( 17)

其中

  J 1 = J 2F ( u) F
(4)

( u) - 3F( u)
2
F

(3)
( u)

2
+ 2Fc( u) ( 8F ( u) F

d
( u) -
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3Fc( u)
2
) F

(3)
( u) + 6F

d
( u)

2
( Fc( u )

2
- 2F( u) F

d
( u) ) 1 

由此, 我们知道所有的分类方程将来自 J 1 = 01 在条件 J 1 = 0下对D 再次用该算法进一步分

解得到

Z (D , J 1) = Z ( C 1, J 1/ J 3* J 4) G Z (D , J 3/ J 2) G Z(D , J 4/ J 2) G Z(D , J 2) 1 ( 18)

其中微分特征列集 C 1 为

C 1 =

Gv , Gt , Gx , <u, <t , Nu, Nt , Sv , St , Sx ,

J 2 F( u) Gu + ( 3Fc( u)
3
- 4F ( u) Fc( u) F

d
( u) + F( u )

2
F

( 3)
( u) ) G,

2J 2 F( u) Nv + ( Fc( u )
2
F

d
( u) - 2F( u ) F

d
( u )

2
+ F ( u) Fc( u) F

(3)
( u) ) G,

2J 2 F( u) Nu + G( Fc( u)
2
F

d
( u ) - 2F ( u) F

d
( u)

2
+ F ( u) Fc( u) F

( 3)
( u) ) ,

2J 2 F( u) Nx + [ Fc( u) ( 3Fc( u)
2
- 2F ( u) F

d
( u) - u Fc( u) F

d
( u) -

  uF( u ) F
(3)

( u ) ) + 2uF( u ) F
d
( u )

2
] G,

2J 2 F( u) <v + G( 9Fc( u)
3
- 10F( u ) Fc( u ) F

d
( u ) + uFc( u)

2
F

d
( u) -

  2uF( u ) F
d
( u )

2
+ 2F( u)

2
F

(3)
( u) + u F ( u) Fc( u) F

( 3)
( u) ) ,

2J 2 F( u) <x + G( 6F( u) Fc( u)
2
- 6uFc( u)

3
- 4F ( u)

2
F

d
( u) +

  8uF( u ) Fc( u ) F
d
( u ) - u

2
Fc( u)

2
F

d
( u ) + 2u

2
F( u ) F

d
( u )

2
-

  2uF( u )
2
F

( 3)
( u) - u

2
F ( u) Fc( u) F

( 3)
( u) )

和分类方程

  J 2 = 2F ( u) F
d
( u) - 3Fc( u)

2
,

  J 3 = Fc( u )
2
F

d
( u) - 2F( u) F

d
( u)

2
+ F( u ) Fc( u ) F

(3)
( u ) ,

  J 4 = 6 Fc( u)
3
- 6F ( u) Fc( u) F

d
( u) + F( u )

2
F

( 3)
( u) 1 

在等价变换式( 16) 下, 我们求解分类方程 J 3 = 0, J 4 = 0和 J 2 = 0得到解的代表 F ( u) =

u
A
, F( u ) = eu

, 其中 A = - 2, - 1 对应 J 4 = 0, A = - 2 对应 J 2 = 01 

简化分类方程 J 1 = 0 得到

  2( c2 + c1 u) F( u) + ( c1u
2
+ ( c2 - c3) u - c4) Fc( u ) = 0, ( 19)

其中 ci ( i = 1, 2, , , 5) 是任意常数1 

为书写简单, 对 c1 X 0, 我们用记号 a = 2c2/ c1, b = ( c2- c3) / 2, c = - c4/ c1, $ = b
2
- 4ac,

A= - b+ $ , B= - b- $, A
2

= c - b
2
/ 4, k = b / 21 从而分类方程 J 1 = 0的解有如下几类

情况1 

A  c1 X 01 

A. 1  若 $ > 0, 则 F ( u) = d ( u
2
+ bu + c) | ( u - A) / ( u - B) |

( a- b) / $
;

A. 2  若 $ = 0, 则 F ( u) = d ( u
2
+ bu + c) e

(( a- b )/ A ) arctan( ( u+ b/ 2) / A )
;

A. 3  若 $ < 0, 则 F ( u) = d ( u
2
+ bu + c) e- 1/ ( u+ k )

1 

用等价变换式( 16) , 我们可以把以上各种情况均进一步简化1 

B  c1 = 01 

B. 1  若 c2 - c3 X 0, 则 F( u ) = d ( ( c2 - c3) u - c4)
1/ ( c

2
- c

3
)

1 在等价变换式( 16) 下该类

等价于 F ( u) = u
A
( 代表) , 其中 A 是实数;

B. 2  若 c2 - c3 = 0, 则 F ( u) = d e- ( 2c
2
/ c

4
) u

1 在等价变换式( 16) 下该类等价于 F ( u) =

eu ( 代表) 1 
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显然, 类 B 对应 J 3 = 0的解集合1 

我们易解得

  Z( C 1, J 1/ J 3* J 4) =

    
N= c2x + c1v + c5, S = c1 u + c6,

G = 2( c1u + c2) F ( u) / Fc( u) ,
  其中 c1 X 01 1 ( 20)

这是对子类A. 1, A. 2 和A. 3 对应对称的统一表示式1 

对 c1 = 0或等价地在等价变换式( 16) 下 F ( u) = u
A
, F ( u) = eu

, 我们重复使用我们的算

法得到

  Z(D , J 3/ J 1) G Z (D , J 4/ J 1) = Z( C 2) G Z( C 3) G Z( C 4) , ( 21)

其中 C 2 中取 F( u) = e
u
, C 3 中取 F( u) = u

A
( A X- 2, - 4/ 3) 和 C 4 中取 F( u ) = u

- 4/ 3
;

  Z(D , J 2) = Z( C 5) , ( 22)

其中 F( u) = u
- 2

1 

结合式( 17) 、( 18) 、( 21) 、( 22) 和等价变换式( 16) , 我们对D 得到最终的分解式( 13) 1 

这里

  C 2 = Gx , Gt , Gu , Gv , Sx , St , Su , Sv , Nt , Nu , Nv , <x - G, 2Nx - G, 2<v - G ,

  C 3 = Sx , St , Su , Sv , Gx , Gt , Gv , <x , <t , <u , uGu - G, 2u<v - ( A+ 2) G, 2uNx - AG ,

  C 4 = Sx , St , Su , Sv , Nt , Nu , Nv , Gx , Gt , Gv , <x , <t , <u, uGu - G, 3u<v - G, 3uNx + 2 G ,

  C 5 =

<x , <v , Nxu , Nxt , Nxx , G- uGu - u
2

Nv ,

<u - 2uNu + 2Nt , <t - 2u
2

Nu + 2uNt , Gv - u
3

Nu + 2u
2

Nt ,

Gx - u
4

Nu + u
3

Nt , uNuv - Ntv , Nvv - Nt - Ntt ,

2uNu + u
2

Nuu - Nt - Ntt , uNtu - Ntt ,

G+ Gt + u
2

Nv + uNx , u
2

Nu - uNt + Nxv , u
2

Nu - Sv , Nv - Su,

G+ u
2

Nv + uNx - uSt , u
3

Nu - u
2

Nt + Sx

和

  Z( C 2) = N= c1x + c3, S = c4, G = 2c1, < = c1v + 2c1x + c2 ,

  Z( C 3) = N=
A
2

c2x + c4, S = c1, G = c2u, < =
2+ A

2
c2v + c3 ,

  Z( C 4) = N= -
2
3

c2x + c4, S = c1, G = c2 u, < =
1
3

c2v + c3 ,

Z ( C 5) =

  

N= c1/ u + ( c2 + c1v ) x + B ( v , e
t
u) ,

S = c4 + c1( ux - v) + e- t
A( v , et

u) ,

G = - ( c2 + c1( v + ux ) + e- t
A ( v, et

u) ) u,

< = c3 - 2c1( t + ln( u) ) ,

  

其中 A, B 满足

A V ( V, U) = U
2
BU( V , U) ,

BV ( V , U) = AU( V , U) ,

U = et
u , V = v

1 

情况 Z( C i ) ( i = 0, 1, 2, , , 5) 和对应的分类方程 J k( k = 1, 2, 3, 4) , 确定了原非线性波动

方程的完全势对称分类 1 其中在分类方程 J 1 = 0的条件下 C 1 和 C 5 有效地扩充了该方程的古

典对称 1 由于 Z ( C 5) 中含有满足线性方程组的任意函数1 故, 该类方程(14) 是可线性化的
[ 2]

1 

3. 2  线性波动方程完全势对称分类

下面用给出的算法确定方程 uxx = H ( x ) utt 的完全势对称分类, 其中参数 H = H ( x ) ¢01 

该方程的势方程为
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vt = ux , vx = H ( x ) u t 1 ( 23)

假设方程( 23) 允许的对称无穷小向量为式( 15) 的形式1 

由PDEs 对称的充要条件( 3) , 我们得到 X 的确定方程组D
3

( H) = 0, 这里

  D
3

( H) =

Nu - Sv ,H ( x ) Nv - Su, <t - Gx ,

Nx - St - Gu + <v ,H ( x ) ( Nt - Gv ) - Sx + <u,

H ( x ) ( Nt + Gv ) - Sx - <u , <x - H ( x ) Gt ,

H ( x ) ( Nx - St + Gu - <v ) + Hc( x ) N

1 ( 24)

同上例的步骤, 我们得到主对称对应确定方程组和无穷小向量为

  
C
3

0 = N, Sx , St , Su, Sv , Gv , Gt , <u, <x , Gu - <v , <t - Gx = 0,

X 0 = c15 t + ( c2x + c3 u + c4)5u + ( c2t + c3v + c5) 5v

( 25)

及零点集分解式为

  Z(D
3

( H) ) = Z ( C
3

1/ J
3
2) G Z( C

3
2, J

3
2 / J

3
1) G Z ( C

3
3, J

3
1) , ( 26)

其中特征列集为

C
3

1 =

N, Sx , St , Su, Sv , Gv , <u, <vv , <tv , <xv ,

Gu - <v , Gx - <t ,H ( x ) Gt - <x ,

H ( x ) (H ( x ) <tt - <xx) + Hc( x ) <x

,

C
3

2 =

  

Su , Sv , Sx + 2<u, 2H ( x )Hc( x ) St - ( 3Hc( x )
2
- 2H ( x ) H

d
( x ) ) N,

Gx - <t ,H ( x ) Gt - <x , 2H ( x ) ( Gu - <v ) + Hc( x ) N,H ( x ) Gv - <u,

Nu, Nv ,H ( x ) Nt + 2<u , H ( x ) Hc( x ) Nx - ( Hc( x )
2
- H ( x ) H

d
( x ) ) N,

<vv , <uu , <uv , H ( x ) (H ( x ) <tt - <xx) + Hc( x ) <x ,

H ( x ) Hc( x ) <xu - ( 2Hc( x )
2
- H ( x ) H

d
( x ) ) <u ,

H ( x )
2
Hc( x ) <tv - ( Hc( x )

2
- H ( x ) H

d
( x ) ) <u ,

2H ( x )Hc( x )
2

<tu - (Hc( x )
2
H

d
( x ) - 2H ( x ) H

d
( x )

2
+ H ( x ) Hc( x ) H

(3)
( x ) ) N,

2H ( x )Hc( x )
2

<xv - ( Hc( x )
2
H

d
( x ) - 2H ( x )H

d
( x )

2
+ H ( x )Hc( x )H

( 3)
( x ) ) N

,

C
3

3 =

Ntu - Nxv , H ( x ) Nvv - Nuu, H ( x ) Ntv - Nxu , H ( x ) Ntt - Nxx ,

H ( x ) Nt - Sx , Nx - St , H ( x ) Nv - Su, Nu - Sv ,

Gx - <t , H ( x ) Gt - <x , Gu - <v ,H ( x ) Gv - <u,

<tu - <xv , H ( x ) <vv - <uu ,H ( x ) <tv - <xu, H ( x ) <tt - <xx

1 

分类方程为

  J
3
1 = Hc( x ) ,

  J
3
2 = 2Hc( x )

4
H

d
( x ) - 2H ( x ) Hc( x )

2
H

d
( x )

2
- 4H ( x )

2
H

d
( x )

3
+

    5H ( x )
2
Hc( x ) H

d
( x )H

( 3)
( x ) - H ( x )

2
Hc( x )

2
H

( 4)
( x ) 1 

易求解特征列集对应方程组 C
3

1 = 0, C
3

2 = 0 和 C
3

3 = 0, 我们有

  Z( C
3

1/ J
3

2) = N= 0, S = c1, G = c2u + f ( x , t ) , < = c2 v + g ( x , t ) , ( 27)

其中 c1, c2为任意参数且函数(f ( x , t ) , g( x , t ) ) 满足方程( 23) ;

Z ( C
3

2, J
3
2 / J

3
1) = N= g( t )

H ( x )
Hc( x )

, S =
3Hc( x )

2
- 2H ( x ) H

d

2Hc( x )
2 Q

t

g ( s ) ds + c1,
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=
H ( x )H

d
- 3Hc( x )

2

2Hc( x )
2 g ( t ) + c2 u -

H ( x )
2Hc( x )

gc( t ) v + a( x , t ) ,

  < = -
H ( x )

2

2Hc( x )
gc( t ) u +

H ( x ) H
d

- Hc( x )
2

2Hc( x )
2 g( t ) + c2 v + b( x , t ) , ( 28)

其中 c1, c2, R为任意参数且g ( t ) 满足

  
Hc( x )

H ( x )
2

3Hc( x )
2
- 2H ( x )H

d
( x )

2Hc( x )
2

c

= R =
gd( t )
g( t )

1 ( 29)

这里 ( a( x , t ) , b( x , t ) ) 为方程( 23) 的任意解 1 此时参数H ( x ) 满足 J
3
2 = 0和式( 29) 1 由式

( 29) 知 J
3

2 = 01 故, 式( 29) 是方程 J
3
2 = 0的首次积分1 

对 J
3

1 = 0, 设 H ( x ) = A
2 则

  Z( C
3

3, J
3

1) =

N= f ( x , t , Au - v ) + g( x , t , Au + v ) ,

S = A(- f ( x , t , Au - v) + g ( x , t , Au + v) ) + F ( x , t ) ,

G =
1
A

(- �f ( x , t , Au - v ) + �g ( x , t , Au + v ) ) + �F ( x , t ) ,

< = �f ( x , t , Au - v ) + �g ( x , t , Au + v )

, ( 30)

表 1 PDEsuxx = H( x ) u tt 的完全势对称分类

H ( x) 微分特征列集 N, S, G, < 条件 有势对称的情况

任意 C
3

0 式( 25) 无 无

J
3

2 X 0 C
3

1 式( 27) f , g I Z 式( 23) 无

J
3

2 = 0

J
3

1 X 0
C
3

2 式( 28)
R, g I Z 式( 29) ,

a , b I Z 式( 23)

有

gc X 0

J
3

1 = 0 C
3

3 式( 30)
(f , g ) , (�f , �g ) I Z 式( 31)

( F , �F ) I Z 式( 32)

有

无穷维

这里对任意可微函数 ( k ( x , t ) , h( x , t ) ) , ( y , z ) = ( f , g) 和( y , z ) = ( �f , �g) 满足

  yx + Ay t =
1
2

( k( x , t ) + h( x , t ) ) , zx - Az t =
1
2

( k( x , t ) - h ( x , t ) ) , ( 31)

且 P = F ( x , t ) 和 P = �F ( x , t ) 为方程

  Px ( x , t ) = Ah( x , t ) , P t ( x , t ) = k ( x , t ) ( 32)

的任意两个解1 

对波动方程 uxx = H ( x ) utt , 经式( 27) 、( 28) 和( 30) 还有式( 25) 、( 29) 、( 31) 和( 32) 得到了完

全势对称分类1 注意到特征列集 C
3

0 和 C
3

1 不能产生势对称; 如果 gc( t ) X 0, 则特征列集 C 2 和

C 3 产生无穷维势对称1 以上结论概括在表 1中1 

本文的思想和吴方法可进一步拓展应用到确定 PDEs 守恒律分类、广义对称分类和精确

解等问题中1 

感谢  作者感谢审稿人给予的有价值的意见和建议1 
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Abst ra ct : A differential polynomial char acter istic set algorithm for the complete symmetry classifica-

tion of ( partial) differential equations with some parameter s was given, which made the solution of

the complete symmetry classification problem for ( partial) differ ential equations become dir ect and

sy stematic. As an illustrative e xample , the complete po tential symmetry classifications of nonlinear

and linear w ave equations with an arbitrary function par ameter w er e presented. This is a new applica-

tion of differential form characteristic set algrithmc ( differential form Wu. s method) in field of differ-

ential equations.

Key w ords: partial differ ential equations; symmetry; classification; differ ential chara cteristic set
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