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摘要:  提出了一个求解非线性互补约束均衡问题( MPCC)的逐步逼近光滑 SQP算法1 通过一系

列光滑优化来逼近MPCC1 引入 l1精确罚函数, 线搜索保证算法具有全局收敛性1 进而, 在严格互

补及二阶充分条件下,算法是超线性收敛的1 此外,当算法有限步终止, 当前迭代点即为MPEC 的

一个精确稳定点1 
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引   言

本文考虑如下带非线性互补约束的均衡问题(MPEC) :

  
min  f ( x, y ) ,

s. t .  g( x , y ) \ 0, 0 [ F( x , y ) L y \ 0,
( 1)

其中 f : R
n+ m y R, g: R

n+ m y R
l
, F : R

n+ m y R
m
二阶连续可微, a L b表示向量a与向量b正

交1 该类问题大量出现在经济、工程设计等各领域中1 
众所周知, 由于互补约束条件的存在, MPEC 问题( 1)的求解是一个十分有意义而又比较

困难的课题1 因为文献[ 1]指出:对于该类优化问题,即使较弱的MFCQ条件,在任意可行点处

都不满足,从而非线性规划一些经典的算法一般不能直接应用到均衡问题上来1 

利用与 Fischer- Burmeister函数 <( a , b) = a + b - ( a
2
+ b

2
) 性质类似的光滑函数族

<( #, #, L) , 文献[ 2]提出了两个全局收敛的 SQP 算法1 然而, 该文并未对算法的超线性收敛

速率作出分析1 此外,在理论上,由于参数 L的存在, 显光滑 SQP算法在有限步终止时得不到

问题( 1)的精确稳定点1 
本文对文献 [ 2- 4]的方法作进一步研究, 利用 Fischer - Burmeister 函数和逐次逼近思

想[ 4] ,给出了一个MPEC问题( 1)的等价形式1 进一步,用SQP算法求解此等价形式1 若非退化条

件成立,算法全局收敛1 不同于文献[2- 3] ,我们的算法在理论上保证了当算法有限步终止时,当
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前迭代点即为MPEC问题( 1)的一个精确解1 

1  预 备知 识

记问题( 1)的可行集为

  F = z = ( x, y ) : g( z) \ 0, 0 [ F ( z) L y \ 0 ,

且简记

  X = z : g( z) \ 0 , L1 = 1, ,, l , L 2 = 1, ,, m ,

  I ( z ) = j I L1: g( z) = 0 1 
对 Pz = ( x, y ) ,将指标集 L2 = 1, 2, ,, m 分解为如下 3个互不相交的子集:

  A( z) = 1 [ i [ m: F i ( { ) < y i , B( z) = 1 [ i [ m : F i ( z) = yi ,

  C( z) = 1 [ i [ m : F i ( z) > yi ,

且在 z 点处定义指标集 A( z) 如下:

A( z) = ( J, K ) : J B A( z) , K B C( z) , J G K= 1, 2, ,, m , J H K= ª 1 

定义 1  称点 z
*

= ( x
*

, y
*

) I F 是 MPEC问题( 1)的一个分段稳定点或者原始- 对偶

稳定点,如果 P( J, K ) I A( z
*

) , 存在KKT 乘子 N* I R
l
, G* I R

m
, P* I R

m
, 使得

  

f̈ ( x
*

, y
*

) - g̈( x
*

, y
*

) N
*

- F̈ ( x
*

, y
*

) G
*

-
0n@ m

Im@ m
P

*
= 0,

Fj ( x
*

, y
*

) = 0, 0 [ y
*
j L P*

j \ 0,   Pj I J,

0 [ Fj ( x
*

, y
*

) L G*
j \0, y

*
j = 0,   Pj I K,

0 [ g ( x
*

, y
*

) L N* \ 01 

( 2)

定义 2  称问题MPEC( 1)在点 ( x, y ) I R
n+ m满足下层非退化条件,如果

  yj X Fj ( x, y ) ,   Pj = 1, 2, ,, m1 
引入 Fischer- Burmeister函数

  <( a, b ) = a + b- a
2
+ b

21 ( 3)

类似于文献[ 5] , 利用函数 <( a, b ) , 我们考虑如下与问题( 1)等价的光滑优化问题:

  
min  f ( x, y )

s. t .  g( x , y ) \ 0, F ( x, y ) - w = 0, 5E( y , w) = 0,
( 4)

其中

  5 ( y , w) = 5E( y , w) + �5E( y , w) , ( 5)

  5 ( y , w) =

<( y 1, w 1)

s

<( ym , wm)

, 5E( y , w) =

<E( y1, w1)

s

<E( ym , wm)

,

  �5E( y , w) =

�<E( y 1, w 1)

s

�<E( ym , wm)

,

且对于 E> 0及指标集 E( z , E) =
$

j I L 2 y
2
j + w

2
j < E ,

  <E( yj , wj ) =

<( yj , w j ) ,   j I L 2 \ E ( z , E) ,

2E- yj

2E
yj +

2E- w j

2E
w j -

E
2

,   j I E ( z , E)1 
( 6)
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  �<E( yj , wj ) =

0,   j I L 2 \ E ( z , E) ,

( y
2
j + w

2
j - E) 2

2E
,   j I E( z , E) 1 

( 7)

显然,函数 5E( y , w) 是光滑的且如下结论成立1 

命题 1  对 ( y , w) I R
2m

, 有

  ä<
2
E( yj , w j ) + b̈<

2
E( yj , w j ) \ 3- 2 2 > 0,   j = 1, ,, m1 ( 8)

显然,如果 z
*

= ( x
*

, y
*

, w
*

) 是问题( 4)的KKT 点,则存在KKT 乘子向量 ( Kg, KF, K5 )

I R
l+ 2m 使得

  

f̈ ( x
*

, y
*

)

0
-

g̈( x
*

, y
*

)

0
Kg +

F̈( x
*

, y
*

)

- I
KF +

  
0

¨5E( y*
, w

*
)
K5 = 0,

0 [ g ( x
*

, y
*

) L Kg \ 0, F ( x
*

, y
*

) - w
*

= 0, 5E( y
*

, w
*

) = 01 

( 9)

下面的结论表明了MPEC问题( 1)与问题( 4)的之间解的联系,为算法提供了理论依据1 

命题 2  假设总是 MPEC( 1)在点 ( x
*

, y
*

) I F 满足下层非退化条件且 5 ( y
*

, w
*

) =

5E( y
*

, w
*

) , 则如下两论断是等价的:

1) ( x
*

, y
*

) 是问题MPEC( 1)的一个分段稳定点;

2) ( x
*

, y
*

, w
*

) 是问题( 4)的一个KKT 点, 其中 w
*

= F ( x
*

, y
*

) 1 

2  算   法

根据命题 2,我们首先考虑求解问题( 4) 1 对任意给定 ( x, y , w) 及 d = ( dx, dy , dw) , 我

们引入如下二次规划(QP)来逼近问题( 4) :

  

min  f̈ ( x, y )
T dx

dy
+

1
2
d

T
Wd

s. t .  g( x , y ) + g̈ ( x, y )
T dx

dy
\0,

   F ( x, y ) - w + F̈( x, y )
T dx

dy
- dw = 0,

   5E( y , w) + Ady + Bdw = 0,

( 10)

其中 ( A , B) = ¨5E( y , w) , A和B 为适当的对角矩阵1 
有关QP( 10)的可行性的讨论是MPEC问题的一个焦点. 其中,文献[ 3]和[ 6]都分别作出

了相应论述1 

对 z = ( x, y , w) I R
n+ 2m

, ( Q, E) I ( 0, ] ) @ [ 0, ] ) , 定义关于问题( 4) 的 l 1精确罚函数

H: R
n+ 2m @ ( 0, ] ) @ [ 0, ] ) y R如下:

  H( z , Q, E) = f ( x, y ) + Q 6
m

j = 1

Fj ( x , y ) - wj + 6
m

j= 1

<E( yj , wj ) 1 ( 11)

显然,函数 H( #, Q, E) 有方向导数1 为方便,引入如下指标集:

J+ S J+ ( z) S j : F j ( x, y ) > w j , J 0 S J 0( z) S j : F j ( x, y ) = w j ,

J- S J- ( z) S j : F j ( x, y ) < w j , L+ S L+ ( y , w, E) S j : <E( yj , w j ) > 0 ,

615非线性互补约束均衡问题的一个 SQP 算法



L0 S L0( y , w , E) S j : <E( yj , w j ) = 0 , L- S L- ( y , w , E) S j : <E( yj , w j ) < 0 ,

记 Hc ( z , Q, E; d) 为函数 H( #, Q, E) 在点 z 处沿方向d = ( dx , dy , dw) 的方向导数, 则有结论:

  Hc
( z , Q, E; d) = f̈ ( x, y )

T dx

dy
+ Q6

j I J
+

F̈j ( x, y )

- 1

T dx

dy

dw j

+

    Q6
j I J

0

F̈j ( x , y )

- 1

T dx

dy

dw j

- Q6
j I J

-

F̈ j ( x, y )

- 1

T dx

dy

dwj

+

    Q6
j I L

+

¨<E( yj , w j )
T

dyj

dwj

+ Q6
j I L

0

¨<E( yj , w j )
T

dyj

dw j

-

    Q6
j I L

-

¨<E( yj , w j )
T

dyj

dwj

1 ( 12)

命题 3  假设 d = ( dx, dy , dw) 是QP子问题( 10)的一个解且 ( Kg , KF , K5 ) 为其对应的乘

子向量 1 若 g ( x, y ) \0且 Q\ max KF i , K5 j , 1 [ i , j [ m , 则有

  Hc
( z , Q, E; d) [ - d

T
Wd 1 

证明  注意到式( 10) ,我们有

  

¨<E( yj , w j )
T

dyj

dw j
= - <E( yj , wj ) ,   j = 1, ,, m ,

F̈j ( x, y )

- 1

T dx

dy

dwj

= - F j ( x, y ) + w j ,   j = 1, ,, m1 

( 13)

故由式( 12) ,可知

  Hc
( z , Q, E; d) =

    f̈ ( x, y )
T dx

dy
- Q6

m

j= 1

Fj ( x, y ) - w j - Q6
m

j= 1

<E( yj , w j ) 1 ( 14)

又由式( 10)的 KKT 条件可得

  f̈ ( x , y )
T dx

dy
+ d

T
Wd - K

T
g g̈( x, y )

T dx

dy
+

    KT
F

F̈( x, y )

- I

T dx

dy

dw

+ KT
5 ¨5E( y , w)

T dy

dw
= 01 

故而

  Hc
( z , Q, E; d) [ - d

T
Wd + 6

j I J
+

( ( KF ) j - Q) ( F j ( x, y ) - w j ) +

    6
j I J

-

( ( KF ) j + Q) ( F j ( x, y ) - w j ) + 6
j I L

+

( ( K5 ) j - Q) <E( yj , w j ) +

    6
j I L

-

( ( K5 ) j + Q) <E( yj , wj ) [

    - d
T
Wd 1 

证毕1 
显然,在命题 3中,条件 g ( x, y) \ 0是很重要的1 所以,在算法迭代中,我们希望迭代方
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向 d = ( dx, dy , dw) 满足如下条件:

  g̈j ( x, y )
T dx

dy
> 0, Pj I I ( x, y) = j : gj ( x, y ) = 0 1 

为此, 我们修正QP( 10)的方向 dz = ( dx, dy , dw)1 假设问题( 4)满足MFCQ约束规则,则存在

方向 �d = ( dx, dy , dw) , 使得

  

g̈ j ( x, y )
T dx

dy
> 0, j I I ( x , y ) = j : gj ( x, y ) = 0 ,

F̈( x, y )

- I

T dx

dy

dw

= 0, ¨ 5E( y , w)
T dy

dw
= 01 

( 15)

类似于文献[ 7] , 我们考虑方向 d = ( dx, dy , dw) 与�d = ( dx, dy , dw) 的凸组合:

  q = ( qx, qy , qw) = ( 1- S) d + Sd, ( 16)

其中, S I ( 0, 1] 且 S满足

  ( 1 - S) Hc
( z , Q, E; d ) + S f̈ ( x, y)

T dx

dy
[ RHc ( z , Q, E; d ) ( 17)

和 R I ( 0, 1)1 如果矩阵 W正定,则 Hc
( z , Q, E; d) [ - d

T
Wd / 2 < 0,故而存在常数 S I ( 0,

1] , 使得式( 17)成立1 

命题 4  假设矩阵 W正定,且方向 q 由式( 16)所确定,则有

  

Hc
( z , Q, E; q) [ RHc( z , Q, E; d) < 0,

g̈ j ( x, y )
T qx

qy
> 0,   j I I ( x, y )1 

( 18)

下面描述求解MPEC问题( 1)的光滑 SQP 算法1 

光滑 SQP 算法( 1)

步骤 0  初始化

令 Q- 1, E0, DI ( 0, ] ) , A I ( 0, 1/ 2) , T, B, R I ( 0, 1) , H I ( 2, 3) 1 选取向量 z
0

= ( x
0
, y

0
,

w
0
) I R

n+ 2m使得g ( x
0
, y

0
) \0及对称正定阵 W0 I R

( n+ 2m )@ ( n+ 2m) 1 置 k = 01 

步骤 1  计算 QP子问题( 10)的方向 d
k

在迭代点 z
k

= ( x
k
, y

k
, w

k
)及 E= Ek , 求解QP 子问题( 10)得到其KKT 点 d

k
= ( dxk

, dyk
,

dwk
) 及相应的KKT 乘子 Kk

= ( Kk
g, K

k
F, Kk

5 )1 若d
k

= 0, 转入步骤 71 
步骤 2  罚参数更新

令  Qk =
Qk- 1,   Qk- 1 \ +Kk + ] + D,

max +Kk + ] + D, Qk- 1 + 2D ,   否则,
( 19)

其中   +Kk + ] = max
1[ j [ m

| ( Kk
g) i | , | ( Kk

F) j | , | ( Kk
5 ) t | : 1 [ i [ l , 1 [ j , t [ m 1 

步骤 3  计算高阶校正方向 d
k

令  I
k
g = j : gj ( x

k
, y

k
) + g̈ j ( x

k
, y

k
)

T dxk

dy k
= 0 1 

求解如下线性系统:
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  VI
k

g

dx

dy

dw

= -

gIk

g
( x

k
+ dx

k
, y

k
+ dy

k
) + +d

k +H�e

F( x
k
+ dx

k
, y

k
+ dy

k
) - ( w

k
+ dw

k
) + +d

k +He

5E
k
( y

k
+ dy

k
, w

k
+ dw

k
) + +d

k +He

, ( 20)

其中, e = ( 1, ,, 1)
T I R

m
, �e = ( 1, ,, 1)

T I R
I

k

g , g
I

k

g

(#, #) = ( gj ( #, #) , j I I
k
g) 且

  VI
k

g
=

( ẍg) I
k

g
( x

k
, y

k
)

T
( ÿg) I

k

g
( x

k
, y

k
)

T
0

ẍF( x
k
, y

k
)

T
ÿF( x

k
, y

k
)

T
- I

0 Ak  Bk

,

而 ( Ak , Bk) = 5̈E
k
( y

k
, w

k
) , Ak和Bk是适当的对角阵 1 记其解为d

k
= ( dxk

, dyk
, dwk

) 1 若

式( 20) 无解或者 + d
k + > +d

k +, 则令d
k

= 01 
步骤 4  试探步搜索

若下列不等式组成立:

  Hc
( z

k
, Qk , Ek ; d

k
) [ min - N +d

k +D
, - N+ d

k
+ d

k +D
, ( 21)

  H( z k
+ d

k
+ d

k
, Qk , Ek) [ H( zk

, Qk , Ek) + AHc
( z

k
, Qk , Ek ; d

k
) , ( 22)

  gj ( x
k
+ dx

k
+ dx

k
, y

k
+ dy

k
+ dy

k
) \ 0,   j I I1 ( 23)

令 t k = 1, q
k

= d
k

+ d
k
, 转步骤71 

步骤 5  计算辅助方向 q
k

步骤 5. 1  由式( 15) , MFCQ在 z
k 处成立, 求解d

k
= ( dxk

, dy k
, dwk

) 使

  g̈ j ( x
k
, y

k
)

T dx
k

dy
k

> 0,   j I I ( x
k
, y

k
) ,

  
F̈( x

k
, y

k
)

- I

T dxk

dyk

dwk

= 0, 5̈E
k
( y

k
, w

k
)

T dyk

dwk
= 01 

步骤 5. 2  计算 Fk = - Hc ( z
k
, Qk , Ek ; d

k
) 1 作方向 d

k和 d
k 的凸组合:

  

q
k

= Fk [ ( 1- Sk ) d
k

+ Sk d
k
] ,

Sk = max S I ( 0, 1] : ( 1- S) Hc ( z
k
, Qk , Ek ; d

k
) +

  S f̈ ( x
k
, y

k
)

T dx
k

dy
k [ RH

c
( z

k
, Qk , Ek ; d

k
) 1 

( 24)

步骤 6  线搜索

计算序列 1, B, B2
, , 中满足下列不等式组之最大的常数 t , 记其为 t k :

  H( z k
+ tq

k
, Qk , Ek ) [ H( zk

, Qk , Ek ) + TtHc
( z

k
, Qk , Ek ; q

k
) , ( 25)

  gj ( x
k
+ tqx

k
, y

k
+ tqy

k
) \ 0,   j I I1 ( 26)

步骤 7  终止及更新准则

若 d
k

= 0, E ( z
k
, Ek) = ª, 停止 1 若 d

k
= 0, E ( z

k
, Ek) X ª, 令

  z
k+ 1

= z
k
, Wk+ 1 = Wk , Ek+ 1 = Ek / 2,
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转入步骤 81 否则, 更新 Wk 得到对称正定阵Wk+ 1且令

  z
k+ 1

= z
k

+ tkq
k
, rk+ 1 = min ( y

k+ 1
j )

2
+ ( w

k+ 1
j )

2
| j = 1, ,, m ,

  Ek+ 1 =
Ek / 2,   rk+ 1 < Ek ,

Ek ,   否则 1 
步骤 8  循环
令 k = k + 1, 返回步骤 11 

注  在上述算法中,由步骤 1 到步骤 8 有两个种循环, 即 I: 1) 2) 3) 4) 7) 8 和 II: 1) 2) 5) 6) 7) 81 

在循环Ñ中,如果试探步成功,则当前迭代结束, 即循环Ò不参与此次迭代1 否则,算法执行循环Ò以保证算

法的良定性1 命题 4保证了算法执行步骤6 时, 一定可以搜索到适当的步长 t1 

3  SQP算法的全局收敛性

本节讨论算法的全局收敛性1 首先,我们阐述上面算法是良定的1 

下面结论表明,当算法有限步终止于迭代点 z
k 时,当前点即为问题(1)的一个精确稳定点1 

类似于文献[ 8]之引理 3. 3, 下面结论成立1 

引理 1  假设 ( d
k
, Kk

) 是QP 子问题( 10)的 KKT 点对1 如果 d
k

= 0, 则或者 z
k是问题( 1)

的一个精确原始对偶稳定点, 或者 d
k+ 1 X 01 

下面结论表明, 线搜索步骤6是良定的1 

引理 2  线搜索是良定的, 即步骤6可在有限次内确定一个 j k ,使得步长 tk = Bj
k1 

证明  由算法结构及命题 4可知结论显然成立1 

引理 2表明算法是良定的且由引理1可知,如果算法有限步终止于迭代点 z
k
,则当前点即

为问题( 1) 的一个原始对偶稳定点 1 下面假设算法产生无限点列 z
k 1 

首先,对序列 z
k 作如下假设:

H1  序列 z
k 有界,且对于任意可行点 z ,向量组 g̈j ( x , y ) , j I I ( x, y ) 线性无关1 

H2  存在常数 a , b > 0, 使得

  a +z +2 [ z
T
Wk z [ b +z +2

,   Pz I R
n+ 2m 及 k = 1, 2, ,1 

H3  序列 z
k 的极限点 z

*
= ( x

*
, y

*
, w

*
) 满足下层非退化条件1 

H4  在序列 z
k 的极限点z

*
= ( x

*
, y

*
, w

*
) 处,子矩阵( ÿF ( x, y ) ) A* A* 是非奇异的,

其中 A
*

= j : w
*
j = Fj ( x

*
, y

*
) = 0 (参考文献[ 3] ) 1 

下面关于序列 z
k
, k I K 的一些性质,具体可参考文献[ 3] 1 

引理 3  假设 z
k
, k I K y z

*
, k y ] , 则下面结论成立:

( a) 存在常数 p > 0, 使得

  
ÿF ( x

k
, y

k
)

T
- I

Ak  Bk

[ p ,   Pk I K ;

( b) 序列 d
k
: k I K , K

k
: k I K , d

k
: k I K 和 q

k
: k I K 都有界;

( c) 存在正整数 k0,使得对 Pk \ k0,有 Qk S Qk
0

= Q;

( d) 存在正整数 k 1,使得对 Pk \ k 1, 有 Ek S Ek
1

= E1 

在下文中,我们总假设 Qk S Q, Ek S E1 当 k 充分大时, 由引理3可知 5 ( y
k
, w

k
) S 5E( y

k
,

w
k
) 且或 d

k
= 0( z

k
是问题( 1) 的原始对偶稳定点) , 或 d

k X 01 
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根据假设H1、H2及引理 3,我们不妨假设存在无限子集 K , 使得

x
k y x

*
, Wk y W* , d

k y d
*

, d
k y d

*
, q

k y q
*

, K
k y K

*
,   k I K 1 ( 27)

下面给出算法的收敛性定理1 

定理 1  若上述所有假设条件成立,则算法或有限步终止于问题( 1)的原始- 对偶稳定点

z
k
,或产生一无限点列 z

k
且其任意聚点 z

*
都是问题( 1)的原始- 对偶稳定点1 

证明  根据上述分析,第一部分显然成立1 假设算法产生无限点列 z
k 且式( 27)成立,

由式( 21)、( 22)、( 25)及命题4, 显然有

H( z
k
, Q, E) y H( z

*
, Q, E) ,   k y ] 1 ( 28)

通过以上分析, 只需证明 d
k y 0, k I K 1 

如果存在无限子集 K 1,使得点 z
k+ 1

= z
k

+ t k q
k
, k I K 1由步骤 4和步骤 7产生, 则

0 = lim
k I K

1

( H( zk+ 1
, Q, E) - H( zk

, Q, E) ) [ lim
k I K

1

AHc
( z

k
, Q, E; dk

) [ - A( d
k
)

T
Wk d

k [ 01 

因而,有 d
k y 0, k I K , k y ] 1 

不失一般性,我们不妨假设点 z
k+ 1

= z
k
+ t k q

k
, Pk I K 由步骤6和步骤7产生1 由命题

4可知 d
k y 0, k I K 1 结论得证1 

4  收 敛速 率

下面继续讨论算法的超线性收敛速率1 鉴于问题( 1)与问题( 4)的等价性,我们只需讨论

问题( 4)即可1 

首先,当 k充分大时,由 E( z
k
, E) = ª可知函数 5E( y

k
, w

k
) 二次连续可微1 下面继续讨论

算法的超线性收敛性,为此,另作如下假设:

H5  Wk y W* , k y ] 1 

H6  上层严格互补条件成立,即 ( K*
g ) j > 0, j I I ( x

*
, y

*
) 1 

H7  问题( 1)在其原始- 对偶稳定点 z
*
及相应乘子 K

*
满足二阶充分条件,等价地,问题

( 4) 在点 z
* 及相应乘子向量( N*

, G*
, P*

) 满足二阶充分条件1 
在上述条件下, 由文献[ 9]之命题 4. 1可得如下结论成立1 

引理 4  z
k 整列收敛到 z

* 1 

引理 5  对于充分大的 k ,有 I
k
g S I ( x

*
, y

*
) 且

  lim
k y ]

d
k

= 0, lim
k y ]

Kk
g = K*

g , l im
k y ]

Kk
F = K*

F , lim
k y ]

Kk
5 = K*

5 1 

证明  注意到定理 1的证明过程及 z
k y z

*
, k y ] ,易知 d

k y 0, k y ] 1 故对充分大

的 k ,有 I
k
g A I ( x

*
, y

*
)1 另一方面,如果 I ( x

*
, y

*
) A I

k
g 不成立,则存在一固定指标 j 0及子

列K ,使得 j 0 I I ( x
*

, y
*

) \ I
k
g , k I K 1 因 I

k
g 在K 上是有界的,不失一般性,对于 k I K 充

分大,我们不妨假设 I
k
g S J A I ( x

*
, y

*
) 1 记

  ( Kk
g) J = ( Kk

j , j I J ) ,

  ( ẍg )
k
J = ( ẍgj ( x

k
, y

k
) , j I J ) ,

  ( ÿg )
k
J = ( ÿgj ( x

k
, y

k
) , j I J )1 

因 ( K
k
g) j = 0, j I I \ J , 由式( 10)可知
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f̈ ( x

k
, y

k
)

0
+ Wk d

k
+

( ẍg )
k
J ẍF( x

k
, y

k
) 0

( ÿg )
k
J ÿF( x

k
, y

k
) Ak

0 - I Bk

( K
k
g) J

Kk
F

K
k
5

= 0,

  k I K 1 ( 29)

记

  Rk =

( ẍg)
k
J ẍF( x

k
, y

k
) 0

( ÿg)
k
J ÿF( x

k
, y

k
) Ak

0 - I Bk

, R =

( ẍg)
*
J ẍF ( x

*
, y

*
) 0

( ÿg)
*
J ÿF ( x

*
, y

*
) A*

0 - I B*

1 

注意到 J A I ( x
*

, y
*

) 及 ÿF是一个P - 矩阵,由假设H1可知 ( R
T
k Rk)

- 1 和( R
T
R)

- 1 存在,

且

  ( R
T
kRk )

- 1 y ( R
T
R)

- 1
,   k I K 1 

故由式( 29)可得

  

( Kk
g ) J

Kk
F

K
k
5

y- ( R
T
R)

- 1
R

T f̈ ( x
*

, y
*

)

0
=

( K*
g ) J

K
*
F

K*
5

,   k I K 1 

而 ( Kk
g) j = 0 = ( K

-
*
g ) j , j I I \ J , k I K 1 故由 z

* 是问题( 4)的KKT 点及乘子的唯一性可知

  Kk
g, K

k
F, Kk

5 y K*
g , K*

F , K*
5 = K*

g , K*
F , K*

5 ,   k I K , k y ] 1 ( 30)

因此, gj
0
( x

*
, y

*
) = 0, ( K*

g ) j
0
= 01 这与假设H6矛盾,故而 Jk S I ( x

*
, y

*
)1 

进而,由 I
k
g S I ( x

*
, y

*
) , 类似于式( 30)的证明,可知引理之余下结论都成立1 

引理 6  假设问题( 4)满足LICQ,则对充分大的 k ,步骤 3所产生的方向d
k 满足

  + d
k + = O +d

k +2 1 

证明  根据步骤 3中方向 d
k 的定义,由引理 5可知结论成立1 

记 L z , Kg , KF, K5 为问题( 4)的Lagrange 函数,则有

  L ( z
k
, Kk

g , Kk
F, Kk

5 ) = f ( x
k
, y

k
) + ( Kk

g)
T
g( x

k
, y

k
) +

    ( Kk
F)

T
( F ( x

k
, y

k
) - w

k
) + ( Kk

5 )
T 5E( y

k
, w

k
) 1 

为得到超线性收敛速率, 做进一步假设:

H8  矩阵序列 Wk 满足

  +Pk( Wk - ¨2
zz L z

*
, K

*
g , K

*
F , K

*
5 ) d

k + = o ( +d
k +) ,

其中 Pk = In+ 2m - Rk ( R
T
kRk)

- 1
R

T
k , Rk 的表达式见引理 51 

类似于文献[ 8]之引理 4. 4之证明过程, 我们有如下结论:

引理 7  当 k 充分大时,试探步搜索一定成立,即 z
k+ 1

= z
k

+ d
k
+ d

k 1 
此外,注意到引理 7及文献[ 10]之定理 5. 2,我们有如下收敛定理:

定理 2  若上述所有条件成立, 则算法超线性收敛, 即算法所产生的点列 z
k 满足

  +z
k+ 1

- z
* + = o +z

k
- z

* + 1 
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An SQP Algorithm for Mathematical Programs With

Nonlinear Complementarity Constraints

ZHU Zhi- bin1,  JIAN Jin- bao2,  ZHANG Cong1

( 1. College of Computational Science a nd Ma them atics , Guilin Un iver sity of

Electr onic Technolo gy , Guilin , Gu angx i 541004, P . R . China ;

2. College of Ma them atics and Inform ation Scien ce ,

Gua ngxi Un iver sity , Nan ning 530004, P . R . Chin a )

Abstract: A successive approximation and smooth SQP method for mathematical programs with non-

linear complementarity constraints (MPCC) is described. A class of smooth programs to approximate

the MPCC was introduced. Using an l 1 penalty function, the line search assures the global conver-

gence, while superlinear convergence rate is shown under strictly complementary conditions and the

second order sufficient condition. Moreover, it was proved that the current iterated point is an exact

stationary point of the MPEC when the algorithm terminates finitely.

Key words: MPEC; SQP algorithm; successive approximation; global convergence; superlinear con-

vergence rate
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