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摘要:  证明了林建国等(林建国,谢志华, 周俊陶1 任意精度的三点紧致显格式及其在 CFD中的

应用1 应用数学和力学, 2007, 28( 7) : 843- 852)提出的紧致显格式与传统的差分格式实质相同, 是

传统差分格式的另一表达形式,并不具有紧致格式的优点1 尽管如此, 但这种表达形式更紧凑, 推

导获得高精度的差分表达式相对于传统的Taylor展开求待定系数的方法也更加简单1 
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引   言

隐式紧致格式在湍流的数值计算中得到了广泛的应用,为了避免隐式紧致格式联立代数

方程组求解,林建国等
[ 1]
利用逐阶迭代的思想,通过构造差商系数, 提出了一种关于三点的任

意精度/显式紧致0格式, 以提高计算效率1 传统的差分格式是通过构造节点函数值的系数确
定最终的表达式,但从形式上看,这种显式格式的表达简单,易于编程1 然而在展开表达式中

的差商算子后, 发现这种格式与传统的差分格式一致, 只是表达方式不同, 并且在顶盖驱动流

算例中,分别采用这种格式与同精度的传统差分格式编程计算, 得到的结果完全一致1 因此得
出结论,这种/显式紧致0格式其实质是传统的差分高精度格式的另一种表达形式1 尽管与传

统差分格式实质相同,但这种格式更容易得到高精度的表达式, 利用传统方法得到高精度表达

形式的推导过程非常繁琐,而采用这种方法, 提高精度时只需增添表达式中的某一项, 易于扩

展1 此外,采用高精度差分格式时,这种/显式紧致0形式更适合于编程1 
本文中,首先给出文献[ 1]中得到的/显式紧致0格式, 接下来通过理论推导证明这种格式

与传统的差分格式实质相同, 并且在顶盖驱动流算例中,通过比较说明采用这种格式与传统差

分格式得到的计算结果一致1 
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1  均分网格下空间导数三点/显式紧致0格式

下面给出文献[ 1]中得到的二阶导数和一阶导数的表达式1 首先定义均分网格上算子和
差商:

  Dx f i =
f i+ 1- f i- 1

2
, | Dx |
k
f i =
| Dx |
k- 1
f i+ 1 - | Dx |
k- 1
f i- 1

2
,

  D
+
x f i = f i+ 1- f i , | D
+
x |
k
f i = | D
+
x |
k- 1
f i+ 1- | D
+
x |
k- 1
f i ,

  D1
xx f i = f i+ 1+ f i- 1- 2f i , D

k
xx f i = | D

1
xx |
k
f i = D
k- 1
xx f i+ 1+ D
k- 1
xx f i- 1- 2D
k- 1
xx f i ,

其中 f i 为 i 点的函数值, k \ 2, $x 为空间网格步长 1 两竖线/ |  | 0表示算子,上标表示用该

算子进行运算的次数1 利用逐阶迭代以及忽略高阶小量的方法, 最终可以得到二阶导数中心

差分表达式如下:

  
52
f

5x 2 i
=

1
$x 2

D
1
xx - 6
n

k= 2
A k D
k
xx f i + o ($x

2n
) 1 ( 1)

其中文献[ 1]中系数的求解过程如下:

由于

  52
f

5x 2 i
=

1

$x 2
D1
xx - 6
n

k= 2

2
2k!

$x
5
5x

2k

f i + o( $x
2n
)1 ( 2)

假设已知二阶导数 2( n - 1) 阶精度的中心差分表达式

  52
f

5x 2 i
=

1

$x 2
D1
xx - 6
n- 1

k= 2

A k D
k
xx f i + o ($x

2( n- 1)
) 1 ( 3)

为了计算 A n, 将式( 1)代入式( 2) ,可得

  
52
f

5x 2 i
=

1

$x
2 D

1
xx - 6
n

k= 2

2
2k! D

1
xx - 6
n

k= 2
A k D
k
xx f i
k
f i + o( $x

2n
) 1 ( 4)

利用多项式展开定理,忽略高阶小量,即可得到 A n 的值如下:当 n \ 3时,

An = 6
n

k= 2

2
(2k ) ! 6
n
i

\0, i= 1, 2, ,, n- 1

n
1
+ 2n

2
+ ,+ ( n- 1) n
n- 1
= n

n
1
+ n

2
+ ,+ n
n- 1
= k

k !
n1! n2! ,nn- 1!
(- 1) n1+ n2+ ,+ nn- 1 F
n- 1

j= 2
( Aj )
n
j , ( 5)

最终可以得到, A 2 = 1/ 12, A 3 = - 1/ 90, ,1 同理A k的其它值根据式( 5)即可很容易地得到1 

一阶导数的中心差分表达式如下:

  5f
5x i
=

1
$x

Dx - 6
n

k= 2

Bk Dx ( D
k- 1
xx ) f i + o ($x

2n
) , ( 6)

式中, B2= - 1/ 6, B3 = 1/ 30, ,, 同理 Bk的其它值采用文献[ 1]中的推导方式也可很容易地得

到1 
一阶导数向前差分如下:

  5f
5x i
=

1
$x

D+x - 6
n

k= 2

Ck ( D
+
x )
k- 2[ k / 2]
( D[ k / 2]xx ) f i + o( $x
n
) , ( 7)

式中, [  ]为取整符号, C 2= - 1/ 2, C3 = - 1/ 6, C4 = 1/ 12, C5 = 1/ 30, ,1 同理 Ck的其它值

采用文献[ 1]中的推导方式也很容易得到1 
一阶导数完全向前单侧差分格式表达式如下:
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  5f
5x i
=

1
$x

D+x - 6
n

k= 2

D k ( D
+
x )
k
f i + o ($x
n
) , ( 8)

式中, D2 = - 1/ 2, D3 = 1/ 3, ,,同理 Dk的其它值采用文献[ 1]中的推导方式也很容易得到1 
由于一阶导数向后差分与向前差分的表达方式与上类似,在此不再列出1 

2  在均分网格下/显式紧致0格式与传统差分格式的比较

传统差分格式得到某点高精度二阶导数和一阶导数表达式的方法是首先确定达到要求精

度应采用的节点,得出该点导数含待定系数的表达式, 接下来利用Taylor展开法[ 2]联立方程组

求解待定系数1 欲得到 i点 2n 阶精度的一阶导数和二阶导数表达式,以中心差分格式为例,

求解过程如下:

为了使一阶导数和二阶导数满足 2n阶精度,需选用 2n + 1个节点,分别是

  i - n, i - ( n - 1) , ,, i - 1, i , i + 1, ,, i + ( n - 1) , i + n,
则有

  5f
5x i
= 6
n

l= - n

Al f i+ l
$x
, ( 9)

  52
f

5x 2 i
= 6
n

l= - n

B l f i+ l

$x 2
1 ( 10)

将各点的函数值在 i点进行 2n 阶Taylor展开,

  f i+ l = 6
2n

k= 0

1
k !

5kf
5f k i
( l#$x ) k ,   l = 0, ? 1, ? 2, ,, ? n1 ( 11)

将式( 11)代入式( 9)和( 10) ,令高阶小量为 0,可得到的 2n + 1个方程, 需要求解的未知数

有2n + 1个,分别联立求解一阶导数和二阶导数的待定系数后, 即可得到其表达式1 为求解待
定系数 A = (A - n , A- n+ 1, ,, A n- 1, An )T 以及 B = ( B- n , B- n+ 1, ,, Bn- 1, Bn )T ,需求解以下的
代数方程组, MA = bA, MB = bB, 可得到系数矩阵为

  M =
1
2 F

2 n

k= 3

($x ) k

k!

(- n)
2n , ( n - 1) 2n ( n) 2n

s w s s

(- n)
2 , ( n - 1) 2 n2

(- n) , ( n - 1) n

1 , 1 1

, bA =

0

s

0

1

0

, bB =

0

s

1

0

0

1 

在系数矩阵 M 中, 对于任意两个列向量:

  yk =

(- n + k )
2n

s

(- n + k )

1

, ym =

(- n + m)
2n

s

(- n + m)

1

,

要满足 k 1yk + k2 ym = 0, 且 k X m,则必存在 k1 = 0, k2 = 0, 因此任意的列向量均线性无关,

即系数矩阵为满秩矩阵, 代数方程组存在唯一的解1 因此,采用Taylor展开得到任意精度的表

达式是唯一的1 
/显式紧致0格式得到的一阶导数和二阶导数的表达式是关于差商的表达形式, 例如,均分

网格下, 2n阶精度二阶导数表示为

  52
f

5x 2 i
=

1
$x 2

D1
xx - 6
n

k= 2

A k D
k
xx f i ,
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一阶导数表示为

  5f
5x i
=

1
$x

Dx - 6
n

k= 2

Bk Dx D
k- 1
xx f i ,

差商算子 D
n
xx f i 以及 Dx D
n- 1
xx f i 展开将会得到关于以下节点的表达式:

  i - n, i - ( n - 1) , ,, i - 1, i , i + 1, ,, i + ( n - 1) , i + n1 

展开 Dnxx f i 以及 Dx D
n- 1
xx f i 的证明过程如下: (数学归纳法)

由于 D1
xx f i 展开后得到i - 1, i , i + 1节点的表达式, D

1
xx f i = f i- 1- 2f i + f i+ 1,且由于 Dk+ 1xx f i

= Dkxx f i- 1- 2D
k
xx f i + D
k
xx f i+ 1, 则可得

  D2
xx f i = D

1
xx f i- 1 - 2D

1
xx f i + D

1
xx f i+ 1 = f i- 2- 4f i- 1+ 4f i+ 1+ f i+ 21 

根据规律假设展开 Dkxx 得到 i - k, i - ( k- 1) , ,, i - 1, i , i + 1, ,, i + ( k - 1) , i + k 点的表

达式,又因 D
k+ 1
xx f i = D
k
xx f i- 1- 2D
k
xx f i + D
k
xx f i+ 1, 其中,展开 D
k
xx f i- 1 得到 i - 1- k , i - 1- ( k -

1) , ,, i - 1, i , i + 1, ,, i - 1+ k 节点的表达式,展开 Dkxx f i得到i - k , i - ( k - 1) , ,, i - 1,

i , i + 1, ,, i + ( k - 1) , i + k 节点的表达式, 展开 D
k
xx f i+ 1得到 i + 1- k , i + 1- ( k - 1) , ,,

i - 1, i , i + 1, ,, i + k, i + 1 + k节点的表达式, 合并同类项后, 展开 D
k+ 1
xx f i可得到 i - 1- k ,

i - 1- ( k - 1) , ,, i - 1, i , i + 1, ,, i + 1 + k 节点的表达式, 故展开 D
n
xx f i 可以得到 i - n ,

i - ( n - 1) , ,, i - 1, i , i + 1, ,, i + ( n - 1) , i + n 节点表达式的结论成立1 

由于 Dx f i = ( f i+ 1- f i- 1) / 2, 同理展开 Dx D
n- 1
xx f i同样能够得到上述节点值的表达式,其证明

过程这里不再给出1 
将差商算子展开后, 即可得到关于节点的表示形式:

  5f
5x i = 6
n

l= - n

D l f i+ l

$x
, ( 12)

  52
f

5x 2 i
= 6
n

l= - n

C l f i+ l

$x 2
1 ( 13)

表 1 传统差分格式与/ 显式紧致0格式表达式比较

表达式 传统 Taylor 展开 显式紧致 精度

一阶导数

中心形式

差分表达式

f i+ 1 - f i- 1
2$x

1
$x

Dx f i  ( a) 2阶

f i- 2 - 8f i- 1 + 8f i+ 1- f i+ 2
12$x

1
$x Dx -

1
6
Dx(D

1
xx) f i  (b) 4阶

- f i- 3 + 9f i- 2 - 45f i- 1+ 45f i+ 1 - 9f i+ 2 + f i+ 3
60$x

1
$x Dx -

1
6
Dx( D

1
xx) +

1
30
Dx(D

2
xx) f i  ( c) 6阶

一阶导数

向前差分

表达式

f i+ 1 - f i
$x

1
$x D
+
x f i  ( d) 1阶

- 2f i+ 2 + 12f i+ 1- 6f i - 4f i- 1
12$x

1
$x D
+
x -

1
2
D1
xx -

1
6
D+x ( D

1
xx ) f i  ( e) 3阶

3f i- 2 - 30f i- 1 - 20f i + 60f i+ 1 - 15f i+ 2 + 2f i+ 3
60$x

1
$x D
+
x -

1
2
D1
xx -

1
6
D+x (D

1
xx) +

  
1
12
D2
xx +

1
30
D+x (D2
xx) f i  ( f )

5阶

一阶导数

单侧(向前)

差分表达式

- f i+ 2+ 4f i+ 1 - 3f i
2$x

1
$x D
+
x -

1
2
(D+x ) 2 f i  ( g) 2阶

- 11f i + 18f i+ 1 - 9f i+ 2 + 2f i+ 3
6$x

1
$x D
+
x -

1
2
(D+x ) 2+

1
3
( D+x ) 3 f i  ( h) 3阶

- 25f i + 48f i+ 1 - 36f i+ 2+ 16f i+ 3 - 3f i+ 4
12$x

1
$x D
+
x -

1
2
(D+x ) 2+

1
3
( D+x ) 3 -

1
4
(D+x ) 4 f i  ( i) 4阶

  可见, /显式紧致0格式展开得到的最终表达式( 12)和( 13)与传统差分格式( 9)和( 10)形式
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相同1 因为二者在推导的过程中采用的方法均为Taylor展开,不同的地方在于传统的差分格

式采取的是联立代数方程组求解待定系数,而前者采用的是逐阶迭代法,又由于前面已证明采

用Taylor 展开得到的各阶精度表达式均是唯一的,故最终所得到的待定系数值必定是相同的,

从而这两种表达形式一致1 
以上证明了一阶导数中心差分格式采用/显式紧致0形式与传统差分形式实质相同, 在此

基础上很容易推导一阶导数向前差分、向后差分、完全单侧差分以及二阶导数采用上述两种形

式实质也相同, 不再给出证明过程1 
表1列出了均分网格下,给定精度的一阶导数中心差分格式、向前以及完全单侧差分格式

的传统表达形式与/显式紧致0表达形式的比较,在/显式紧致0表达形式后的标注分别对应该表

达式展开差商算子的化简过程,并且化简后可以得到与传统的差分表达式完全一致的形式1 

从表 1可以看出传统的利用 Taylor展开联立方程组求解待定系数与/显式紧致0求解方法
所得到的结果是一致的, 更高精度以及二阶导数的表达式在此不再赘述,但均可以得到一致的

结果1 
注  表 1中

( a)
5f
5 x i
=
| Dx | f i
$x
=
f i+ 1 - f i- 1

2$x
;

( b) 5f
5 x i
=

1
$x

Dx -
1
6
Dx ( D

1
xx ) f i =

    1
$x
f i+ 1- f i- 1

2
-

1
6
Dx ( f i+ 1- 2f i + f i- 1 ) =

    1
$x
f i+ 1- f i- 1

2
-

1
6
f i+ 2- f i

2
- 2
f i+ 1 - f i- 1

2
+
f i - f i- 2

2
=

    
f i- 2- 8f i- 1 + 8f i+ 1- f i+ 2

12$x
;

( c)
5f
5 x i
=

1
$x

Dx -
1
6
Dx( D

1
xx) +

1
30
Dx ( D

2
xx ) f i =

    1
$x
f i- 2- 8f i- 1 + 8f i+ 1- f i+ 2

12
+

1
30
DxDxx ( f i+ 1- 2f i+ f i- 1) =

    1
$x
f i- 2- 8f i- 1 + 8f i+ 1- f i+ 2

12
+

    1
30
Dx( f i+ 2- 2f i+ 1+ f i- 2( f i+ 1- 2f i + f i- 1) + f i - 2f i- 1+ f i- 2) =

    1
$x
f i- 2- 8f i- 1 + 8f i+ 1- f i+ 2

12
+

1
30
Dx( f i+ 2 - 4f i+ 1+ 6f i- 4f i- 1+ f i- 2) =

    1
$x
f i- 2- 8f i- 1 + 8f i+ 1- f i+ 2

12
+

1
30

f i+ 3 - f i+ 1
2
- 4
f i+ 2- f i

2
+

    6
f i+ 1 - f i- 1

2
- 4
f i - f i- 2

2
+
f i- 1- f i- 3

2
=

    
- f i- 3+ 9f i- 2 - 45f i- 1+ 45f i+ 1- 9f i+ 2+ f i+ 3

60$x
;

( d)
5f
5 x i
=
| D+x | f i
$x
=
f i+ 1- f i
$x
;

( e)
5f
5 x i
=

1
$x

D+x -
1
2
D1
xx -

1
6
D+x ( D

1
xx ) f i =

    1
$x
f i+ 1- f i -

1
2
( f i+ 1- 2f i+ f i- 1) -

1
6
D+x ( f i+ 1- 2f i + f i- 1 ) =

    1
$x
f i+ 1- f i -

1
2
( f i+ 1- 2f i+ f i- 1) -

1
6
( f i+ 2- 3f i+ 1+ 3f i - f i- 1 ) =
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- 2f i+ 2+ 12f i+ 1 - 6f i - 4f i- 1

12$x
;

( f)
5f
5x i
=

1
$x

D+x -
1
2
D1
xx -

1
6
D+x ( D

1
xx) +

1
12
D2
xx +

1
30
D+x ( D

2
xx) f i =

    
- 2f i+ 2+ 12f i+ 1 - 6f i - 4f i- 1

12$x
+

1
12$x
(f i+ 2- 4f i+ 1+ 6f i - 4f i- 1 + f i- 2) +

    1
30$x

D+x ( f i+ 2- 4f i+ 1+ 6f i - 4f i- 1 + f i- 2) =

    
- 2f i+ 2+ 12f i+ 1 - 6f i - 4f i- 1

12$x
+

1
12$x
(f i+ 2- 4f i+ 1+ 6f i - 4f i- 1 + f i- 2) +

    1
30$x
( f i+ 3- 5f i+ 2 + 10f i+ 1- 10f i+ 5f i- 1 - f i- 2 ) =

    
3f i- 2 - 30f i- 1 - 20f i + 60f i+ 1- 15f i+ 2 + 2f i+ 3

60$x
;

( g)
5f
5 x i
=

1
$x

D+x -
1
2
( D+x )

2 f i =
1
$x
f i+ 1- f i-

1
2
D+x ( f i+ 1 - f i ) =

    1
$x
f i+ 1- f i -

1
2
( f i+ 2- 2f i+ 1 + f i) =
- f i+ 2 + 4f i+ 1- 3f i

2$x
;

( h)
5f
5 x i
=

1
$x

D+x -
1
2
( D+x )

2+
1
3
( D+x )

3 f i =

    1
$x
- f i+ 2+ 4f i+ 1 - 3f i

2
+

1
3
D+x ( f i+ 2 - 2f i+ 1 + f i ) =

    1
$x
- f i+ 2+ 4f i+ 1 - 3f i

2
+

1
3
( f i+ 3- 3f i+ 2 + 3f i+ 1 - f i ) =

    
- 11f i+ 18f i+ 1 - 9f i+ 2+ 2f i+ 3

6$x
;

( i)
5f
5x i
=

1
$x D
+
x -

1
2 ( D
+
x )

2
+

1
3 ( D
+
x )

3
-

1
4 ( D
+
x )

4
f i =

    1
$x
- 11f i+ 18f i+ 1 - 9f i+ 2+ 2f i+ 3

6
-

1
4
D+x ( f i+ 3- 3f i+ 2+ 3f i+ 1 - f i) =

    1
$x
- 11f i+ 18f i+ 1 - 9f i+ 2+ 2f i+ 3

6
-

1
4
( f i+ 4 - 4f i+ 3+ 6f i+ 2- 4f i+ 1+ f i) =

    
- 25f i+ 48f i+ 1 - 36f i+ 2+ 16f i+ 3- 3f i+ 4

12$x
1 

( a) x = 0. 5 处的速度 U ( b) y = 0. 5处的速度 V

图 1 一阶导数采用四阶中心差分格式

下面再给出将两种形式的差分格式应用于顶盖驱动流算例[ 3]计算结果的比较1 在算例中

扩散项均采用四阶中心差分格式, 边界点均采用二阶中心差分格式1 对一阶导数分别以四阶
精度的中心差分格式和三阶精度的迎风差分格式为例, 对每一种格式分别采用/显式紧致0和
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传统差分形式进行对比计算, 得到速度、流函数的比较如图 1、图 2和图31 图中 X , Y为x , y方
向的无量纲长度, U, V 为x , y 方向的无量纲速度1 图 1为一阶导数四阶中心差分格式的上述

两种实现形式的对比, 分别在 3套网格( 64 @ 64, 32 @ 32, 16 @ 16)下进行计算, 结果显示在这 3

套不同疏密的网格下, X , Y中垂线上速度U, V 分布均重合1 图2为一阶导数三阶迎风差分格

式的上述两种实现形式的对比,可得到与图 1相同的结论1 图 3表示在 64 @ 64的网格下对于

相同精度的格式,采用/显式紧致0和传统差分表达形式得到的流函数,图 3( a)为四阶中心差

分格式,图 3( b)为三阶迎风差分格式,且图中实线表示 /显式紧致0 表达形式,虚线表示传统

差分表达形式1 容易看出,无论是对于四阶中心差分格式还是三阶迎风差分格式,两种表达形

式得到的结果均完全重合1 综合以上各图可知, 采用/显式紧致0表达形式与传统差分形式实

质相同1 

( a) x = 0. 5 处的速度 U ( b) y = 0. 5处的速度 V

图 2 一阶导数采用三阶迎风差分格式

( a) 四阶中心差分格式 ( b) 三阶迎风差分格式

图 3  两种差分表达形式得到的流函数在两种格式下的比较

3  结   论

综上所述, 林建国等[ 1]提出的/显式紧致0格式其实质为传统差分格式的另一种更为紧凑

的表达形式,因此它不具有紧致格式的优点, 但这种得到表达形式的方法相对于传统的求解方
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法更为简单、方便,更易于从低阶形式向高阶形式扩展,更容易推导及编程实现,不失为推导得

到高阶精度表达式的一种新方法1 本文中仅研究了差分格式的截断精度, 然而差分格式应用

于CFD问题求解时,仅考虑这些是不够的,差分格式的数值稳定性也必须考虑, 这些在其他文

章中进行研究1 
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Abstract: It was proved the explicit compact difference scheme, which was proposed by Lin et al .

( Three- point explicit compact difference scheme with arbitrary order of accuracy and its application

in CFD. Applied Mathem atics and M echan ics , 2007, 28(7) : 843- 852) has the same performance as

the conventional finite difference schemes and it is actually another expression form of the convention-

al finite difference schemes. Though the proposed expression doesn. t have advantages of a compact

difference scheme, it is easier to be obtained and implemented in a code compared to the conventional

expression in which the coefficients should be obtained by solving equations especially for higher ac-

curate schemes.

Key words: explicit compact difference scheme; conventional finite difference scheme; central dif-

ference scheme; upwind difference scheme
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