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摘要:  建立了由主、副簧组成的分段线性非线性悬架系统动力学模型, 应用奇异性理论研究了两

个自由度汽车悬架系统共振解的分岔, 得到系统的转迁集和 40 组分岔图, 发现了非常复杂的局部

分岔 ,分岔图全面展示了这一系统的分岔特性1 由系统参数与该系统的拓扑分岔解之间的联系,

分析并得到了不同参数下系统的运动特性,为实现悬架参数的优化控制提供了理论依据1 
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引   言

非线性因素广泛的存在于汽车系统仔1 进入 21世纪,随着电液控制、计算机技术的发展,

传感器、微处理器以及电、液控制元件制造技术的提高以及新材料研究的深入,汽车悬架的性

能及控制技术得到不断提高, 其结构也得到不断改进, 这势必要求汽车悬架的非线性研究不断

深入才能够满足汽车工业不废发展的需求[ 1- 3] 1 因此建立汽车非线性悬架模型并利用现代非
线性动力学理论、Hopf分岔理论开展汽车非线性悬架模型的研究, 对于更进一步深入揭示汽

车悬架振动行为具有重要的意义1 

1  系 统模 型

将汽车悬架简化成如图 1所示模型[ 4] , 其中 M、m 分别为簧上质量和簧下质量, k1, k 2和

c1, c2分别为等效的悬架系统的刚度系数和阻尼系数, k 3, k4和 c3, c4分别为轮胎的等效弹性刚

度系数和阻尼系数1 由动力学理论建立系统的运动微分方程[ 5]
为

  Mb
2
+ I

( a + b)
2 &x 1 +

Mab - I

( a + b )
2 &x 2 + c1Ûx 1 - c1Ûx 3 + k1x 1 -

    k 3x 3 + g1(Ûx 1, Ûx 3) + g2( x 1, x3) = 0,
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  Mab - I
( a + b)

2 &x 1 +
Mb

2
+ I

( a + b )
2 &x 2 + c2Ûx 2 - c2Ûx 4 + k2x 2 -

    k 4x 4 + g3(Ûx 2, Ûx 4) + g4( x 2, x4) = 0,

  m&x 3 - c1Ûx 1 + ( c1 + c3)Ûx 3 - k1x 1 + ( k1 + k3) x 3 + g1(Ûx 1, Ûx 3) + g2( x 1, x 3) = F 3,

  m&x 4 - c2Ûx 2 + ( c2 + c4)Ûx 4 - k2x 2 + ( k2 + k4) x 4 + g3(Ûx 2, Ûx 4) + g4( x 2, x 4) = F 4,

其中 g1, g 2, g3, g4为非线性函数1 

 图 1  汽车悬架模型

设 k0, c0分别为轮胎的等效弹性刚度系数和

阻尼系数; z 2为 M的绝对位移, z 12为 m相对M的

相对位移, z 0 是路面不平度函数 1 在本研究中,

由运动特征设主、副簧组成的悬架系统为分段线

性非线性弹性力和阻尼力函数, 则非线性函数

g 1, g2, g3, g4简化为 f 1( z 12) , f 1(Ûz 12) , 其表达式

  f 1( z 12) =
0,

k2z 12,
  

z 12 < e,

z 12 \ e,

  f 2(Ûz 12) =
0,

c2Ûz 12,
  

z 12 < e,

z 12 \ e1 
悬架振动系统的运动方程可简化为

  

m1( &z 2 + &z 12) + f 1( z 12) + f 2(Ûz 12) + k1z 12 + c1Ûz 12 =

  - k 0( z 2 + z 12 - z 0) - c0(Ûz 2 + Ûz 12 - Ûz 0) ,

m2&z 2 - f 1( z12) - f 2(Ûz 12) - k 1z12 - c1Ûz 12 = 01 

( 1)

其中 m1为簧上质量, m2为簧下质量1 

2  方程的近似解析解

用KB法求得汽车悬架系统运动微分方程在主共振情况下, 即 K2 = X 时的一次近似方

程[ 6]

  d Y
dt

= De( Y) Y -
rk 0P

2m 1 $2K2
cos( H- Ac) , ( 2)

  dH
dt

= p e( Y) - X+
rk0 P

2m1 $2K2 Y
sin( H- Ac) , ( 3)

其中, Y 为悬架系统的振幅, H为相位,它们都是时间 t的函数, K2为悬架系统的第二阶固有频

率, De( Y) 为等效线性衰减指数, p e( Y) 为等效线性固有频率1 并且有

  De( Y) =
1
$2

-
1
2

1
m2 b1

( a1 - K22) -
m1 + m2

m1m2
( c0 + c1 + c2)H ( A, Z ) +

    1
a2

( a1 - K
2
2) -

1
2

c0

m1
+

c1

m1
+

c1

m 2
+

c1
m2 b1

( a1 - K
2
2) , ( 4)

  Pe( Y) = K2 +
1

2$2K2
1

m2 b1
( a1 - K

2
2) -

m1 + m2

m1 m2
( k0 + k1 + k2) H ( B, Z ) , ( 5)

  H ( A, Z ) =
1

ZP
( A- 1) Zarccos

1
Z

- 1-
1

Z
2 ,

  H ( B, Z ) =
1

ZP
( B- 1) Z arccos

1
Z

+ 1 -
1

Z
2 ,
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  A=
c0 + c1

c0 + c1 + c2
, B=

k0 + k1

k 0 + k 1 + k 2
, Z =

Y
e

, $2 = 1+
1

a2 b1
( a1 - K

2
2)

2
,

  b1 =
k 1

m2
, Ac= arctan

c0 X
k 0

, P = 1+
c0X
k0

2

,

  a1 =
k 0 + k 1

m 1
+

k 1

m1
, a2 = -

k0

m1
1 

令( 2)式中 2K2 U 2X, (3) 式中 2K2 U p e( Y) + X1 并使两式右端为 0,求出系统的定常解

为

  Y =
rk0 P/ ( m$2)

[ p e( Y)
2
- X2

]
2
+ 4X2De( Y)

2
, ( 6)

  H= arccot
2X De( Y)

X2 - p e( Y)
2 + Ac, ( 7)

由( 6)式和( 7)式并根据实际情况选择系统参数[ 7]为

  m1 = 156. 8 kg, m2 = 1 274 kg, k0 = 5 670 N/ cm, k 1 = 1 620 N/ cm,

  k2 = 4 860N/ cm, c0 = 567 N#s/ cm, c1 = 62. 8 N#s/ cm, c2 = 25. 6 N#s/ cm1 
绘出当 e = 4 cm, r = 2 cm时系统的幅频响应曲线和相频响应曲线, 如图 2所示1 

3  定常解的分岔

由图 2( a)和图2( b)可以看出,当 X较小时, 即 X < XD 时 1 平均方程(2) 和( 3) 仅有1个

稳定的定常解 1 当 X较大时,即当 XD < X< XE 时, 有2个稳定的定常解和 1个不稳定的定

常解1 根据稳定性理论, 此不稳定的定常解为鞍结点[ 8] 1 当 X> XC时,仅有1个稳定的定常

解1 定常解的物理实现决定于起始条件1 
当外干扰力频率由大缓慢变小时, 在 D 点,发生跳跃, 由 D 跳至B 1 同样, 当外干扰力频

率由小缓慢变大时, 由 C 点跳至E 1 故在 D, C 两点发生了分岔现象1 

( a) 幅频曲线 ( b) 相频曲线

图 2  悬架系统幅频曲线和相频曲线

为了的得到在不同参数下系统的运动特性,我们采用奇异性理论来分析1 通过求解方程
( 2)和( 3) ,可以得到悬架系统主共振情况下(即 K2- X= ER, R是频率的调谐参数)的周期分岔

解的方程为
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  Y
2

[ p e( Y)
2
- X2] 2

+ 4X2 De( Y)
2

=
rk 0B

m$2
, ( 8)

将方程( 8)在 Z = Z0点作Taylor级数展开,有

  l
4
2f

4
2 Z

6
+ (4l1 l 2f
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2 + 4l

4
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2f

2
2 + 12l1 l

3
2f 1f

2
2 + 6l

4
2f

2
1 f

2
2 - 2l

2
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2 + 4j
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2
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2
+ 4l

2
2f

2
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2
2 g
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2K2R) Z

4
+ (8j

2
2g1 g2K

2
2 +

    12l 1l
3
2f

2
1 f 2 + 12l

2
1 l

2
2f 1f 2 + 8j 1j 2g2K

2
2 - 4l

2
2f 1f 2K

2
2 - 4l 1l 2f 2K

2
2 + 8l 1l 2f 2KR+
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1l 2f 2 - 4l 1l 2f 2R

2
+ 4l

4
2f

3
1f 2 + 8l
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2
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2
1R

2
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3
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2
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2
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2
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2f
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1 - 2l

2
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2 - 4l 1l 2f 1R
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+ 4l

2
2f
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1 K2R+ 8j 1j 2g 1K
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2 - 8j

2
2 g

2
1K2R+ 8j 1j2 g1R

2
+

    R
4

- 16j 1j 2g1K2R) Z
2
-

rk 0B

m1 $2
= 0, ( 9)

其中

  g1 =
( A- 1) ( Z

2
0 Z

2
0 - 1 P- 2Z

2
0 Z

2
0 - 1arcsin(1/ Z0) + 2Z

2
0 - 2)

2PZ
2
0 Z

2
0 - 1

,

  g2 =
2( A- 1) ( Z

2
0 - 1)

PZ
3
0 Z

2
0 - 1

,

  f 1 =
( B- 1) ( Z

2
0 Z

2
0 - 1 P- 2Z

2
0 Z

2
0 - 1arcsin(1/ Z0) + 2Z

2
0 + 2)

2PZ
2
0 Z

2
0 - 1

,

  f 2 =
2( B- 1)

PZ
3
0 Z

2
0 - 1

,

  j 1 = (2a1 b1 m1m2 - 2b1m 1m2K
2
2 - a1a2 b1 c0 m2 - a1a2 b1 c1 m2 - a1 a2 b1c1m 1 -

    a1 a2c1m1 + a2 b1 c0 m2K
2
2 + a2 b1 c1m2K

2
2 + a2 b1c1m 1K

2
2 +

    a2 c1 m1K
2
2) / (2a2 b1m 1m2 $2) ,

  j 2 = (- a1 c0 m1 - a1 c1m1 - a1c2m 1 + c0m 1K
2
2 + c1m 1K

2
2 + c2m 1K

2
2 + b1c0m1 +

    b 1c0m2 + b1 c1m1 + b1 c1m2 + b1 c2 m1 + b1 c2 m2) / (2b1 m1m2 $2) ,

  l 1 = K2,

  l 2 = ( a1 k0m 1 + a1 k1m 1 + a1 k2m 1 - b 1k0K
2
2 - b 1k1K

2
2 - b 1k2K

2
2 - b1 k0 m1 -

    b 1k1 m1 - b1k 2m1 - b1 k0 m2 - b1k 1m2 - b1 k2m 2) / (2b1m 1m2 $2K2)1 

整理方程( 9) ,并略去高次项得到分岔方程

  Z
4
+ A1RZ

3
+ A2 Z

3
+ A3RZ

2
+ A4 Z

2
- A5 = 0, ( 10)

其中

  A1 =
n1

n6
, A2 =

n2

n6
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n3

n6
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n4

n6
, A5 =

n5

n6
,

  n1 = 8l 1l 2f 2K+ 8l
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2
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  n2 = 12l 1l
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2
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634 钟    顺    陈   予   恕



  n3 = - 4K32 + 8l 1l 2f 1K2 + 4l
2
1K2 - 8j 21K2 + 4l

2
2f

2
1 K2 - 8j

2
2 g

2
1K2 - 16j 1j 2g1K2,

  n4 = l
4
2f

4
1 + 4j

2
1K

2
2 - 2l

2
1K

2
2 + K42 + l

4
1 + 4j

2
2g

2
1K

2
2 + 4l

3
1l 2f 1 + 4l 1l

3
2f

3
1 + 6l

2
1 l

2
2f

2
1 -

    2l
2
2f

2
1 K

2
2 - 4l 1l 2f 1K

2
2 + 8j 1j 2g 1K

2
2,

  n5 =
rk0 B

m$2
, n6 = 6l

2
1l

2
2f

2
2 + 12l 1 l

3
2f 1f

2
2 + 6l

4
2f

2
1 f

2
2 - 2l

2
2f

2
2 K

2
2 + 4j

2
2g

2
2K

2
21 

4  奇异性分析

根据 C-L 方法[ 9] ,对方程( 8)作奇异性分析, 得转迁集为

分岔集: B

  A
4
3 - A1A2A

3
3 + A

2
1A

2
3A4 - A

4
1A5 = 0;

滞后点集: H

  Z
4
+ A1 Z

3R+ A2 Z
3
+ A3Z

2R+ A4Z
2

- A5 = 0,

其中   R = - (8Z + 3A2) / (3A1) , - 6A1 Z
2
- 8A3 Z + 3A1A4 - 3A2A3 = 0;

双极限点集: D 是空集1 
开折参数空间上的转迁集为

  2 = B G H G D1 

由于参数空间是五维空间,难于在其空间上直观地表示该转迁集,所以下面主要讨论在该

参数空间中在投影平面上的分岔行为1 因为开折参数都是小量,本文将给出每个参数取不同

图 3( a) A1 > 0, A2 > 0, A3 > 0 图 3( b) A1 > 0, A2 < 0, A3 > 0

图 3( c) A1 > 0, A2 = 0, A3 > 0 图 3( d) A1 > 0, A2 > 0, A4 > 0
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图 3( e) A1 > 0, A2 = 0, A4 > 0 图 3( f) A1 < 0, A2 = 0, A4 > 0

图 3( g) A1 = 0, A2 > 0, A5 > 0 图 3( h) A1 < 0, A3 > 0, A5 > 0

图 3( i) A2 > 0, A3 > 0, A5 > 0 图 3( j) A2 = 0, A4 > 0, A5 > 0

图 3  分岔图

值时的各种扰动情况1 在每一个投影平面上,分岔集曲线和滞后点集曲线将平面分为不同的

子区间1 在各子区间任取两点所对应的分岔图都是拓扑等价的, 即有持久性1 任何两个不是
同一区域的两点都是拓扑不等价的1 

由数值分析,得到反映系统分岔特性的转迁集和 40组分岔图1 图 3为在各参数投影平面

内的转迁集和在各区域内的部分分岔图,从而得到了系统在各个不同域中的多种保持性分岔

图1 从图中可以看到十分丰富的分岔行为,如图 3( a)中域 Ñ的分岔是双极限点型, 域 Ò和 Ó

是滞后型, 图 3(g)中的分岔是树枝型分岔, 除了这几种典型的分岔模式以外,图中还存在其他

更多更复杂的分岔模式, 下面我们根据系统的物理意义进一步讨论具体的分岔特性1 
1) 图 3( f)域Ò开折参数取 A1 < 0, A2 = 0, A3 < 0, A4 > 0, A5 > 0,即系统等效阻尼系数 c2
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非常小、副簧等效刚度 k2 相对比较大而激振力较大的情况,其分岔图如图 41 此时, 当分岔参

数由大变小时将在小范围内发生两次跳跃现象,即在 b点时由简谐响应解跳到c点, 到d点,再

由 d 点跳到 e 点, 后至 f 点1 
2) 图 3( h)域Ñ开折参数取 A1 < 0, A2 > 0, A3 > 0, A4 > 0, A5 > 0,此时系统等效阻尼系数 c2

和副簧弹性刚度都很小,其分岔图如图 5所示1 此时简谐响应在相对较小的频率处发生滞后现
象1 当分岔参数由小缓慢变大时,其从简谐解到 a点, 再到 b点,由 b点跳到 c点, 在 d点又发

生跳跃到 f 点1 

图 4  图 3( f)域Ò分岔图的放大图 图 5 图 3( h)域Ñ 分岔图的放大图

  图 6  相同参数下的原分岔方程的分岔图        图 7 图 3( j)中域Ó分岔图的放大图

通过这两个分岔图, 我们可以看到副簧等效阻尼系数的重要作用, 如果阻尼系数很小,系

统很容易发生跳跃现象1 因此,适当调整阻尼系数的大小减小系统的振动,防止不必要的跳跃

现象,保持汽车行驶的稳定性和可靠性1 

为了验证以上所引入的理论分析方法,取图 3( j)中域Ó中的数据,将原分岔方程( 10)所得

到的共振曲线与转迁集在该参数条件下所对应的域中的分岔图作比较,如图 6和图 7所示1 
图6是原分岔方程( 10)所得到的分岔图,而图 7则是图 3( j)中域Ó内的分岔图,对比可以

看到 2幅图从定性的角度看基本一致1 此外, 图 3( c)的域 Ò、域 Ó; 图 3( b) ~ 图 3( g)的域 Ñ ,

图3( j)的域Ó等等都能很好的反映系统的常用参数区间的运动特性1 

5  结   论

用平均法、奇异性理论研究两个自由度汽车悬架系统共振解的分岔,发现了非常复杂的局

部分岔,使我们统一而全面的得到了这一系统的分岔特性1 建立了系统参数与该系统的拓扑

分岔解之间的联系, 并且分析了不同参数下系统的运动特性,为实现悬架参数的优化控制提供

了理论依据1 
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Abstract: The kinetic model of piecewise-linear nonlinear suspension system that consists of a dom-i

nant spring and an assistant spring was established. The resonance solution. s bifurcation of two-de-

gree-o-f freedom suspension system was investigated by means of singularity theory. The transition

sets of the system and 40 groups of bifurcation diagrams were obtained. And the complicated local b-i

furcation was founded, which shows the bifurcation characteristic roundly. Furthermore, according to

the relation between the parameters and the topological bifurcation solutions, the motion characteris-

tic with different parameters was obtained. The results supply theoretical bases for optimal control of

vehicle suspension system parameters.

Key words: vehicle suspension system; singularity theory; piecewise-linear-nonlinear system; bifur-

cation
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