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传送带系统主参数共振分析
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摘要 :  基于 Coriolis 加速度和Lagrange应力公式, 利用 Newton 定律得到了运动带的横向振动运动

方程1 运用多尺度法得到了传送带系统主参数共振的近似解1 分析了调谐参数、带的横截面积、

黏弹性参数、轴向速度不仅影响非平凡稳态响应的幅值,并且影响其存在区域,揭示了一些新的动

力学现象1 
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引   言

皮带传动是机械工程中最普遍应用的传动装置之一1 Abrate
[ 1]
分析了功率传动带与运转

中要产生轴向、横向及扭转运动1 对适用于分析皮带自由振动和受迫振动的模型进行了讨论,

并讨论了皮带和张力、输送速度、抗弯刚度、支承柔度、大位移、带和带轮的缺陷造成的影响1 

Moon和Wickert[ 2]通过实验法和解析法研究了功率传送带系统的非线性振动1 通过摄动法可

得到近似共振响应的振幅,比较实验测试和直接数字仿真获得的非线性模型1 Pellicano[ 3] 研究

了传动带的主共振和参数共振的非线性,从实验和理论上进行了分析,并考虑了轮的偏心对其

影响,对比了简化模型和实验数据1 Zhang 和Zu[ 4- 7]对黏弹性传动带的非线性振动分别进行了

自由振动分析和强迫振动分析,运用多尺度法和摄动法
[ 8]

, 得到了非线性振动的频率和振幅1 
分析了参数激励的黏弹性传动带的非线性振动的动态响应和稳定性1 研究了弹性参数、黏弹

性参数、轴向运动速度和几何非线性等对频率和振幅的影响1 Chen[ 9-10]研究了粘弹性轴向变速

运动弦的稳态响应及其稳定性,对轴向运动弦的响应的研究以及其控制进行了全面地评论1 本
文研究传送带系统主参数共振,并分析了带的横截面积、谐调值、黏弹性参数、轴向运动速度等

对系统的影响1 

1  运 动方 程

设两个刚性轮由具有非线性材质的皮带联接,关于传送带系统的结构简图如图 1所示1 
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由图 1可知主动轮半径为 r 1, 从动轮半径为 r21 研究密度为 Q,横截而积为A ,初张力为 P0,横

向位移为 V( x , t ) ,轴向运动速度为时间 t 的己知函数 c( t ) 的运动带1 基于 Coriolis加速度和

Lagrange应力公式,利用Newton第二定律,仅考虑 y 方向的横向振动,可导出运动带的横向运

动方程[ 11] :

  P 0

A
+ �R Vxx + Vx�Rx = Q

52
V

5 t2
+ 2c

52
V

5x5t + c
2 52

V

5x 2 +
dc
dt

5 V
5x , ( 1)

图 1 力学模型

其中 Vx , Vt 分别表示V 对 x , t 的偏导数, �R为应力1 
系统的齐次边界条件为

  V(0, t ) = 0, V ( L , t ) = 01 ( 2)

由一维线性微分黏弹性构成规律可得

  �R( t ) = E
* �E( t ) , ( 3)

其中 E
* 是线性微分算子, 由传送带材料的黏弹性特性决定1 应用线性微分黏弹性构成规律,

方程( 3)考虑 Lagrange应变成分,应力为

  �R( t ) = E
* 1

2
V

2
x 1 ( 4)

将方程( 4)代入方程( 1)得

  Q5
2
V

5 t 2 + 2Qc 52
V

5x5 t + Qc2
-
P 0

A
52
V

5x 2 + Qd c
dt

5 V
5x =

    VxxE
* 1

2 V
2
x + Vx E

* 1
2 V

2
x

x
1 ( 5)

设轴向运动速度为平均速度与小简谐波的叠加[ 12]

  c( t ) = c0+ c1cos( 8t ) , ( 6)

将式( 6)代入式( 5) ,并将所得结果变换为无量纲形式,得到

  52
v

5S2+ 2( C0+ C1cos( XS) ) 52
v

5S5N+ C2
0+

C2
1

2
+ 2C0 C1cos( XS) +

    
C2

1

2
cos(2XS) - 1

52
v

5N2 - XC1sin( XS)
5v
5N= N ( v) , ( 7)

其中
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v =

V
L
, N=

x
L
, S = t

P 0

QAL
2

1/ 2

, C0 = c0
QA
P 0

1/ 2

,

C1 = c1
QA
P 0

1/ 2

, X= 8
QAL 2

P0

1/ 2

, E =
E

*
A

P 0
1 

( 8)

非线性算子 N ( v) 定义为

  N ( v ) = E
1
2
v

2
N vNN+ vN E

1
2
v

2
N

N
1 ( 9)

式( 10)和式( 11)是黏弹性模型有效运动的归纳方程1 本文普遍运用 Kelvin黏弹性模型, 描述

带材料的黏弹性性质1 Kelvin黏弹性模型相应的线性无量纲微分算子 E 是

  E = E e + Ev
5
5S, ( 10)

其中

  Ee =
E0A

P0
, ( 11)

  Ev = G A
QP0L

21 ( 12)

E0 是带的弹性模量, G是阻尼器的动态粘滞度1 

将式( 10)代入式( 9) , 通过偏微分的推导, Kelvin黏弹性模型的非线性算子 N( v) 变为

  N ( v ) =
3
2
Eev

2
NvNN+ Ev

5
5S

1
2
v

2
N vNN+ vNEv

5
5S( vNvNN)1 ( 13)

其中式( 13)右边的第 1项是关于弹性的非线性项,后边的两项是关于黏弹性的非线性项1 

引入下列质量、陀螺和刚度算子

  M = I , G = 2C0
5
5N, K = ( C

2
0- 1)

52

5N2, ( 14)

其中算子 M 和 K 在亚临界轴向速度下对称正定,表示 Coriolis加速度分量算子 G 是反对称的1 
因此将式( 7)改写为标准的形式

  MvNN+ GvN+ Kv = N( v) - 2C1cos( XS)
52
v

5S5N-

    
C2

1

2 + 2C0C1cos( XS) +
C2

1

2 cos(2XS)
52
v

5N2 + XC1sin( XS)
5v
5N1 ( 15)

2  主参数共振分析

引入小无量纲参数 E, 将式( 15)改写为带弱非线性项和弱参数激励项的连续陀螺系统:

  MvNN+ GvN+ Kv = E N( v) - 2DC0cos( XS)
52
v

5S5N-

    
DC

2
0

2
( D+ 4cos( XS) + Dcos(2XS) )

52
v

5N2+ DC0Xsin( XS)
5v
5N , ( 16)

其中   ED= C1/ C01 
将多尺度法直接应用于式( 16) ,求得一阶近似解为

  v( N, S, E) = v0( N, T 0, T 1) + Ev 1( N, T 0, T 1) + ,, ( 17)

其中快尺度 T 0 = S刻画接近 X或 Xk(相应于受摄动线性系统的一个固有频率) , 慢尺度 T 1 =

ES刻画由于非线性和可能的共振导致的幅值和相位调制1 
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利用偏微分规则,时间派生项为

  5
5S =

5
5T 0

+ E
5

5T 1
+ ,, ( 18)

将式( 17)代入式( 16) , 比较 E同次幂系数得到

  M
52
v0

5T 2
0
+ G

5v0

5T 0
+ Kv0 = 0, ( 19)

  M
52
v1

5T 2
0
+ G

5v1

5T 0
+ Kv1 = - 2M

52
v0

5T 05T 1
- G

5v0

5T 1
+ N ( v0) - 2DC0cos( XS)

52
v0

5T 05N-

    
DC

2
0

2
( D+ 4cos( XS) + Dcos( 2XS) )

52
v0

5N2 + DC0 Xsin( XS)
5 v0

5N1 ( 20)

方程式( 20)的右边所有激励分量都是按 v0 求得1 

方程( 19)的解
[ 13]
为

  v0 = Wk( N) A k( T 1) e
iX

k
T

0 + �Wk( N) �A k ( T 1) e
- iX

k
T

0, ( 21)

其中 Xk 为第k 阶固有频率, Wk 为第 k 阶本征函数 1 对线性运动带, Xk 和 Wk为
[ 13]

  Xk = kP(1- C) , ( 22)

  Wk = 2sin( kPN) eikPN1 ( 23)

若涨落频率接近于系统某固有频率,可能出现共振1 以下重点讨论主参数共振问题,引入

主参数调谐参数 R, 由下式确定:

  X = Xk + ER, R = 0(1) 1 ( 24)

将式( 21)和式( 24)代入式( 20) , 可得

  M
52
v1

5T 2
0
+ G

5v1

5T 0
+ Kv1 =

    NST - 2M i XkWk
5A k

5T 1
e

iX
k
T

0- GWk
5A k

5T 1
e

iX
k
T

0 + M2k(3E e + 2i XkEv) A
2
k�A ke

iX
k
T

0 -

    
D2C2

0

2 W
d
k A ke

iX
k
T

0 -
D2 C2

0

4 �W
d
k�A ke

i( X
k
+ 2ER)T

0 + cc, ( 25)

其中 M 2k 是非线性算子,可定义为

  M 2k =
1
2

5Wk
5N

2 52�Wk
5N2 + 2

5Wk
5N

5�Wk
5N

52 Wk
5N2 , ( 26)

而NST 表示不会产生永年项的各项1 
仅当可解条件成立时,方程( 25)有有界解1 得消除永年项的条件为

  - 2iXkmk A
c
k - gk A

c
k + m2k(3E e + 2iXkE v) A

2
k�A k -

    
D

2
C

2
0

2
l k Ak -

D
2
C

2
0

4
hk�A ke

i 2ERT
0 = 0, ( 27)

其中

  
mk = 3MWk , Wk4, gk = 3GWk , Wk4, m2k = 3M 2k , Wk4,

lk = 3Wd
k , Wk4, hk = 3�Wd

k , Wk41 
( 28)

而内积的定义为

  3Wn, Wm4 = Q
l

0
Wn�WmdN1 ( 29)

将式( 28)代入式( 29) , 可得
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mk = 3MWk , Wk4= 1, gk = 3GWk , Wk4= 2ikPC
2
0,

m2k = 3M2k , Wk4= - 1
4
k

4P4
( 3+ 2C2

0 + 4C4
0) ,

lk = 3Wd
k , Wk4= - k

2P2
(1+ C2

0) , hk = 3�Wd
k , Wk4 =

ikP
2C0

(1 - e- 2i kPC
0) 1 

( 30)

令

  A k( T 1) =
ak( T 1)

2
e jB

k, �A k ( T 1) =
ak( T 1)

2
e- jB

k1 ( 31)

将式( 30)的 mk , gk , lk , hk 和式(31) 代入式(27) ,分离实虚部,令 Uk = ( RT 1- Bk) ,进一步

得确定系统主参数共振一次近似解的振幅 ak 和相位 Uk 应满足的微分方程:

  
a

c
k = C1a

3
k + C2ak cos(2Uk) + C3aksin(2Uk) ,

akU
c
k = Rak + C4a

3
k + C5ak + C3ak cos(2Uk) - C2aksin(2Uk) ,

( 32)

其中

  
C1 =

(1- C2
0) Evm2k

4
, C2 = -

DC2
0

16
(1- cos(2kPC0) ) ,

C3 =
DC2

0

16
sin(2kPC0) , C4 =

3E em2k

8kP
, C5 =

D2C2
0kP

4
(1+ C2

0)1 
( 33)

为确定系统对应主参数共振稳态运动定常解,令 D1ak = 0, D1 Uk = 0,得到主参数共振的

振幅 ak 和相位 Uk 应满足的代数方程:

  
- C1a

3
k = C2ak cos(2Uk) + C3aksin(2Uk) ,

- ( Rak + C4a
3
k + C5ak) = C3akcos(2Uk) - C2aksin(2Uk )1 

( 34)

两式平方后相加消去 Uk , 得到振幅 ak 与调谐参数 R之间的关系:

  
ak = 0,

( C
2
1+ C

2
4) a

4
k + 2C4( R+ C5) a

2
k + ( R+ C 5)

2
- ( C

2
2+ C

2
3) = 01 

( 35)

式( 35)称为系统主参数共振定常解幅频响应方程1 
分析式( 35)得到不同形式的解:

a) 当 ( R+ C5)
2
< ( C

2
2+ C

2
3) 时

  

ak1 = 0,

ak2, 3 =
- C4( R+ C5) + (C

2
1+ C

2
4) ( C

2
2+ C

2
3) - C

2
1( R+ C5)

2

C
2
1+ C

2
4

;
( 36)

b) 当 ( R+ C5)
2
> ( C

2
2+ C

2
3) , ( R+ C5)

2
< (1 + C

2
4/ C

2
1) ( C

2
2+ C

2
3) , R > 0时

  

ak1 = 0,

ak2, 3 =
- C4( R+ C5) + (C

2
1+ C

2
4) ( C

2
2+ C

2
3) - C

2
1( R+ C5)

2

C
2
1+ C

2
4

,

ak4, 5 =
- C4( R+ C5) - (C

2
1+ C

2
4) ( C

2
2+ C

2
3) - C

2
1( R+ C5)

2

C
2
1+ C

2
4

;

( 37)

c) 在其它区域只有 ak = 01 

系统的一次近似解为

  v( t ) = akcos( S+ Uk) 1 ( 38)
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3  定常解的稳定性分析

先讨论平凡解的稳定性1 将式( 27)中的非线性项略去,得到

  A
c
k -

iD2C2
0 kP

4
(1 + C2

0) A k -
iD2C2

0

16
(1- e- 2ikPC

0)�A ke
2iRT

1 = 01 ( 39)

为将式( 32)变换为常系数方程,引入变换

  A k = ( a r+ ia i) eBT1
+ iRT

11 ( 40)

将式( 40)代入式( 39)并在所得方程中分离实部和虚部,令 a
c
r = 0, ac

i = 0可得到

  
B-

C0D
2

16
(1 - cos(2kPC0) ) a r+ C5- R-

C0D
2

16
sin(2kPC0) a i = 0,

R- C5-
C0D

2

16
sin(2kPC0) a r+ B+

C0D
2

16
(1- cos(2kPC0) ) a i = 01 

( 41)

受扰动的平凡解为非平凡解, 故式( 41)的系数行列式为 0,即

  B2
-
D4C2

0

64
sin2

( kPC0) + ( R- C5)
2
= 01 ( 42)

若条件

  
D4C2

0

64
sin2

( kPC0) - ( R- C5)
2
> 0 ( 43)

成立时 B有正实部, 由式( 40)知, 在此条件下式( 39)的零解不稳定1 Liapunov 线性化稳定性表

明原非线性系统的不稳定性与相应线性系统相同1 故当

  -
D2 C0

8 | sin( kPC0) | + C5 < R <
D2C0

8 | sin( kPC0) | + C5 ( 44)

时,主参数共振的平凡解不稳定1 

图 2  平凡解的不稳定区域(C0 = 0. 2) 图 3  平凡解的不稳定区域(C0= 0. 9)

图2和图3是调谐值 R和参数D的关系图,当 C0 = 0. 2, C0 = 0. 9时参数共振平凡解的不

稳定区域1 
图4和图5是调谐值 R和参数C0的关系图,当 D= 0. 2, D= 0. 9时参数共振平凡解的不稳

定区域1 
再讨论非平凡解的稳定性1 线性化方程式( 32) , 将其在 ( ak , Uk) 处线性化, 形成关于扰动

量 $ak和 $Uk 的自治微分方程:
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图 4  平凡解的不稳定区域(D0= 0. 2) 图 5 平凡解的不稳定区域(D0= 0. 9)

  

$ac
k = (3C1a

2
k + C2cos(2Uk) + C3sin(2Uk) ) $ak +

  2( C3akcos(2Uk) - C 2aksin(2Uk) ) $Uk ,

$Uc
k = 2C4ak$ak - 2( C 2cos(2Uk) + C 3sin( 2Uk ) )$Uk1 

( 45)

利用式( 34)消去上两式中的 Uk , 得到

  
$ac

k = 2C1a
2
k$ak - 2( Rak + C4a

3
k + C5ak) $Uk ,

$U
c
k = 2C4ak$ak + 2C1a

2
k$Uk 1 

( 46)

图 6  非平凡解的稳定区域(D0= 0. 2) 图 7 非平凡解的稳定区域(D0= 0. 9)

图 8  非平凡解的稳定区域(C0 = 0. 2) 图 9  非平凡解的稳定区域(C0= 0. 9)

得到式( 46)的 Jacobi矩阵
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  J =
2C1a

2
k - 2( Rak + C4a

3
k + C5ak)

2C4ak 2C1a
2
k

1 ( 47)

根据 Liapunov线性化稳定性理论,非平凡解的稳定性由矩阵 J 的特征值确定1 如果特征值具
有负实部, 则稳态解稳定1 而如果至少有一个特征值实部为正, 则稳态解不稳定1 矩阵 J 的

特征方程为

  K2
- 4C1a

2
k K+ 4( C2

1+ C
2
4) a

4
k + 4C 4( R+ C5) a

2
k = 01 ( 48)

非零解的稳定条件为

  
C1 < 0,

4a2
k ( C

2
1+ C

2
4) a

2
k + 4C4( R+ C5) > 01 

( 49)

将 ak 代入式( 49)可得

  
C1 < 0,

( C
2
1+ C

2
4) ( C

2
2+ C

2
3) > C

2
1( R+ C5)

2
,

( 50)

其中的系数由式( 33)确定1 
图6和图7是是调谐值 R和参数C0的关系图, 当 D= 0. 2, D= 0. 9时参数共振非平凡解的

稳定区域1 

图 8和图9是是调谐值 R和参数D的关系图,当 C0 = 0. 2, C0 = 0. 9时参数共振非平凡解

的稳定区域 1 在计算中 k = 1, E e = 400, Ev = 251 

4  数值结果分析

由式( 35)可以计算系统的主参数共振的响应曲线,分析不同参数 R, D, C0对响应曲线的影

响1 分析平均轴向运动速度、速度变化的幅值和频率等对稳态响应幅值的影响1 
在分别将无量纲化的平均轴向运动速度固定为 C0 = 0. 9, C0 = 0. 5和 D= 0. 5时,稳态响

应的幅值和存在边界随调谐参数 R的变化如图 10( a)和图 10( b) 1 在将无量纲化的平均轴向
运动速度固定为 C0 = 0. 5时,稳态响应的幅值和存在边界随调谐参数 R的变化如图 10( c)所

示,增大 D时,响应幅值增大,两分支解之间的区域变大 1 在将无量纲化的平均轴向运动速度
固定为 C0 = 0. 9时,稳态响应的幅值和存在边界随调谐参数 R的变化如图 10( d)所示,增大 D

时,两分支解之间的区域变大 1 响应幅值随调谐参数 R的增加而增大1 

( a) C0 = 0. 9, D= 0. 5 ( b) C0 = 0. 5, D= 0. 5
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( c) C0 = 0. 5 ( d) C0 = 0. 9

图 10  响应幅值随 R 的变化

( a) C0 = 0. 5, R > 0 ( b) C0 = 0. 5, R < 0

( c) C0 = 0. 5 ( d) C0 = 0. 8

图 11  响应幅值随 D的变化

  在将无量纲化的平均轴向运动速度固定为 C0 = 0. 5时,稳态响应的幅值和存在边界随无

量纲化的平均轴向运动速度变化幅值 D的变化如图 11( a)和图 11( b)所示1 平均轴向运动速
度变化幅值不仅影响非平凡稳态响应的幅值, 而且影响其存在区域1 随着 D的增大, 稳态响

应的幅值也不断增大1 如图 11( a) R > 0时, 当 R是增大, 稳态响应的幅值也增大;如图 11( b)

R< 0时,当 R是减小, 稳态响应的幅值也增大1 如图 11( c)和图11( d)无量纲化的平均轴向运

动速度分别为 C0 = 0. 5和 C0= 0. 8, 比较两图可知, 当 C0变大时两分支解之间的区域变小了;
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当 R相等时,稳态响应的幅值变大了;稳态响应的幅值的增大也变快了1 

( a) D = 0. 5 ( b) D= 0. 8

( c) R = 0 ( d) R = 0. 1

图 12 响应幅值随 C0 的变化图

( a) c1 = 3 ( b) c1 = 5

图 13  振幅皮带横截面积响应曲线

在将无量纲化的速度变化幅值固定为 D= 0. 5, D= 0. 8时, 稳态响应的幅值和存在边界随

无量纲化的平均轴向运动速度 C0的变化如图12( a)和图12( b)所示1 当 R是增大,稳态响应的

幅值也增大;当 D增大时, 由两图比较可得, 两分支解之间的区域变大了,相应 C0 值比较稳态

响应的幅值也增大了1 无量纲化的平均轴向运动速度不仅影响非平凡稳态响应的幅值, 而且

影响其存在区域1 如图 12( c)和图12( d)分别固定 R= 0和 R= 0. 1, 随无量纲化的平均轴向运
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动速度变化幅值 D的增大,稳态响应的幅值也增大 1 当 R是增大时,其存在区域减小了1 

由图 10、图 11、图 12可知调谐参数 R、无量纲化的平均轴向速度 C0和平均轴向运动速度

变化幅值 D不仅影响非平凡稳态响应的幅值, 而且影响其存在区域 1 随着 C0和 D的增大,稳

态响应的幅值也增大了1 
参数取值为

  E0 = 200 MPa, d1 = 125 mm, d2 = 280 mm, L = 677. 4 mm, G= 1,

  P0 = 160 N, k = 1, c0 = 20 m/ s, Q= 1 235 kg/ m31 
图13是振幅皮带横截面积响应曲线, R= - 0. 1, R= 0, R= 0. 1时随着皮带横截面积的增

大,振幅越来越小,最后趋近一个比较接近的值, 还存在跳跃现象 1 当调谐参数 R增加时,振

幅也相应变大了 1 且当 R = 0时,在皮带横截面积接近 0时, 两分支解之间的区域最大 1 随
着 c1 = 3变化为 c1 = 5, 振幅也随着增大, 最终的趋近值也变大了1 

5  结   论

本文基于 Coriolis加速度和Lagrange 应力公式,利用 Newton第二定律仅考虑 y 方向的横向

振动,得到了运动带的横向振动运动方程1 运用多尺度法得到了方程的一次近似解1 用数值
方法说明了相关参数对频率响应和存在条件的影响1 由此可知调谐参数 R、无量纲化的平均

轴向速度 C0和平均轴向运动速度变化幅值 D不仅影响非平凡稳态响应的幅值,而且影响其存

在区域1 随着 C0和 D的增大,稳态响应的幅值也增大了1 由主参数共振分析还得到黏弹性不

仅减小了振动, 而且移动了稳定边界条件1 
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Parametric Resonances of Convection

Belts System Analysis

YANG Zh-i an,  LI Gao-feng
( Key La bora tory of Str uctur e and Vibr ati on of T angsha n , Tan gshan College ,

T an gshan , Hebei 063000, P . R . China )

Abstract: Based on Coriolis acceleration andLagrangian strain formula, the transverse vibration sys-

tem of convection belts equation generalized was derived by Newton. s second law . The method of

multiple scales was applied directly to the governing equations, and approximate solution of primary

parameter resonance of the systemwas obtained. The detuning parameter, cross- section area, elastic

and viscoelastic parameters, and an axial moving speed have a significant effect on the amplitudes of

steady-state response and their existence boundaries. Some new dynamical phenomena were re-

vealed.

Key words: convection belts; primary parametric resonance; the method of multiple scales
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