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摘要:  基于 Markov链理论, 研究了一类修正 Cooper-Frieze模型的稳定性1 通过将模型中节点度与

Markov链建立联系, 利用Markov 理论中首达概率的思想为稳态度分布的存在性提供了证明,并从

数学上推导出度分布的具体表达式1 最后,对该模型的度分布和聚集性提供了仿真分析, 并与 BA

模型作了相应的对比1 
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引   言

在过去十年里, 人们目睹了对复杂网络研究的新浪潮1 复杂网络的结构是不规则的、复杂

的,并随时间不断发生演化1 近年来,科学家根据已有数据研究真实网络时发现,绝大部分真

实网络的度分布都展现出幂率形式,即度分布 P ( k) ~ Ak
- C (命名为无标度网络) 1 

BarabÀsi和Albert( BA)模型[ 1]首次为人们提供了真实网络生成无标度网络的演化机制1 
这是一个受万维网启发而提出的增长网络模型,两个基本因素是:增长和择优连接1 其基本思

想是, 在万维网中,度数高的结点得到新边的概率要高于度数低的结点1 同时, BollobÀs等[ 2]通

过鞅方法得到了与经验研究相一致的结果,即度数为 k 的结点所占的比例依 k
- 3
递减1 

在复杂网络研究中 BA模型已受到格外的关注1 除了对模型本身的分析和数值研究之

外,为使模型更贴近现实网络,许多作者提出了一些修正及推广模型1 Albert和 BarabÀsi[ 3]提
出了一类推广的网络演化模型,对局部过程给出了更为现实的描述1 这个模型包括旧点之间

连新边、重连及增新点连新边 3种演化机制1 他们通过运用平均场方法计算得出了度分布的

表达式1 Chen和 Shi
[ 4]
在 BA模型的基础上提出了两个推广模型1 在其模型A中,每时间步演

化机制包括旧点之间连边、增新点连出新边以及重连一些边,且所有结点都有初始吸引度1 在

模型 B中, 他们考虑了反择优删边的情形1 通过运用平均场方法得出了系统自身演化生成无
标度网络,标度指数 C范围属于( 2, 3) 1 
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Cooper和 Frieze[ 5]通过下列方式推广了 BA模型: ( a) 允许旧点之间加入新边; ( b) 允许每

步加入的边数为变量; ( c) 终点的选择为随机和复制的混合选择方式1 他们得出了当 t y ]

时, P( k ) 存在且服从指数为 C> 2的幂率分布1 
复杂网络的研究中网络度分布刻画了网络的基本性质,是网络研究中的首要问题1 而稳

态度分布的存在性是网络度分布研究的基本问题1 然而,从前面的讨论可知,相当部分的网络
模型是在假设度分布存在的情况下进行的研究,并未解决这个问题, 尤其是一些相对复杂的模

型1 因此,本文的主要研究目的是, 以 Cooper-Frieze 模型为代表, 从概率论的角度出发对一般

网络模型的稳态度分布进行研究1 但为简单起见,文中将对此模型进行一些修正1 本文首先

将模型与Markov链建立联系,再利用首达概率的思想和技巧
[ 6]
, 为模型稳态度分布的存在性

提供一个数学证明,并推导出度分布的具体表达式1 其次, 我们将提供修正 Cooper-Frieze 模型

度分布和聚集性的仿真结果, 并与 BA模型作了相应的比较分析1 

1  模 型介 绍

设 ki ( t ) 为节点 i 在时刻t 的度, 其定义为在时刻 t 与节点i 直接相连的节点的个数[ 7] 1 

为方便起见,我们对 Cooper-Frieze模型进行一些简化1 假设初始时刻 t = 1, 系统中有一孤立

节点, 设其有初始吸引度 m1 每时间步 t ,下面两个操作分别以概率 A, 1- A发生,但每时间

步仅有一个操作发生1 

� ) 以概率 A某一旧节点产生m条新边:新边的起点在已有网络中随机选择;新边的终点

按概率 0( ki ( t ) ) = ki ( t ) / 6 j kj ( t ) 选取,其中 ki ( t ) 为结点 i 在时刻 t的度1 

� ) 以概率1- A增加新结点:新结点连出 m条新边,每条边分别以概率 0( ki ( t ) ) 连接到

网络中已有结点 i 1 

注意到,在操作 � )中允许自连和重连1 正如前面描述可知,操作 � )不产生自连1 
设 N( t) 和 G( t ) 分别为 t时间步后的总节点数和总度数,则 EN( t ) = (1- A) t , G( t ) =

2mt 1 我们可推出:对足够大的 t , N ( t ) = (1- A) t + O( t
1/ 2
lg t ) 1 事实上, N ( t ) 服从二项分

布B ( t , 1 - A)1 因此利用契尔诺夫 ( Chernoff) 边界, P ( | N ( t ) - (1 - A) t | \ t
1/ 2lgt ) =

O( t
- K

) ,对任意常数 K > 01 

2  稳定性分析

本节将 k 分两种情况来对网络稳定性进行分析1 
对演化的 t ,将结点度 ki ( t ) 看作一个随机过程1 根据模型描述,过程 ki ( t ) 第 t + 1步的

取值仅依赖于第 t 步的取值,而与以前各步的取值无关 1 因此, ki ( t ) 为非齐次 Markov链,参

数空间为 T = i , i + 1, , , 状态空间为 8 = m, m + 1, , 1 由于操作 � ) 和 � ) 均对

ki ( t ) 产生影响,因此, Markov链的状态转移概率可分别写为:

� ) 以概率 A增加m 条新边:

  P( ki ( t + 1) = l | ki ( t ) = k ) =
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m

j
[ 0( ki ( t ) ) ]

j
[ 1 - 0( ki ( t ) ) ]

m- j 1-
1

N ( t)
+

  Dm, j
1

N( t)
[ 1- 0( ki ( t ) ) ]

m
,   l = k + j , 0 [ j [ m;

1
N ( t)

m

j - m
[ 0( ki ( t ) ) ]

j- m
[ 1 - 0( ki ( t ) ) ]

2m- j
,

  l = k + j , m < j [ 2m;

0,   否则 1 

� ) 以概率 1- A增加新结点:

  P( ki ( t + 1) = l | ki ( t ) = k ) =

    

m

j
[ 0( ki ( t ) ) ]

j
[ 1 - 0( ki ( t ) ) ]

m- j
1-

1
N ( t)

,

  l = k + j , 0 [ j [ m;

0,   否则 1 
把� )、� ) 两个操作的效用合起来,我们得到

  P( ki ( t + 1) = l | ki ( t ) = k ) =

    

m

j
[ 0( ki ( t ) ) ]

j
[ 1 - 0( ki ( t ) ) ]

m- j 1- 1
N ( t)

+

  ADm, j
1

N ( t)
[ 1- 0 ( ki ( t ) ) ]

m
,   l = k + j , 0 [ j [ m;

A
1

N ( t)

m

j - m
[ 0( ki ( t ) ) ]

j- m
[ 1 - 0( ki ( t ) ) ]

2m- j
,

  l = k + j , m < j [ 2m;

0,   否则 1 

其中   0( ki ( t ) ) =
ki ( t )

6 j ( kj ( t ) )
=

ki ( t )

2mt
,

1
N ( t)

=
1

(1- A) t + O( t
- 3/ 2

lg t )1 

设 P( k , i , t ) = P ki ( t ) = k 表示结点i在时刻t度为k 的概率1 将网络的度分布定义为

各结点度分布的平均值, 即

  P( k , t ) =
$ 1

t 6
t

i = 1

P ( k , i , t )1 ( 1)

且若 lim
t y ]

P ( k , t ) 存在, 我们定义网络的稳态度分布 P ( k ) 为: P( k ) =
$
lim
t y ]

P ( k, t ) 1 

将Markov 链的首达概率表示为f ( k , i , s) = P ki ( s ) = k , ki ( l ) X k , l = 1, 2, ,, s - 1 ,

对 s > t0(否则 f ( k, i , s) = 0) , 其中

  t 0 =

k - m
2m

,     k - m
2m

=
k - m
2m

;

1 +
k - m
2m

,   k - m
2m

X k - m
2m

1 

我们通过下面的引理将首达概率与结点度建立联系1 
引理 1

情况 1  当 m < k < 2m 时
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  f ( k , i , s) = P( k - 1, i , s - 1) k - 1
2( s - 1)

1- k - 1
2m( s - 1)

m- 1

@

    1 -
1

(1- A) ( s - 1)
+ O( s

- 3/ 2lg s) ,

  P( k , t ) =
1
t 6

t

i = 1
6
t

s= t
0

f ( k, i , s) F
t- 1

j = s

1 -
A

(1- A) j
1-

k
2mj

m

=

    P
1
( k , t ) + O( t

- 3/ 2lgt ) 1 
情况 2  当 k \2m 时

  f ( k , i , s) = P( k - 1, i , s - 1)
k - 1

2( s - 1)
1-

k - 1
2m( s - 1)

m- 1

@

    1 -
1

(1- A) ( s - 1) + AP ( k - m, i , s - 1)
1

(1 - A) ( s - 1) @

    1 -
k - m

2m( s - 1)

m

+ O( s
- 3/ 2lgs ) ,

  P( k , t ) =
1
t 6

t

i = 1
6
t

s= t
0

f ( k, i , s) F
t- 1

j = s

1 -
A

(1- A) j
1-

k
2mj

m

=

    P
1
( k , t ) + P

2
( k, t ) + O( t

- 3/ 2
lg t ) 1 

其中

  P
1
( k, t ) =

1
t 6

t

s= t
0

P ( k - 1, s - 1)
k - 1
2

1-
k - 1

2m( s - 1)

m- 1

@

    1 -
1

(1- A) ( s - 1) F
t- 1

j= s

1 -
A

(1- A) j
1-

k
2mj

m

,

  P
2
( k, t ) =

A
1- A

1
t 6

t

s = t
0

P ( k - m , s - 1) 1 - k - m
2m( s - 1)

m

@

    F
t- 1

j= s

1 - A
(1- A) j

1- k
2mj

m

1 

证明  首先我们考虑情况11 由模型构造可知,网络中任意结点 i的度ki ( t ) 是递增的,且

其最小度为 m1 而当 m < k < 2m时,网络中任意结点 i ( ki ( t ) < k ) 其度要达到 k ,只能通过

被选为新边的终点 1 因此,节点 i的度 ki ( t ) 首达 k 的概率为

  f ( k , i , s) = P ki ( s ) = k , ki ( l ) X k , l = 1, 2, ,, s - 1 =

    P ki ( s) = k, ki ( s - 1) < k =

    6
m

j = 1

P( k - j , i , s - 1) P ki ( s ) = k | ki ( s - 1) = k - j =

    6
m

j = 1

m

j

k - j
2m( s - 1)

j

1- k - j
2m( s - 1)

m- j

P ( k - j , i , s - 1) @

    1 -
1

(1- A) ( s - 1)
- O( ( s - 1)- 3/ 2lg( s - 1) ) =

    P ( k - 1, i , s - 1)
k - 1

2( s - 1) 1-
k - 1

2m( s- 1)

m- 1

@

    1 - 1
(1- A) ( s - 1)

+ O( s
- 3/ 2lg s) 1 

其次,注意到结点 i其度ki ( t ) 首达 k 的时间至少为时间步t 0, 同时能达到 k 的最近的时间
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为 t 1 结点度在时间 s 达到度 k 后,要想在 t时刻度为k ,则其在时间段( s , t ] 内不会再发生变

化 1 且由于结点 i在时间 t 不被选作新边起点和终点的概率为

  A 1-
1

(1 - A) t 1-
ki ( t )

2mt

m

+ (1 - A) 1 -
ki ( t )

2mt

m

+ O( t
- 3/ 2

lg t ) =

    1 -
A

(1- A) t 1-
ki ( t )

2mt

m

+ O( t
- 3/ 2lg t ) ,

从而,根据方程( 1)网络度分布的定义,情况 1得证1 情况 2类似可证明1 

定理 2( Stolz-CesÀro 定理[ 8] )  设 x n和y n为两个实数序列 1 若 yn 为正,严格递增,且下面

的极限存在:

  l im
ny ]

x n+ 1- xn
y n+ 1- yn

= l ,

则 lim
ny ]

( xn / y n) 也存在并等于 l 1 

下面,我们利用数学归纳法证明 P( k ) 的存在性1 由于网络中任意结点的度至少为 m,我

们先通过下面的引理推导 P (m) 的值1 
引理 3  P (m , t ) 为方程(1) 中定义的概率,则 lim

t y ]
P( m , t ) 存在且与初始网络无关, 并且

有

  P( m) =
$
lim
t y ]

P ( m, t ) =
2(1- A)

2A+ m(1 - A)
1 ( 2)

证明  由度分布的定义及 P (m , t + 1, t + 1) = 1有

  P( m, t + 1) =
1

t + 1 6
t+ 1

i= 1
P ( m, i , t + 1) =

1
t + 1 6

t

i= 1
P ( m, i , t + 1) + 1 1 

显然

  P( m, 1) = P (m , 1, 1) = 1,

  P( m, i , t + 1) = P (m , i , t ) 1 -
A

(1- A) t
1 -

1
2t

m

+ O( t
- 3/ 2lg t )1 

对任意 t > 1, 对上式递推可得

  P( m, t ) = P (m , t - 1)
t - 1
t

1 -
A

(1- A) ( t - 1)
1-

1
2( t - 1)

m

+

    1
t
+ O( t

- 3/ 2
lg t ) =

    F
t- 1

i= 1

i
i + 1

1-
A

(1 - A) i
1-

1
2i

m

@

    1 + 6
t- 1

l= 1

1
l F

l

j = 1

j
j + 1

- 1

1 -
A

(1- A) j

- 1

1 -
1
2j

- m

+ O( t
- 3/ 2lg t )1 

下面,为证明 P ( m, t ) 存在极限,设

  x n = 1+ 6
n- 1

l= 1

1
l F

l

j= 1
1 -

A
(1- A) j

- 1

1-
1
2j

- m
j

j + 1

- 1

,

  y n = F
n- 1

i= 1

1-
A

(1 - A) i

- 1

1 -
1
2i

- m
i

i + 1

- 1

1 

因此,可得

  x n+ 1- xn =
1
n F

n

j= 1

1-
A

(1 - A) j

- 1

1-
1
2j

- m
j

j + 1

- 1

,
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  y n+ 1- yn = F
n- 1

j= 1

1 - A
(1- A) j

- 1

1 - 1
2j

- m

@

    1-
A

(1 - A) n

- 1

1-
1
2n

- m
n

n + 1

- 1

- 1 1 

由于 y n > 0和 yn+ 1- y n > 0, y n 为严格单调递增非负序列,因此, y n y ] 1 而且

  
xn+ 1- x n

yn+ 1- y n
=

1
n

1-
A

(1 - A) n

- 1

1-
1
2n

- m
n

n + 1

- 1

1-
A

(1 - A) n

- 1

1-
1
2n

- m
n

n + 1

- 1

- 1

y

    2(1 - A)
2 + m( 1- A)

  ( n y ] ) 1 

由定理2可得

  P( m) =
$
lim
t y ]

P ( m, t ) = lim
ny ]

x n

yn
= lim

ny ]

x n+ 1- x n

yn+ 1- y n
=

2(1 - A)
2 + m(1 - A)

1 

从而引理得证1 
下面两个引理分情况讨论了 P ( k ) 的递推表达式1 
引理 4  当 m < k < 2m 时, 对定义在方程(1) 中的概率 P ( k , t ) ,极限lim

t y ]
P ( k , t ) 存在并

与初始网络无关,且有

  P( k ) =
$
lim
t y ]

P( k , t ) =
(1- A) ( k - 1)
2+ (1- A) k

P ( k - 1)1 ( 3)

证明  根据引理 1, 当 m < k < 2m 时,

  P( k , t ) = P
1
( k , t ) + O( t

- 3/ 2
lg t )1 

从而转化为证明 lim
t y ]

P
1
( k, t ) 的存在性1 设

  x n = P ( k - 1, t0 - 1) 1 - k - 1
2m( t 0- 1)

m- 1

1- 1
(1 - A) ( t 0- 1) +

    6
n- 1

s= t
0

P( k - 1, s) 1-
k - 1
2ms

m- 1

@

    1 -
1

(1- A) s F
s

j = t
0

1-
A

( 1- A) j

- 1

1-
k - 1
2mj

- m

,

  y n =
2n

k - 1 F
n- 1

j = t
0

1 -
A

(1- A) j

- 1

1 -
k
2mj

- m

1 

类似地,易得 y n > 0和 yn+ 1- yn > 0, 则 yn 为单调递增非负序列1 因此,由定理 2可得

  lim
t y ]

P ( k, t ) = lim
t y ]

P
1
( k, t ) = lim

ny ]

x n+ 1- x n

yn+ 1- y n
=

(1 - A) ( k - 1)
2 + (1- A) k P ( k - 1) 1 

引理 5  当 k \ 2m 时, P( k , t ) 为定义在方程(1) 中的概率分布,则极限lim
t y ]

P ( k , t ) 存在

且与初始网络无关, 并且

  P( k ) =
$
lim
t y ]

P( k , t ) =
(1- A) ( k - 1)
2+ (1- A) k P ( k - 1) +

2A
2 + (1 - A) kP( k - m) 1 ( 4)

证明  首先我们计算 lim
t y ]

P
2
( k, t ) 1 设

  x n = P ( k - m , t 0- 1) 1-
k - m

2m( t 0- 1)

m

+

    6
n- 1

s= t
0

P( k - m, s ) 1-
k - m
2ms

m- 1

F
s

j = t
0

1-
A

(1 - A) j

- 1

1-
k
2mj

- m

,
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  y n =
(1 - A) n

A F
n- 1

j= t
0

1- A
(1 - A) j

- 1

1- k
2mj

- m

1 

类似地,我们容易得到 yn > 0和 y n+ 1- yn > 0, 则 yn 为一严格单调递增非负序列1 由
定理 2可知

  lim
t y ]

P
2
( k , t ) = lim

ny ]

x n+ 1- xn

y n+ 1- yn
=

2A
2+ (1- A) k

P ( k - m)1 

因此,当 k \ 2m 时,通过引理 1和 4可知

  P( k ) =
(1 - A) ( k - 1)
2 + (1 - A) k

P ( k - 1) +
2A

2+ (1- A) k
P ( k - m)1 

定理 6  对任意正整数 k > m ,网络稳态度分布 P ( k ) 存在, 且为

  P( k ) ~
k
- (1+ 2/ (1- A) )

,   若 m < k < 2m 且m 充分大;

Ck
- 3
,   若 k \ 2m1 

C > 0为常数1 
证明

1) 对 m < k < 2m, 通过对方程( 3)递推可得出结论1 
2) 对 k \ 2m, 我们首先将方程( 4)改写为

  P ( k )
P ( k - 1)

=
(1- A) ( k - 1)
2+ (1 - A) k

+
2A

2 + (1- A) k F
k- 1

t= k- m+ 1

P ( t - 1)
P ( t )

1 ( 5)

通过递推有

  F
k- 1

t= k- m+ 1

P ( t - 1)
P ( t )

= 1+ ( m - 1) 2- A
2 + (1- A) k

+
N
*
( k )
k
2 , ( 6)

其中 N* ( k ) [ A 3, A 3为大于 0的常数1 将方程( 6)代入方程( 5)中可得

  P ( k )
P ( k - 1)

=
(1- A) ( k - 1)
2+ (1 - A) k

+
2A

2 + (1- A) k
+

    2( m - 1) A(2 - A)
[ 2+ (1- A) k] 2

+
N** ( k)

[ 2 + ( 1- A) k ] k2
,

其中 N* * ( k ) [ 2AA 31 因此, 对足够大的常数 A 2 > 0和所有足够大的 k ,

  P ( k )
P ( k - 1) = 1 -

3(1 - A)
2+ (1- A) k +

N( k )
k
2 , ( 7)

其中 N( k ) [ A 21 对方程(7) 递推可知,对常数 C > 0,

  P( k ) ~ Ck
- 31 ( 8)

3  模 型仿 真

本节中,我们为修正 Cooper-Freize模型提供了数值仿真,包括度分布和网络聚集性1 另外,
将相应的仿真结果与 BA模型作了对比分析1 文中的所有仿真分析均在网络大小 t = 1 000,参

数 m = 3下进行的1 
为对文中得到的解析结果进行核实, 在图 1中, 我们取参数 A= 0. 5和 m = 3, 对修正

Cooper-Frieze 模型度分布的解析结果和仿真结果作了比较,得出了两者是完全一致的1 
下面, 我们将给出修正Cooper-Frieze 模型聚集性的仿真分析1 节点 i 在时刻 t 的局部聚集

性Ci ( t ) 可定义为节点 i 邻域中实际存在的连线数与最大可能连线数的比率[ 9] ,即

  Ci ( t ) =
| E i ( t ) |

ki ( t ) ( ki ( t ) - 1) / 2
, ( 9)
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其中 Ei ( t ) , ki ( t ) 分别表示节点 i 在时刻 t的邻域集和度, | Ei ( t ) | 表示邻域中连线数1 

 图 1  在双对数坐标系下,当参数 A = 0. 5     图 2  当参数 A = 0. 2 时,修正 Coope-r Frieze

时,修正 Coope-r Frieze模型度分布 模型以度 k 为变量的网络平均聚集谱

仿真结果与解析结果的比较 �cNN ( k , N )

  图 3  在双对数坐标下, BA模型与修正       图 4  BA模型与修正 Coope-r Frieze模型

Coope-r Frieze度分布对比图 聚集性对比图(参数 A= 0. 2 )

(参数 A= 0. 5 )

根据 Ci ( t ) 我们可直接推导出以度 k 为变量的网络聚集谱�cNN ( k, N ) , 最大时间步 t =

N 1 在图 2中我们给出了以 k 为变量的聚集谱�cNN ( k , N ) 的仿真图,其中参数 t = 1 000, m =

3和 A= 0. 21 并且从图中可看出, 当 k 从 0到 30时,聚集谱 �cNN ( k , N ) 逐渐变小1 

最后,在图 3和图4中分别从度分布和聚集性两方面与BA模型做了比较1 我们发现修正
Cooper-Frieze模型与 BA模型有相同的标度指数1 但是, 从图 4中看出, 修正 Cooper-Frieze 模型

有更好的聚集性1 

注  图1 和图 3中解析结果是根据方程( 8) ,但没有考虑参数 C1 但由图可看出, 其仿真结果与解析结果

对应图形的斜率是一致的,因此说明了其度分布标度指数是相等的1 

4  小   结

本文研究了一类修正 Cooper-Frieze模型, 其既包括增新点连新边,同时也包括在旧节点之

间连新边两种不同机制1 从概率论的角度出发, 我们为稳态度分布 P ( k ) 的存在性提供了证
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明,并推导出度分布的具体表达式1 并且,从图 1我们可看出,度分布解析结果与仿真结果非

常吻合1 

其次,根据与 BA模型的比较,在修正 Cooper-Frieze模型中以概率 A允许在旧节点之间连

新边的演化机制并没有影响度分布的标度指数,但明显提高了网络的聚集性1 
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Markov Chain-Based Stability Analysis of a

Modified Cooper-Frieze Model
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Abstract: From the perspective of probability, the stability of amodified Cooper- Frieze model is stud-

ied. Based on the concept and technique of firs-t passage probability in Markov theory, a rigorous proof

for existence of the steady-state degree distribution was provided, moreover the explicit formula was

derived analytically. Finally, extensive numerical simulations of the model, including the degree distr-i

bution and the clustering were performed.

Key words: growing networks; preferential attachment; power law
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