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摘要:  从分析研究求解 Boltzmann 模型方程的气体运动论数值计算方法特点出发, 设计了几种求

解离散速度分布函数不同精度的差分显式与隐式气体运动论数值格式1 通过对不同 Knudsen 数下

一维非定常激波管内流动、二维槽道流问题计算研究与应用测试, 分析了不同差分格式数值离散

效应对计算结果的影响,研究讨论了提高气体运动论数值算法计算效率的途径和差分离散处理所

适用的计算准则等问题1 
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引   言

一维激波管、二维槽道流问题作为常用而典型的气体内流动算例,往往被流体力学研究工

作者用于对数值试验的可靠性与准确性论证,从而判断和检验方法和离散格式的优劣[ 1-6] ,使

其成为众多学者[ 1- 11]开展数值方法研究共同感兴趣的问题1 非定常激波管问题可描述为置于
x = 0. 5的隔膜使一维流场一分为二,如下图所示, t = 0时每个区域均处于常数平衡态:

图 1 激波管内流动示意图

对于该激波管问题, Sod 在文献[ 1]中进行了数

值求解,并由 Chu
[ 2]
和 Reitz

[ 3]
从运动论角度进行了研

究,该问题也由 Prendergast[ 9]、Yang[ 10]等通过使用基

于气体分子运动论而建立起来的流体动力学数值格

式而被模拟1 稀薄气体平面 Couette热对流与压力驱
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动的 Poiseuille 等槽道流因涵盖了流体力学许多重要而基本的流动属性,虽说目前还没有人利

用标准 Boltzmann 方程对其进行精确分析, 但已有许多学者对该问题进行过理论与试验研

究[ 5- 8, 11- 15] 1 如基于格子气自动机思想,遵循各向同性原则,沿仅有的几个离散速度方向, 对分
子运动论 BGK( Bhatnagar-Gross-Krook)模型方程进行形式积分得到宏观流动参数, 提出离散格

子 Boltzmann方法
[ 12-13]

( LBM) , 用来模拟处于Maxwell或近 Maxwell平衡态的连续流区或近连续

流区低速管道内流问题1 也有学者基于硬球分子模型假设,通过对 Boltzmann-BGK方程碰撞算

子进行进一步线化处理, 开展起适合求解气体速度远低于声速的低速流动问题线化 Boltzmann

方程数值研究[ 14]等1 还有学者直接从 BGK模型方程出发, 在网格界面基于通量守恒, 利用气

体分子速度分布函数对于Maxwell分布的 Chapman-Enskog 二阶展开构造可模拟宏观流体力学

Burnett方程的气体动力论 BGK-Burnett格式, 用于模拟连续流或近连续滑移流区均匀槽道流问

题
[ 15] 1 对这类问题在不同 Knudsen数低速条件下的求解不仅是检验新算法的基准问题, 而且

是人们研究揭示不同流区各类管道内流动稀薄气体效应与流动现象具有代表性的问题1 
文献[ 16-19]从研究描述各流域气体流动特征的Boltzmann模型方程数值计算方法出发,提

出求解稀薄流到连续流跨流域一维、二维、三维简单外形体绕流问题气体运动论统一算法,该

方法运用计算流体力学有限差分方法与气体运动论离散速度坐标法相结合, 使用非定常时间

分裂显式推进方法, 将速度分布函数控制方程分裂为位置空间对流运动方程和碰撞松弛源项

方程,使用二阶精度的 NND耗散差分格式
[ 20]
和 Runge-Kutta 方法, 发展离散求解 Boltzmann模

型方程的气体运动论耦合迭代数值格式1 研究体会到,该方法由于受显式差分稳定条件所限,

用于对连续介质流动问题迭代求解收敛过程较缓慢,需要占用大量计算时间1 为了能精确剖
析连续流区、近连续流区复杂流动现象、机理,能否改进与发展高精度、高效率的气体分子运动

论差分算法? 本文拟以一维激波管、二维槽道内流动问题为研究对象,设计气体分子运动论高

阶差分格式,通过研究对不同的简化速度分布函数方程采用不同的差分离散方式,开展对不同

Knudsen数下管道内流动问题数值模拟,研究揭示不同流区特殊流动现象、规律;分析不同离散

格式数值余项效应对计算结果的影响, 研究构造隐式气体运动论数值格式,探讨提高气体运动

论数值算法计算精度与效率的途径和差分离散处理所适用的计算准则1 

1  气体运动论模型方程

考虑气体分子运动论 Boltzmann模型方程[ 16] ,其无量纲形式为

  5f
5 t

+ V
5f
5 r = M(f N

- f ) , ( 1)

  f
N

= fM 1+ (1- Pr) c#q(2c2/ T - 5) (5PT/ 2) , ( 2)

  f M = n/ (PT )
3/ 2exp[- c

2
/ T ] , ( 3)

  M=
8nT 1- V

5P1/ 2Kn
, Kn =

K]

L
, ( 4)

其中, f ( r , V, t ) 是依赖于位置空间 r、分子速度 V和时间t的气体分子速度分布函数, f
N 为基

于Shakhov模型局部平衡态速度分布函数, M为分子碰撞频率, K] 是来流平均自由程, Kn 表示

基于特征长度L 的来流Knudsen数,是划分各流域流动状态的控制参数; c为分子热运动速度,

Pr 为Prandt l数, V是相关于分子模型的气体常数: V = ( F+ 3) / (2(F- 1) ) , F是联系于分子间

作用力大小F与分子间距离r的负幂律指数: F = 1/ r
F1 引入特征速度 c ] = 2RT ] ,时间 t ]

= L / c ] ,动压 mn ] c
2
] / 2及来流参数作为无量纲参考量1 
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气体宏观流动参数, 诸如气体密度、流动速度、温度、气体压力、粘性应力、热流矢量等,均

可通过分布函数基于速度空间取矩而得[ 16-18] 1 

1. 1  气体运动论方程的一维简化
对于一维气体绕流(不妨设沿 x 方向) ,所有物理量在其他两个方向上没有梯度变化(导数

为 0) ,且在这两个方向上的宏观气体流动速度分量 V = 0, W = 0, 运动论模型方程( 1)式可写

成

  5f
5 t

+ Vx
5f
5x

= M(f N
- f ) 1 ( 5)

定义约化分布函数
[ 2, 16, 19]

:

  g( x , Vx , t ) = Q
]

- ]Q
]

- ]
f ( x , Vx , Vy , Vz , t )dVydVz , ( 6)

  h( x , Vx , t ) = Q
]

- ]Q
]

- ]
( Vy

2
+ Vz

2
)f ( x , Vx , Vy , Vz , t )d Vyd Vz 1 ( 7)

分别以 1和 V
2
y + V

2
z 为权因子,对方程( 5) 从- ] 到+ ] 积分, 可得到如下约化分布函数

控制方程:

  

5g
5x

+ Vx
5g
5x

= M( G
N

- g ) ,

5 h
5 t

+ Vx
5h
5x

= M(H
N

- h) ,

( 8)

其中

  G
N

= GM 1 + (1 - Pr ) ( Vx - U) qx [ 2( Vx - U)
2
/ T - 3] / (5PT / 2) , ( 9)

  H
N

= HM 1 + (1 - Pr ) ( Vx - U) qx [ 2( Vx - U)
2
/ T - 1] / (5PT / 2) , ( 10)

  GM = n/ (PT )
1/ 2exp[- ( Vx - U)

2
/ T ] , ( 11)

  HM = T#GM 1 ( 12)

利用约化分布函数表示的宏观流动参数为[ 16- 17]

  n = Q
+ ]

- ]
g dVx , ( 13)

  U =
1
nQ

+ ]

- ]
Vx gdVx , ( 14)

  3
2

nT = Q
+ ]

- ]
( h + Vx

2
g) dVx - nU

2
, ( 15)

  p = nT , ( 16)

  Sxx = 2 Q
+ ]

- ]
V
2
x gdVx - nU

2
- P, ( 17)

  qx = Q
+ ]

- ]
Vx( h + Vx

2
g)dVx - 2UQ

+ ]

- ]
Vx
2
g dVx + nU U

2
-

3
2

T 1 ( 18)

1. 2  气体运动论方程的二维简化

对于二维流动问题, 引入约化分布函数[ 10, 16, 18] :

  g( t , x , y , Vx , Vy ) = Q
]

- ]
f ( t , x , y , Vx , Vy , Vz)d Vz , ( 19)

  h( t , x , y , Vx , Vy ) = Q
]

- ]
Vz
2
f ( t , x , y , Vx , Vy , Vz )dVz 1 ( 20)

单一的运动论模型方程( 1)可变换为两个如下形式的偏微分方程:
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5g
5 t

+ Vx
5g
5x

+ Vy
5 g
5y

= M( G
N

- g) ,

5 h
5 t

+ Vx
5h
5x

+ Vy
5 h
5y

= M(H
N

- h ) ,

( 21)

式中

  G
N

= GM[ 1 + (1 - Pr ) ( c iqi ) (2c
2
1/ T - 4) / (5PT/ 2) ] , ( 22)

  H
N

= HM[ 1 + (1 - Pr ) ( c iqi ) (2c
2
1/ T - 2) / (5PT/ 2) ] , ( 23)

  GM =
n
PT

exp(- c
2
1/ T ) , ( 24)

  HM = TGM / 2, ( 25)

其中   c
2
1 = ( Vx - U)

2
+ ( Vy - V)

2
, ( ciqi ) = ( Vx - U) qx + ( Vy - V) qy 1 

2  简化气体运动论方程的离散求解

由于速度分布函数所依赖的自由变量数目较多,直接离散 Boltzmann模型方程存在一定的

困难1 气体运动论数值算法[ 10, 16- 19]根据速度空间与物理空间各自计算的相互独立性, 将二者

分开处理:首先对速度空间运用离散速度坐标法[ 16] , 将方程转化为各个离散速度坐标点处基

于时空空间双曲守恒方程;然后对物理空间直接差分离散,迭代求解离散速度分布函数, 并使

用文献[ 16, 18]所发展的经改进的Gauss-Hermite无穷积分方法[ 21]确定各物理量的最终状态1 
2. 1  简化气体运动论方程的速度离散

对于一维流动问题, 在气体运动论方程( 8)式中,仅需要对一个速度分量 Vx 作离散处理1 

采用改进的 Gauss-Hermite积分方法确定速度离散坐标点, 不妨分别记 gR, hR , G
N
R , GMR和H

N
R ,

HMR为约化分布函数g , h, G
N
, GM 和H

N
,HM 在速度离散点Vx R( R= - N1, ,, - 1, 1, ,, N1) 处

的表达式 1 经离散速度坐标法处理,控制方程(8) 式化为 4N1 个关于自变量 x , t 的非齐次双

曲型偏微分方程:

  

5gR
5t

+ Vx R
5 gR
5x

= M( G
N
R - gR)

5 hR

5t
+ Vx R

5 hR

5x
= M(HN

R - hR)

  ( R = - N 1, ,, - 1, 1, ,, N 1)1 ( 26)

同理,对于二维流动,为进一步消除约化分布函数与速度空间的连续依赖关系, 使用文献

[ 16-18]所发展的离散速度坐标法,建立在二维流动情况下的速度离散过程1 设通过离散速度
坐标法在两个速度分量 Vx 和Vy 上得到的离散速度坐标点分别为 Vx R( D= - N1, ,, N1) 和

VyD( D= - N 2, ,, N 2) ,那么可将方程(21) 式化为在这些点上关于时间和位置空间的 2N 1 @

2N 2组非齐次双曲型偏微分方程:

  

5gR, D

5t
+ VxR

5gR, D

x
+ VyD

5 gR, D

5y
= M( G

N
R, D- gR, D) ,

5 hR, D
5t

+ VxR
5 hR, D
5x

+ VyD
5 hR, D
5y

= M(HN
R, D- hR, D) 1 

( 27)

相应地,气体宏观流动参数关系式可采用相同的数值积分规则离散求解
[ 16- 18] 1 

2. 2  基于气体分子运动论的差分格式构造

速度离散的简化气体运动论方程, 在各个离散速度坐标点处求解分布函数的计算过程相

互独立,考虑到方程组( 26)、( 27)式中各分量方程间的相似性和独立性, 为方便起见,在下面讨
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论气体运动论方程差分格式的建立和分析过程中,仅针对一维气体流动简化速度分布函数方

程式( 26)中的单个方程为模型构造差分格式,简单记为

  5 u
5 t

+
5f
5x

= s , ( 28)

此处 f = au, s = M( U- u ) , u 指的是速度离散约化分布函数, U是对应的速度离散局部平衡

态分布函数 1 对特征值 a 按正负方向分裂,不妨记

  a
+

= max( a, 0) = ( a + | a | ) / 2, a
-

= min( a, 0) = ( a - | a | ) / 21 
2. 2. 1  显式格式研究

文献[ 16-19]中所发展的气体运动论数值算法对分布函数 gR, hR均是采用同样的差分方法

进行求解,以达到方便程序编制目的1 由于式( 26)中 gR , hR具有各自独立的特点,本文通过设计

几种色散、耗散格式,探讨对 gR, hR使用不同差分格式进行求解, 研究提高计算精度的途径1 做
记号 GnHm表示对方程( 26)差分计算时,分别对分布函数 gR, hR的控制方程采用n阶和m 阶迎

风格式进行离散求解1 
格式 1  使用一阶迎风插值,

  5 u
5 t

n

i
= -

a
+

$x
( u

n
i - u

n
i- 1) -

a
-

$x
( u

n
i+ 1 - u

n
i ) + s

n
i ; ( 29)

格式 2  使用二阶迎风插值,

  5 u
5 t

n

i
= -

a
+

2$x
(3un

i - 4un
i- 1+ u

n
i- 2) -

a
-

2$x
(- 3un

i + 4un
i+ 1- u

n
i+ 2) + s

n
i ; ( 30)

格式 3  使用三阶迎风插值,

  5 u
5 t

n

i
= -

a
+

6$x
(2un

i+ 1+ 3un
i - 6un

i- 1+ u
n
i- 2) -

    a
-

6$x
(- 2un

i- 1- 3un
i + 6un

i+ 1- u
n
i+ 2) + s

n
i ; ( 31)

格式 4  使用 NND格式差分离散[ 20] ,

  5 u
5 t

n

i
= -

1
$x

( f
n
i+ 1/ 2- f

n
i- 1/ 2) + s

n
i , ( 32)

  f
n
i+ 1/ 2 = f

n
+

i + f
n

-

i+ 1 +
1
2
min mod($f n

+

i- 1/ 2, $f
n
+

i+ 1/ 2) -
1
2
min mod( $f n

-

i+ 1/ 2, $f
n
-

i+ 3/ 2)1 

2. 2. 2  隐式格式研究
按照 Crank-Nicolson方法[ 22- 24]构造思想,将 u

n+ 1
i 在( xi , tn) 附近基于时间作Taylor展开:

  u
n+ 1
i = u

n
i + $t H

5 u
5t

n

i
+ (1- H)

5 u
5 t

n+ 1

i
1 ( 33)

将( 28)式代入( 33)式, 可得到如下隐式格式:

  u
n+ 1
i = u

n
i - $t H

5f
5 x

n

i
+ (1 - H)

5f
5x

n+ 1

i
+ $ts

n
i 1 ( 34)

将式( 34)中空间导数分别采用式( 29) ~ ( 32)所述格式离散处理,可得到对应的隐式格式1 例
如,通过将式( 34)中的空间导数运用( 29)式所示一阶迎风插值格式数值离散,其隐式格式为

  aiu
i+ 1
i- 1+ d iu

n+ 1
i + ciu

n+ 1
i+ 1 = R

n
i , ( 35)

其中

  
a i = - (1 - H)

a
+ $t
$x

, d i = 1+ (1- H)
a

+ $t
$x

- (1- H)
a

- $t
$x

,

ci = (1 - H) a
-
$t

$x
, R

n
i = u

n
i - H$t

5u
5t

n

i
+ (1+ H) $tsi

n1 
( 36)
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采用三对角线性代数方程组追赶法求解即可1 

通过将式( 34)中空间导数运用( 31)式所述三阶迎风插值格式离散求解, 可得到相应的隐

式格式:

  eiu
n+ 1
i- 2 + a iu

n+ 1
i- 1+ diu

n+ 1
i + ciu

n+ 1
i+ 1+ f iu

n+ 1
i+ 2 = R

n
i , ( 37)

其中

  

ei = (1 - H)
a

+ $t
6$x

,

a i = - (1 - H)
a

+ $t
$x

- (1 - H)
a

- $t
3$x

,

d i = 1 + (1 - H)
a

+ $t
2$x

- (1 - H)
a

- $t
2$t

,

ci = (1 - H)
a

+ $t
3$x

+ (1- H)
a

- $t
$x

,

f i = - (1 - H)
a

- $t
6$x

,

R
n
i = u

n
i - H$t

5 u
5 t

n

i
+ (1 + H)$t s

n
i 1 

( 38)

采用五对角线性代数方程组追赶法求解即可1 
如果将式( 34)中空间导数运用( 32)式所述 NND差分格式离散求解, 可得到 NND 隐式格

式:

  ai Du
n+ 1
i- 1+ d i Du

n+ 1
i + ci Du

n+ 1
i+ 1 = R

n
i , ( 39)

其中

  

a i = - (1 - H) a
+
$t
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( 40)

采用三对角线性代数方程组追赶法求解即可1 
对于二维流动问题, 上述气体运动论差分格式构造过程同样地适用1 

3  计算结果分析

为了验证所发展的气体分子运动论差分算法可行性, 运用所设计的气体运动论数值格式

差分求解离散速度分布函数, 使用改进的Gauss-Hermite无穷积分方法确定宏观流动参数,对不

同Knudsen数下非定常激波管、槽道内流动问题进行了数值模拟与结果分析1 
3. 1  算法验证

为了检验气体运动论高阶格式用于连续介质流动模拟的可靠性, 拟定非定常 Sod激波管
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流动算例,该问题可描述为 t = 0,激波管中间位置 x = 0. 5左右两边均匀充满不同状态相同成

分的单原子硬球气体,其左右各宏观物理参数分别记为

  ( QL, uL , TL ) = (1. 0, 0. 0, 1. 0) , ( QR, uR , TR ) = (0. 1, 0. 0, 0. 8) 1 

( a) 速度 ( b) 温度

( c) 密度 ( d) 压力

图 2  以 G3H3格式计算 Kn = 10- 4 的 Sod激波管流动速度、温度、密度与压力分布

( a) 温度 ( b) 速度

图 3  不同 Kn 数下 Sod激波管流动温度与速度分布计算比较

在网格尺度 dx = 0. 001设置下,采用 2. 2. 1节介绍的 G3H3格式对相应于连续流区流动

状态 Kn = 0. 000 1、Pr = 2/ 3、C= 5/ 3计算研究1 图 2( a) ~ 图2( d)分别绘出Sod激波管内流

动在 t = 0. 191的速度、温度、密度和压力分布计算结果与无粘气体动力学 Euler方程 Riemann
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精确解比较情况1 可看出,两者吻合较好,证实本文研究设计的G3H3高阶耗散型格式的计算

精度与可行性1 为了反映稀薄效应对激波管流动的影响, 图 3( a)和图 3( b) 分别绘出运用

G3H1格式计算不同 Kn 数下 Sod激波管内气体温度与流动速度变化情况1 由图看出, 在连续
流状态 ( K n = 0. 000 1) , 求解分子运动论方程得到的计算结果逼近于理想情况下的 Euler极限

解; 随着Kn数由Kn = 0. 000 1逐渐增大,稀薄气体效应明显增强,激波、膨胀波逐渐变厚,流场

参数分布曲线变得越来越平缓,在 Kn 数增大到 0. 01,整个激波管内除了由于初始时刻存在压

差与密度差产生一种光滑过渡,激波已经不存在了1 数值试验结果与理论分析完全一致,再现
了Kn 数由大变小,气体流动由稀薄流逼近连续流的变化过程1 

图 4  温度差引起平行板间热对流 Kn = 0. 399

密度分布计算与实验比较

为了检验气体分子运动论数值算法对过渡

区槽道流问题模拟能力,对由于平板温度差导致

板间气体热传导形成非线性定常 Couette热对流

问题进行计算研究,设置相距 H 的冷热两平行平

板温度分别为 TC = 79 K, TH = 294 K , 以氦气

(He)作为板间模拟气体, Pr = 2/ 3, C= 5/ 3, 以

两平板温度的平均值作为气体流动参考温度 T ref

= 18615 K, 定义气体流动的Knudsen数为板间中

央位置气体分子平均自由程与板间距离之比1 
图 4绘出 Kn = 0. 399的 Couette热对流板间气体

密度分布 Q/ Q0 ~ y / H 计算与实验比较, 这里 Q0

表示平板间中央位置的气体密度, 其中实线表示

( a) G2H3格式 ( b) G3H2 格式

图 5  不同差分格式数值余项效应对激波管流动速度、温度、密度与压力分布计算结果的影响

本文气体分子运动论二阶 NND格式计算结果, 符号/b0表示来自文献[ 7]的实验数据, 长虚线

表示文献[ 6]基于标准的 BGK模型方程计算分析值, 虚双点划线绘出来自文献[ 25]的连续流

滑移N-S解预测值1 图4表明,对于过渡流区 Kn = 0. 399的流动状态,本文计算结果与实验

数据吻合较好, 只是在靠近温度较低的冷平板所计算的密度值稍高于实验数据,这可能是实验

测量中为了转换数据需要使用冷壁面热适应调节系数 AC, 对于氦气, AC 应随流动状态不同而

进行调整,取值范围为0. 4 ~ 0. 58,而文献[ 7] 提供的实验数据将 AC 取值为AC = 0. 58,这会导

致较高 Kn数流动状态引起冷壁面附近测试数据存在一定的转换误差; 可看出本文计算结果

比文献[ 6]基于 BGK模型方程得到的研究结果更能吻合实验数据, 这是由于使用 Chapmann-
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Enskog矩方法从标准 BGK方程得不到正确的粘性系数 L和热传导系数K 的表达式, 而导致

BGK模型得到的 Prandtl数为 Pr = 1, BGK模型可用于模拟Maxwell平衡态或近Maxwell平衡态

动量交换起主导作用的流动而对能量交换起主要作用的热传导问题具有较大局限性; 图中也

看出基于滑移边界条件的 N-S解对 Kn = 0. 399的过渡区流动, 与实验数据、本文计算结果相

差太大,可以说是完全失效,这说明即使带滑移边界的 N-S解算器也只能用于Knudsen数较低

的近连续流,对于Knudsen数稍高的近连续过渡流,滑移边界 N-S解算器将无能为力或不再可

靠1 相比之下, 本文方法计算结果更能准确描述槽道内流动密度分布变化规律1 

( a) 温度 ( b) 密度

图 6 G3H3格式和 G3H1格式对 Kn = 10- 4激波管内流动温度与密度分布计算比较

( a) dx = 0. 002 ( b) dx = 0. 004

图 7  不同网格尺度对激波管流动速度、温度、密度与压力分布计算结果的影响

3. 2  不同差分格式对激波管内流动问题计算影响

为了分析数值耗散与数值色散效应对计算结果的影响,拟定 Kn = 0. 000 1对应的激波管

流动算例, 取相同网格设置 dx = 0. 001, 分别运用耗散型三阶迎风格式与色散型二阶迎风格

式进行计算研究,分析比较数值余项效应对计算结果的影响, 图 5( a)与图 5( b)分别绘出了使

用G2H3与 G3H2格式计算Sod激波管 t = 0. 191宏观流动参数(速度、温度、密度、压力)分布

轮廓线1 将图 5与图 2( a) ~ 图2( d)所示G3H3高阶耗散型格式计算结果对比分析表明, 如果

约化分布函数 g , h 的控制方程均采用三阶耗散型格式, 计算结果和连续流理想状态下 Euler

方程精确解吻合很好;而对分布函数 g 的控制方程采用二阶色散型格式所得到的计算结果相

对于对分布函数 h的控制方程采用二阶色散型格式的计算结果, 在激波和膨胀波附近出现更

为严重的色散效应, 产生明显的数值奇异,这表明分布函数 g的控制方程数值余项效应对计算
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结果影响比 h 大1 图 6( a)和图6( b)分别绘出了 Kn = 0. 000 1对应的 Sod激波管流动在同样

网格设置下dx = 0. 001, 分别使用G3H3格式和G3H1格式计算得到的温度和密度分布轮廓线

与黎曼精确解的比较情况1 可看出,两种格式得到的计算结果完全一致, 然而 G3H1格式的计

算量要比 G3H3格式的计算量小很多1 说明使用 G3H1格式在减少计算量的同时, 能得到与

G3H3格式同样的计算精度和效果1 因此,在格式选取时,在不影响整体计算精度的同时,对分

布函数 h 的控制方程可采用低阶耗散格式,而对分布函数 g 的控制方程应使用高阶耗散格式

更好些1 
为了展示不同网格尺度对计算结果的影响, 对照图2所示网格设置dx = 0. 001所得研究结

果,计算中采用 G3H3格式对Kn = 0. 000 1, Pr = 2/ 3激波管问题进行计算,图7( a)和图7( b)分别

绘出了网格单元长度取 dx = 0.002与dx = 0. 004计算得到的激波管宏观流动参数分布1 图中比
较表明,随着网格尺度增大,数值耗散已不能掩盖由于各种因素导致的数值色散现象, 在激波

和膨胀波附近出现小扰动;而且,网格划分越粗,数值余项效应会变得越显著,导致计算结果出

现严重失真,如图 7( b)所示1 这与差分格式构造中的频谱控制原则是相一致的1 

( a) 温度 ( b) 密度

图 8  以不同精度差分格式对 Kn = 10- 4 的 Sod激波管内气体温度、密度分布

( a) 温度 ( b) 密度

图 9 显式与隐式格式对 Kn = 10
- 4激波管内流动温度与密度分布计算比较

图 8( a)与图 8( b)绘出 Kn = 0. 000 1对应的Sod激波管流动在同样网格设置 dx = 0. 001

下,分别使用G3H1格式和NND格式计算得到的温度和密度分布轮廓线与黎曼精确解比较情

况1 可看出, 对此连续流状态, G3H1格式计算结果比 NND格式更能吻合黎曼精确解, 说明同
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样是耗散型格式,计算模板相同,计算量相当的情况下, G3H1格式的计算精度要高于 NND格

式1 之所以要选择高精度差分格式,主要是为了减小数值耗散对计算结果的影响,使得计算结
果更能真实反应物理耗散效应1 

图 10  不同差分格式对 Poiseuille槽道流        图 11  不同差分格式对 Kn = 0. 02 槽

( Kn = 0. 1) 轴向密度分布计算比较 道流轴向压力分布计算比较

  表 1 相同网格尺度 ( dx = 0. 001) 设置下显式与隐式格式计算收敛时间比较

Kn 数 差分格式 计算收敛时间 t / s

10- 5 显式G3H1 89. 1

10- 5 隐式G3H1 122. 6

10- 4 显式G3H1 29. 7

10- 4 隐式G3H1 12. 6

10- 3 显式G3H1 16. 0

10- 3 隐式G3H1 1. 1

  为了初步探讨气体运动论隐式格式计算效率, 将隐式格式( 34)中的空间导数使用 G3H1

格式进行差分离散, 即对关于约化分布函数 gR的空间导数采用三阶迎风插值格式, 对关于 hR

的空间导数使用一阶迎风格式,利用所得到的该隐式 G3H1格式对不同 Kn 数的 Sod激波管问

题计算研究1 其中, 图9( a)和图9( b)分别绘出该隐式格式计算Kn = 0. 000 1激波管气体温度

与密度分布轮廓线(见虚线所示) ,为了便于比较, 图中还用点划线绘出相应于显式 G3H1格式

计算结果, 实线绘出该激波管连续流区黎曼精确解, 可看出,两种格式得到的计算曲线完全重

合,且均与黎曼精确解吻合很好,证实本文发展的显式与隐式格式的准确可靠性1 为了比较显
式与隐式两类格式的计算效率,表 1描述使用隐式 G3H1格式和显式 G3H1格式分别计算处于

近连续流与连续介质流区 Kn = 10- 3, Kn = 10- 4和 Kn = 10- 5对应的 3种激波管流动状态,计

算收敛所需要的时间开支情况1 不难看出,连续流区 Kn = 10- 5对应的计算, 本文发展的隐式

格式并不比显式格式效率高, 计算收敛需要的时间反而高于显式格式计算时间,这是由于本文

发展的隐式计算格式仅对对流项做了隐式处理,碰撞松弛源项在计算过程中依然采用 n 时间

层的显式表示,然而连续流区碰撞松弛时间远小于 CFL 条件允许的格式稳定时间, 导致碰撞

松弛时间成为制约计算时间步长的主要因素1 与此相反, 在较高 Kn 数的近连续、过渡流区,

碰撞松弛时间大于 CFL条件允许的格式稳定时间,使得 CFL 约束条件成为决定时间步长的主

要因素,于是本文发展的隐式格式能够发挥无条件稳定的优越性,如表 1所示, Kn = 10- 3与

843基于气体运动论的差分算法对管道流动数值研究



Kn = 10- 4对应的计算状态,隐式格式计算效率就明显高于显式格式计算效率1 计算体会到,

曾经使用来自文献[ 16-17]气体运动论耦合迭代数值格式求解上述Kn = 10- 4连续介质流动问

题的计算收敛时间差不多是本文气体运动论隐式格式计算时间的 10倍, 显示出发展求解

Boltzmann模型方程的气体运动论隐式格式的先进性与高效率1 
3. 3  跨流区槽道内流动计算分析

为了考察不同显、隐式差分格式计算精度,图 10绘出 Kn = 0. 1的压力驱动二维 Poiseuille

槽道流中心轴线密度分布变化情况, 可看出, 槽道内流动参数轴向分布呈现较强的非线性效

应,几种格式得到的计算结果和来自文献[ 11]的 DSMC模拟值变化趋势相同,细致比较表明一

阶迎风格式(带符号 t 的虚线)因有较大的耗散效应,其计算结果存在一定的系统误差,而高阶
G3H1显式格式(带符号"的长虚线)与NND隐式格式(带符号 w的点划线)均能得到和 DSMC

模拟值(符号. )相当吻合的计算结果, 但 NND隐式格式比 G3H1显式格式具有更高的计算速

度,如同样条件下, NND隐式格式的计算收敛时间差不多是 G3H1显式格式所需计算时间的五

分之一1 显示出对于低速定常槽道流, 采用气体运动论隐式格式可获得比显式格式高得多的

计算效率,而一阶格式因其较强的数值耗散, 导致计算结果偏差较大1 图 11绘出入口与出口

压力比 P in/ Pout = 2. 5、入口 Knudsen数 Kn = 0. 02的近连续滑移流区二维槽道氧气流动算例

L = 31. 8 Lm,H = 0. 53 Lm, 轴向压力分布本文算法计算结果与来自文献[ 26]的DSMC模拟值

(带符号. 的实线)比较情况,同样看出, 除了一阶迎风格式(带符号 t 的实线) ,由于数值耗散性

过强, 计算结果偏差较大外,其它格式如 G3H1格式(带符号"的实线)与 NND隐式格式(带符

号w的实线)都和 DSMC模拟值较好地吻合在一起,并且本文算法结果消除了 DSMC模拟低速

流动问题因随机抽样带来的统计误差, 能够较光滑地描述沿槽道中心轴线气体流动压力变化

规律1 通过上述跨流区二维槽道内流动问题计算看出,求解 Boltzmann模型方程的气体运动论

隐式格式对处于近连续、滑移过渡流区压力驱动的管道内流动问题模拟研究具有很好的适应

性1 

4  结   论

从研究求解 Boltzmann简化速度分布函数方程的气体运动论数值计算方法特点出发, 对气

体运动论高阶显式格式和隐式格式进行了构造设计与研究分析1 通过对不同的约化速度分布
函数采用不同的差分离散方式,发展了几种求解离散速度分布函数的差分格式,验证了气体运

动论数值格式的准确性和可行性, 计算分析了不同精度差分格式的数值离散效应对计算结果

的影响和开展气体运动论高阶格式研究的必要性1 通过对求解 Boltzmann模型方程的气体运

动论隐式格式的研究设计和不同 Knudsen 数下一维非定常激波管、二维槽道内流动问题应用

测试与计算分析,表明发展气体分子运动论高阶格式与隐式格式是提高求解 Boltzmann模型方

程的气体运动论数值算法计算效率与精度的有效途径1 这为进一步构造含有非线性碰撞松弛
源项的气体运动论隐式格式, 发展不仅适用于稀薄过渡流区、近连续滑移流区而且能可靠用于

连续流区求解 Boltzmann模型方程的高精度、高效率气体运动论隐式格式统一算法,指明了方

向1 
本文仅是求解 Boltzmann模型方程的气体运动论高阶格式与隐式格式的初步研究及在一

维激波管、二维槽道流问题验证与应用, 上述格式的深入研究和在各类管道内流动, 特别是飞

行器姿控发动机内外连续流到稀薄流混合流动问题应用研究,均有待进一步研究展开1 
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Study of Gas-Kinetic Numerical Schemes for

One- and Two-Dimensional Inner Flows

LI Zh-i hui1, 2,  BI Lin1,  TANG Zh-i gong1

( 1. China Aerodynam ics Resear ch and Developm ent Cen ter , HAI ,

M ianyang , Sichuan 621000, P . R . China ;

( 2. National Labor ator y for Com putational Flu id Dyn am ics , Beijin g 100083, P . R . China )

Abstract: Several kinds of explicit and implicit finite-difference schemes directly solving the dis-

cretized velocity distribution functions were designed with differen-t order precision by analyzing the

inner characteristic of the gas-kinetic numerical algorithm for Boltzmann model equation. The peculiar

flow phenomena and mechanism from various flow regimes were revealed by the numerical simulation

of the unsteady Sod shock-tube problems and the two- dimensional channel flows with different Knud-

sen numbers, and the numerical remainder-effects of the difference schemes were investigated and an-

alyzed on computed results. The ways of improving the computational efficiency of the gas-kinetic nu-

merical method and the computing principles of difference discretization were discussed on the Boltz-

mann model equation.

Key words: Boltzmann model equation; gas-kinetic numerical schemes; discrete velocity ordinate

method; shock-tube problems; channel flows
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