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摘要:  提出和研究了一个具有变消耗率和非同步脉冲的恒化器模型, 并且得到了一组像阈值一

样的条件来确保系统半平凡周期解的全局渐稳性,系统的持久性以及出现非平凡分支周期解1 最

后,一些数值模拟体现了该模型的动力学性态1 
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引   言

众所周知, 恒化器在数学生态学中享有重要的地位1 它常常可以用来模拟各种微生态系

统,而且具有实验室易操作的优点1 因此,各类恒化器模型都受到广泛的关注[ 1-8] , 特别是恒化

器中微生物连续培养单食物链模型,其形式如下:

  
Sc( t ) = ( S0- S ( t ) ) D -

x ( t )
C P ( S ( t ) ) ,

xc( t ) = ( P ( S ( t ) ) - D) x ( t ) ,

( 1)

其中 S( t ) 和 x ( t ) 分别表示在 t 时刻营养基和微生物种群的浓度; S 0则表示流入(流出) 培养

基中某营养基的浓度; D 是培养基的稀释程度; C表示微生物对营养基的消耗率; 函数 P( S )

称为功能性反应,用来描述微生物的生长率1 一些常见的功能性反应(参见文献[ 1] )可见:

Monod( 1942) , Monod-Haldane( 1968) , Tessiet( 1936) , Tseng( 1975)和 Rosenzweig ( 1971)等人的工

作1 
单一的功能性反应虽能尽力体现出微生物生长率的本质,但是,鉴于一些实验结论, 这些
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模型需要作出改进1 具体体现在消耗率应依赖于营养基的浓度1 Pilyugin和Waltman[ 4]提出了

具有变消耗率的恒化器模型, 研究了该系统中多个极限环的存在性, 并且强调他们文章的创新

点是当消耗率线性依赖于 S 时, 系统只能出现超临界分支1 2005年,Huang 和 Zhu[ 3]也分析了

具有变消耗率的连续培养基模型的极限环的相对位置关系1 
近年来,人们逐步了解到抗生素可以帮助患病者恢复其体内微生物的平衡,但同时也不会

伤害患者,因此,在临床治疗中它被广泛地使用1 例如, 由链球菌和假单胞菌引起的肺炎, 以

及由霉浆菌和其他非典型性病原体, 例如衣原体和肺炎霉浆菌, 引起的社区获得性肺炎

( CAP) 1 研究人员发现了一种合成抗菌抗生素 ) ) ) 莫西沙星可以用来有效地治疗 CAP1 近期

Hoeffken等
[ 9]
学者得到的临床实验结果表明, 静脉注射/口服莫西沙星能够对患有由非典型病

原体引起的社区获得性肺炎患者进行有效的单药治疗1 显然,任何患者都不可能连续的 24 h

都接受静脉注射或口服莫西沙星1 而且,事实上,在临床实验测试中每名患者每天静脉注射/

口服莫西沙星只有 400 mg1 
脉冲微分方程是描述上述现象的首选1 有关脉冲微分方程的理论可以参见文献[ 10] ,此

类方程近期广受学者的关注[ 5- 7, 11- 13] 1 但是, 此类方程和恒化器理论的结合研究还不是很

多[ 5- 7, 11] 1 
受到上述文献的启发,本文的目标就是建立具有变消耗率的营养基-微生物脉冲微分模

型,其中脉冲作用体现在周期性地脉冲注入常数浓度的营养基, 同时微生物种群的浓度由于受

到周期性抗生素的作用而产生脉冲扰动(这两个脉冲作用不是同步进行的) 1 接下来, 就是对

该模型的动力学性态进行研究1 

1  模   型

在文献[ 7]的基础上,我们构建以下模型:

  

Sc( t ) = ( S0- S )D - x
P ( S)
C( S )

,

xc( t ) = x ( P( S) - D) ,

  t X ( n + �l - 1) T , t X nT, n I N;

$S( t ) = 0,

$x ( t ) = - px ( t ) ,
  t = ( n + �l - 1) T ;

$S( t ) = TS 1,

$x ( t ) = 0,
  t = nT ;

x (0) \ 0, S (0) \ 0;

( 2)

其中 S( t ) 和 x ( t )分别表示在 t时刻营养基和微生物种群的浓度, 0< �l < 1, $U( t ) = U( t+ )

- U( t ) , U I x , S 1 以下是建模的假设条件:

(A1) 在没有微生物种群的条件下,营养基依据 g ( S ) = ( S 0- S ) D的方式增长,其中 S0和

D 的生物意义与系统( 1)中的一致1 
(A2) 营养基脉冲注入的周期为 T,每次注入的浓度为常数 TS11 抗生素脉冲注入的周期

也是 T1 但是,两个脉冲作用在不同的时刻发生 1 每次抗生素脉冲注入直接导致微生物种群
浓度依比例 p 减少1 

(A3) 假设函数 P( S ) 是 Mnod型的,即, P ( S ) = LmS/ ( Km + S )1 变消耗率

  C( S ) = a + bS
l
,   a, b, l > 01 

引理 1  对系统( 2)而言,正象限 R
2
+ 是不变域1 
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引理 2  系统( 2)的所有满足初始条件 ( S(#) , x (#) ) I R
2
+ 的解是有界的1 

2  主 要结 论

引言中介绍的社区获得性肺炎的治疗,其治疗手段就是要消除病原体细菌1 接下来,我们

所要研究就是无病原体细菌状态的动力学性态1 
2. 1  无病原体细菌状态

依据系统( 2) ,得到其子系统

  

Sc( t ) = ( S0- S )D,

$S ( t ) = 0,

$S ( t ) = TS1,

  
t X ( n + �l - 1) T , t X nT ,

t = ( n + �l - 1) T ,

t = nT ,

S(0) \ 01 

( 3)

引理 3  子系统( 3)具有周期解 S
*
( t ) , 且

  Q
T

0
S
*
( t )dt =

TS1

D
+ TS01 

而且,对系统( 3)的每个解, 当 t y ] 时,都有 | S ( t ) - S
*
( t ) | y 01 

定理 1  无微生物周期解 ( S
*
( t ) , 0) 是全局渐稳的,如果条件

  �L ( S
*
( t ) ) = Q

T

0
P ( S

*
( t ) )dt < DT + ln

1
(1 - p )

( 4)

成立1 

注记 1 由于

  �L ( S* ( t) ) = LmT -
LmK m

D(K m + S0 )
ln

(K m + S0 ) ( e
DT - 1) + TS 1

(K m+ S0) (1- e- DT ) + TS1
, ( 5)

则条件( 4)可表示为

  LmT <
LmKm

D(K m+ S0)
ln

( Km + S0) ( e
DT - 1) + TS1

( Km + S 0) (1 - e- DT) + TS1
+ DT + ln

1
1- p

1 ( 6)

另一方面,如果

  LmT >
LmKm

D(K m+ S0)
ln

( Km + S0) ( e
DT - 1) + TS1

( Km + S 0) (1 - e- DT) + TS1
+ DT + ln

1
1- p

, ( 7)

则 ( S* ( t) , 0) 是不稳定的1 

注记 2 系统( 2)的无微生物周期解的全局渐稳性与消耗率 C( S) 无关, 然而却需依赖于微生物种群的功

能性反应 P (S )1 

注记 3 定理 1 推广了文献[ 7]中的定理 3. 11 

以上结论的证明方法可参见文献[ 14] 1 由上述结论可知, 在合适的时间间隔内使用合理

计量的抗生素会使无病原体微生物状态得以稳定化1 换句话说, 在适当的条件下可以百分之

百的杀死病原体细菌1 在 2006年, Zhang 等[ 15]也做了莫西沙星治疗社区获得性肺炎的临床研

究, 并且发现对40位患者在7 d~ 14 d内使用莫西沙星400 mg, q. i. d. ,最后细菌的消除率达到

93. 7% 1 这个临床的结论可以完全体现出子系统( 3)研究的必要性1 事实上,病原体细菌不可

能百分之百地被杀死,因此,我们希望进一步来考虑病原体细菌长期存在的情形1 
2. 2  持久性

定理 2  假设条件

  �L ( S
*
( t ) ) > DT + ln

1
(1- p )

( 8)
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成立1 即,当条件( 7)成立, 则系统( 2)是持久的1 

注记 4 由定理 1 和 2 易知,当 T > [�L ( S * ( t ) ) + ln( 1- p ) ] / D ,则( S * , 0) 是全局渐稳的, 然而,如果 T

< [�L ( S
*
( t ) ) + ln( 1- p ) ] / D , 则( S

*
, 0) 会失去其稳定性,并且得到该系统是持久的1 

注记 5 定理 2 推广了文献[ 7]中的定理 3. 31 

接下来,主要研究临界状态

  T =
�L ( S*

( t ) ) + ln(1- p )
D

1 

2. 3  分支

改进文献[ 12]中的方法(又可参见文献[ 16] ) ,并且用 5( t ; X 0) = ( 51( t , X 0) , 5 2( t , X 0) )

来表示满足初始条件 X 0 = ( x
1
0, x

2
0) 的与系统( 2)相对应的无脉冲系统的解1 

定义算子 I 1, I 2: R
2 y R

2
,

  I 1( x 1, x2) = ( x 1, (1- p ) x 2) , I2( x1, x 2) = ( x 1+ TS1, x 2)

及两个映射 F1, F2: R
2 y R,

  F1( x 1, x 2) = ( S0- x 1)D - x 2
P( x 1)

C( x 1)

和

  F2( x 1, x 2) = x 2( P ( x1) - D) ,

而且, F: R
2 y R

2
,

  F( x 1, x 2) = ( F1( x 1, x 2) , F 2( x 1, x 2) ) 1 

接下来,系统( 2)的周期解问题可以转化为不动点问题1 定义 7 : [ 0, ] ) @ R
2 y R

2
,

  7 ( T , X 0) = I 2( (1- �l ) T ; I1(�lT , X 0) ) ,

且

  7 ( T , X 0) = ( 7 1( T , X 0) , 7 2( T , X 0) )1 
则 X 是系统(2) 的 T 周期解当且仅当X 0是算子 7 ( T , #) 的不动点, 其中 X (0) = X 01 
易知

  DX 7 ( T , X ) = DX 5( (1 - �l ) T ; I 1( 5(�lT , X ) ) )
1 0

0 1- p
DX 5(�lT ; X )1 

令 X0 = ( x 0, 0) 为周期解( S
*
( t ) , 0) 的初始条件,其中 x 0 = S

*
(0) 1 易得

  DX 7 ( T , X 0) =
d11 d12

0 d22
,

其中

  d11 = e
- DT

,

  d12 = - e- DT (1- p )Q
T

�lT

P ( S
*
( s ) )

C( S*
( s) )

eQ
s

0
[ P(S

*
( N))- D] dN+ Ds

ds +

    Q
�lT

0

P ( S
*
( s) )

C( S *
( s ) )

eQ
s

0
[ P (S

*
( N) )- D] dN+ Ds

ds ,

  d22 = (1 - p ) eQ
T

0
( P(S * ( s) )- D )ds

1 
记

  S = T + �S, X = X 0+ �X 1 
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则

  X 0+ �X = 7 ( T + �S, X 0+ �X )1 
令

  ( (�S, �X ) = X 0+ �X - 7 ( T + �S, X 0+ �X ) ( 9)

和

  ( (�S, �X ) = ( ( 1(�S, �X ) , ( 2(�S, �X ) ) 1 
易知

  DX ( (0, (0, 0) ) = E2- DX 7 ( T , X 0) =
1- d11 - d 12

0 1- d22

=
a

c
0 b

c
0

0 d
c
0

1 ( 10)

在平凡周期解 ( S
*
( t ) , 0) 的附近出现分支周期解的必要条件是

  det[ DX ( (0, (0, 0) ) ] = 01 
由于 a

c
0 X 0,则 d

c
0 = 0, 即

  (1 - p ) eQ
T

0
(P( S

*
( s))- D) ds

= 1 Z �L ( S
*
( t ) ) = DT + ln

1
1 - p 1

1 ( 11)

易知

  dim(Ker[ DX ( (0, (0, 0) ) ] ) = 1,

以及 Ker[ DX ( (0, (0, 0) ) ] 中的一个基(- b
c
0/ a

c
0, 1) 1 则 ( (�S, �X ) = 0等价于

  
( 1(�S, AY0+ zE0) = 0,

( 2(�S, AY0+ zE0) = 0,

其中

  E0 = (1, 0) , Y0 = (- b
c
0/ a

c
0, 1)

和    �X = AY0+ zE0 = ( A(- b
c
0/ a

c
0) + z , A) 1 

令

  f 1(�S, A, z ) = ( 1(�S, AY0+ zE0) , ( 12)

  f 2(�S, A, z ) = ( 2(�S, AY0+ zE0) 1 ( 13)

考虑以下系统

  
f 1(�S, A, z ) = 0,

f 2(�S, A, z ) = 01 
由于

  
5f 1
5z ( 0, 0, 0) =

5 ( 1

5x 1
(0, (0, 0) ) = a

c
0 X 0,

由隐函数定理可得 z = z (�S, A) 使得 z (0, 0) = 0以及

  f 1(�S, A, z (�S, A) ) = ( 1(�S, AY0+ z (�S, A) E0) = 01 
易得

  
5 ( 1

5x 1
(0, (0, 0) )

5x 1

5A(0, 0) +
5x 1

5z
5z
5A(0, 0) +

5 ( 1

5x 2
(0, ( 0, 0) )

5x2
5A(0, 0) = 01 

由( 10)式得

  5 z
5A(0, 0) = 01 ( 14)

易得

  5z
5�S( 0, 0) =

1

a
c
0
[ (- DS

*
( T ) + DS0) (1 - �l ) +
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    e- D (1- �l )T
(- DS

*
(�lT ) + DS0)#�l ] =

    -
D

a
c
0
( S

*
( T) - S0) 1 

接下来,考虑以下决定方程的可解性

  f 2(�S, A, z (�S, A) ) = ( 2(�S, AY0+ z (�S, A) E0) = 01 ( 15)

其解的个数等于方程( 2)周期解的个数[ 17] 1 
记

  f (�S, A) = f 2(�S, A, z (�S, A) ) 1 ( 16)

首先,得

  f (0, 0) = ( 2(0, ( 0, 0) ) = 01 
其次,易知

  5f
5A(0, 0) = 1-

5 52

5x 2
( (1 - �l ) T ; I 1( 5 (�lT ; X 0) ) ) (1 - p )

5 52

5x2
(�lT ; X 0) =

    d
c
0 = 01 ( 17)

显然

  5f
5�S( 0, 0) = 01 ( 18)

最后,根据计算可得

  52f
5�S2(0, 0) = -

52 52

5�S2
( (1- �l ) T ; I 1( 5 (�lT ; X 0) ) ) (1 - �l )

2
= 0, ( 19)

  52f
5A2

(0, 0) > 0 ( 20)

和

  52f
5�S2(0, 0) = 01 ( 21)

故

  f (�S, A) =
52
f

5A5�S( 0, 0) A�S+
1
2
52f
5A2

(0, 0)

> 0

A
2
+ o(�S, A) (�S

2
+ A

2
) 1 

考虑以下两种情形:

情形 Ñ  假设

  52f
5A5�S(0, 0) < 01 ( 22)

令 A= k�S; k = k (�S) 1 易得

  f (�S) = �S
2 52

f
5�S5A(0, 0)

< 0

k +
1
2
52
f

5 A2
(0, 0)

> 0

k
2
+ o (�S, k�S) (1+ k

2
) 1 

显然

  52f
5�S5 A(0, 0)

< 0

k +
1
2
52
f

5A2
(0, 0)

> 0

k
2
+ o(�S, k�S) (1 + k

2
) = 0

有一个非平凡的解 k = k (�S) 如果 �S是充分小的正数1 
故有

定理 3  假设条件( 11)和( 22)成立1 则存在 : > 0使得对于所有的0 < �S< : ,系统(2) 存
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在一个满足初始条件 X 0+ A(�S) Y0+ z (�S, A(�S) ) E0 的非平凡的周期解, 且周期为 T + �S1 
情形 Ò  假设

  52f
5A5�S(0, 0) > 0, ( 23)

则可以得到与定理 3相类似的结论1 
定理 4  假设条件( 11)和( 23)成立1 则存在 : > 0使得对于所有的 0 < �S < : ,系统(2) 存

在一个满足初始条件 X 0- A(�S) Y0+ z (�S, - A(�S) ) E 0非平凡的次临界分支周期解,且周期为

T + �S1 

注记 6 在分支存在性问题的讨论上还可以考虑用�S = kA或(�S = - kA) ; k = k ( A) 来替代 A(�S) 1 

注记 7 条件( 11)的确定形式如下:

  LmT =
LmKm

D(K m+ S0)
ln

( Km + S0) ( e
DT - 1) + TS1

( Km + S 0) (1 - e- DT) + TS1
+ DT + ln

1
1- p

1 ( 24)

如果选 p 为分支参数,则出现分支的临界条件为

  p * = 1- 1 exp LmT -
LmKm

D(K m+ S0)
ln

( Km + S0) ( e
DT - 1) + TS1

( Km + S 0) (1 - e- DT) + TS1
- DT 1 ( 25)

类似地,也可选 T 为分支参数1 

3  数 值模 拟
考虑以下系统

Sc( t ) = (1- S ) - x
2S/ (0. 58+ S )

1+ 50S2 ,

xc( t ) = x
2S

0. 58+ S
- 1 ,

  t X 2 n -
1
2

, t X 2n , n I N,

$S ( t ) = 0,

$x ( t ) = - 0. 579 2x ( t ) ,
  t = 2 n -

1
2

,

$S ( t ) = S1T ,

$x ( t ) = 0,
  t = 2n,

x (0) = 10, S (0) = 5. 81 

( 26)

( a) 0 [ S 1 [ 2. 5 ( b) 1. 2 [ S 1 [ 2 (放大图)

图 1  微生物 x 的分支图 ( S(0) = 5. 8, x (0) = 10)
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( a) S1 = 0. 2 ( b) S 1 = 1. 2 (放大图) ( c) S1 = 1. 36

图 2 脉冲扰动系统( 26)的动力学行为

( a) S1 = 1. 41 ( b) S 1 = 1. 55 ( c) S1 = 1. 628

图 3 脉冲扰动系统( 26)的动力学行为

( a) 营养基的时间序列图 ( b) 微生物种群的时间序列图 ( c) 系统( 26)的相图

图 4 脉冲扰动系统( 26)的动力学行为 ( S 1 = 1. 626)

当 S 1 < 0. 5, ( S*
( t ) , 0) 是全局渐稳的,然而当 S1 > 0. 5, 系统( 26)是持久的1 

分支图(图 1)表明当 S1从 0到 2. 5增加时,培养基中微生物种群经历复杂的动力学过程:

灭绝y周期解 y 拟周期振荡y周期解 y拟周期振荡 y 周期解 y倍周期级联 y 混沌 y 周
期解1 

当 S1 = 0. 2( < 0. 5) 时, ( S
*
, 0) 是全局渐稳的(见图 2( a) ) 1 随着 S1 的增加以及超越其

临界值 S1 = 0. 5,平凡的周期解失稳从而产生超临界分支(52
f (0, 0) / (5A5�S) = - 0. 293 792 <

0) 1 
从图 2( b) ( S1 = 1. 2,其它参数与系统(26) 一致) 可以观察到唯一的极限环 1 随着 S1的
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增加, 系统( 26)的所有解最终在此极限环附件振荡(见图 2( c) ) 1 随后,扰动系统的轨线会趋

于一个7T 周期解(见图 3( a) ) 1 类似的 6T 周期解情形可在图 3( b)中发现1 在图 4( c)中可以

观察到混沌吸引子 ( S1 = 1. 626) 1 而且 S 和x 的时间序列图也能反映混沌现象(见图 4( a)和

图4( b) ) 1 略微增加 S1( S1 = 1. 628) 可以使系统的动力性态/稳定化0, 而且系统的轨线会再
次趋于一个5T 周期解(见图 3( c) ) 1 

4  结   论

1) 建立了一个具有变消耗率的营养基-微生物脉冲微分模型, 模型的脉冲作用体现在周

期性地脉冲注入常数浓度的营养基,同时微生物种群的浓度由于受到周期性脉冲式注入抗生

素的作用而产生脉冲扰动,并且这两个脉冲作用不是同步进行的1 
2) 得到了一组与阈值相类似的条件来保证系统半平凡周期解的全局渐稳性, 系统持久性

以及出现分支周期解1 最后进行了数值模拟1 
3) 数值模拟结果表明,系统( 2)的非平凡周期解也许是稳定的1 而且脉冲周期越大, 微生

物种群的浓度就越高1 因此, 要合理控制微生物的浓度低于某个水平就需要选择合理的周期

T1 这一数学结论很好地解释了临床治疗社区获得性肺炎给予莫西沙星 400 mg 口服每天 1

次1 
文中假设的是药物在瞬间会对病原微生物起作用,并导致其浓度依比例减少1 从药物(代

谢)动力学的观点看,应该在系统中引入一个新的变量来表示药物本身1 这是我们今后的研究
方向1 
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Abstract: A new model of a chemostat with variable yield and non- synchronous impulsive effect was

proposed and investigated. It is observed that a set of threshold-like conditions guaranteeing the global

stability of sem-i trivial periodic solution, the permanence of the system and then a bifurcation of a

nontrivial solution arises. Finally, the dynamics of the model was also illustrated by means of a few

numerical experiments and computational simulations.

Key words: chemostat; impulsive differential equation; permanence; extinction; fixed point ap-

proach; bifurcation
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