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摘要:  考虑带附加噪声的随机广义 2D Ginzburg-Landau 方程1 通过先验估计的方法, 随机动力系

统的紧性得到证明,进一步验证了该随机动力系统在H 1
0存在随机整体吸引子1 

关  键  词:  随机广义 2D Ginzburg-Landau方程;  随机动力系统;  随机整体吸引子

中图分类号:  O175   文献标识码:  A

DOI: 10. 3879/ j. issn. 1000-0887. 2009. 08. 001

引   言

复Ginzburg-Landau方程是关于非平衡流体动力系统和化学系统的不稳定、超导和超流体、

非线性光纤和 Bose-Einstein凝聚及其空间模型描述的重要模型1 它是一个非常有趣的模型1 
非线性 SchrÊdinger方程是一Hamilton系统,在有限时间拥有局部奇异解, 复 Ginzburg-Landau方

程是非线性SchrÊdinger方程的耗散情形1 有许多论文关于 Ginzburg-Landau方程的研究[ 1- 9] 1 

Guo和Wang[ 9]研究了广义 2D Ginzburg-Landau方程

  du
d t

= Qu + (1 + iC)$u - (1+ iL) | u |
2R

u + AK1# (̈ | u |
2
u) +

    B( K2#¨u) | u |
2
,

在条件 vD> 0, 使得

  3 [ R [ 1

1+ ( L- MD2) / (1+ D2) - 1

成立的条件下, 整体吸引子的存在性1 
本文考虑上述方程中 R= 3时带随机外力项扰动的随机广义 2D Ginzburg-Landau方程, 即

  du = ( Qu + (1+ iC) $u - (1 + iL) | u |
6
u +

    AK1# (̈ | u |
2
u) + B( K2# ü) | u |

2
)dt + 5dW1 ( 1)

周期边界条件和初始条件为
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  u 是D- 周期的, u( x , t 0) = u0( x ) , ( 2)

其中 u ( x , t , X) 是未知复值函数, x I D = [ 0, 1] @ [ 0, 1] , t > 0, X I 8, $是Laplace算子, 5

是线性算子, Q> 0, C, L, A, B是实参数, K1, K2是复参数 1 W关于时间是双边柱形Wiener过

程,它是定义在适应于 F t t \0的完全概率空间( 8, F , P )中的取值于 L
2
(0, 1) 上的函数,可被

写为

  W( t) = 6
]

k= 0
wkek ,

其中 wk ( k I N) 是相互独立的 Brown序列, ( ek) k I N是 L
2
( D) 上的正交基1 

令 8 = X I C (R, U) | X( 0) = 0 ,其中 U是一个Hilbert空间并且满足L
2
( D ) < U是

一个Hilber-t Schmidt嵌入的,则 W( t) 是取值于 U的随机过程,且其对应的随机变量属于 C(R,

U) 1 5 是L
2
( D) 上的有界线性算子1 

本文的目的是证明问题( 1)、( 2)在 H
1
0上存在随机吸引子 1 为此,需证明 u( t ) 关于时间

在不同空间的一致有界性1 古典的技巧在这里已经不再适用,我们应用类似于文献[ 10-13]中
的方法来解决问题1 

1  随机动力系统预备知识

本节给出随机动力系统的一些相关知识1 设 ( 8, F , P ) 是一个概率空间, Ht : 8 y 8 ,

t I R
+ 是一簇保测度变换, 并且映射( t , X) | y Ht X是可测的, H0 = IX ( X 上的密度) , Ht+ s =

Ht. Hs,其中 s, t I R,则( Ht ) t I T 是一个流, ( ( 8, F , P ) , ( Ht ) t I T ) 是一个可测动力系统1 

定义 1  设 ( X , d) 是可分的距离空间, F 是 BorelR- 代数, Ht 是( 8, F , P) 对应的保测度

变换,若可测映射

  S: R
+ @ X @ 8 y X ,   ( t , x , X) | y S( t , X) x

在 X 上满足

� ) S (0, X) = IX ;

�) 对任意的 s, t I R, X I 8,有 S ( t + s , X) = S ( t , Hs X) . S ( s, X) , 其中.表示复合算
子;

� ) S ( t , X) : X y X 是连续的1 
那么称 S 是一个连续随机动力系统1 

定义 2  给定一个随机集 K , 集合

  8( K , X) = 8K ( X) = H
T \0

G
t \T

S( t , H- t X) K ( H- t X)

称为 K 的 8- 极限集1 
定义 3  假设 S 是随机动力系统, 存在随机紧集 X | y A ( X) 满足如下条件:

( � ) A ( X) 是严格不变的, 即对于所有 t > 0, S( t , X) A( X) = A ( Ht X) ;

( � ) A ( X) 吸引所有确定有界集 B < X 1 
那么称 A( X) 为 S 的随机吸引子1 

定理 1  假设 S 是 Polish空间 X 上的随机动力系统,若存在紧集 X | y K ( X) 吸收每一有

界非随机集 B < X , 那么集合

  A ( X) = G
B < X

8B ( X)

是 S 的随机吸引子1 
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2  方程的解以及随机动力系统的产生

本节证明问题( 1)、( 2)随机吸引子的存在性1 为此, 引入一些记号, + # +表示 L
2
( D) 范

数, ( #, #) 表示通常内积, + # +p 表示L
p
( D) 范数,其中 1 [ p [ ] ( + # +2 = + # +)1 

记 H = L
2
( D) , V = H

1
0( D ) , A = - 52/ 5x

2为定义在 D( A ) = H
2
( D) H V 无界线性算子,

由Lumer-Phillips定理, 线性算子 A 是压缩连续半群 expAt t > 0的无穷小生成元
[ 14] 1 

方程( 1)可写为

  du
d t

= Qu - (1 + iC) Au - (1+ iL) | u |
6
u + AK1# (̈ | u |

2
u) +

    B( K2#¨u) | u |
2
+ 5

dW
dt

1 ( 3)

5: H y D( A) 是线性算子1 引入如下带初值的线性方程[ 10] :

  dz ( t ) + (1+ iC) Az ( t )dt = 5dW( t) ,

初始条件为 z (0) = 01 众所周知,该方程的解 z 是Ornstein-Uhlenbeck过程, z I C ( [ 0, ] ] , V )

(见文献[ 12]中的Theorem 6. 10) , z 是稳态遍历过程,它的迹是 P-a. s.连续的,且对于任意 t和

s , 有

  z ( t , Hs X) = z ( t + s, X) ,   P-a. s.

又由于 z 是Gauss过程, 对任意的 q , r \ 1, E( | z ( t ) |
r
q ) 是有界的且不依赖于 t1 

设 B 是H 中的有界集,对于 t 0 < 0和 u ( t0) I B, 令

  v( t ) = u( t ) - z ( t ) ,   t \ t0,

其中 u 是方程(1)、(2) 的解 1 由方程(3) 和 v 的形式知, 随机过程 v 满足随机方程

  dv
dt

= Qv - Av - (1+ iL) | u |
6
u + AK1# (̈ | u |

2
u) +

    B( K2#¨u) | u |
2dt + Qz , ( 4)

  v( t 0, X) = v0( X) = u0- z ( t 0, X)1 ( 5)

类似于Guo 和Wang文献[ 9]中定理 3. 4的证明,易证,对于 P-a. s. X I 8, v0 I H
2
( D) ,存

在唯一解 v I C
1
( (0, T ) : H

2
( D) ) H C ( [ 0, T ) : H

2
( D) ) , PT < ] , 且对于 t \ t 0,映照 N=

v( t 0) | y v( t ) 从 V 到V 是连续的1 

对任意 v( t 0) = v 0, v( ( t , X; t 0, v0) ) 表示方程( 4)、( 5)的解,有

  u( t , X; t 0) = v ( ( t , X; t 0, u0- z ( t 0, X) ) ) + z ( t , X)1 
显然,由

  S( t , X; t 0) u0 = u( t , X; t0) = v ( ( t , X; t 0, u0- v ( t0, X) ) ) + z ( t , X)

定义了随机动力系统 ( S ( t , X; t 0) ) t \ t
0
, XI 8 , 称为由带附加噪声的随机广义 2D Ginzburg-Lan-

dau方程产生的流1 对于 t \ t 0,映照 X y S( t , X; t0) u0是可测的1 

3  随机吸引子的存在性

现证明 ( S( t , X; t0) ) t \t
0
, XI 8是紧的,且 t = 0时在 V存在紧吸收集1 令 v是方程(4)、(5)

的解,对于 X I 8 ,我们需要解 v 在H , V, H
2
( D) 上的先验估计 1 本文中, Ei ( i = 1, 2, ,, 13) ,

:i ( i = 1, 2, ,, 8) , ki ( i = 1, 2, ,, 8) , Ji ( i = 1, 2, ,, 14) , C 和 c表示依赖于方程( 1)系数的正

常数1 
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引理 1  设 u0 I H , +u0 + [ Q, 则存在确定的�t [ - 1和随机半径 r 1( X) > 0,使得对于

t 0 < �t ,方程(4) 的解 v( t , X; t0, u0- z ( t 0, X) ) 在[ t0, ] ) 上,有 v( t 0) = u0- z ( t 0) , 且满足

  +v( t , X; t0, u0- z ( t 0, X) ) +2 [ r
2
1( X) 1 

证明  方程( 4)与 v 作内积, 取实部,得到

  1
2
d+v +2

dt
- Q+v +2

+ + v̈ +2
=

    - Re(1+ iL) ( | u |
6
u, v) + ARe( K1# (̈ | u |

2
u) , v) +

    BRe( ( K2# ü) | u |
2
, v) + Q( z , v )1 ( 6)

首先,有

  Q( z , v) [ Q
2 +v +2

2+ c( Q) +z +2
21 ( 7)

式( 6)等号右边第 1项可估计为

  ( | u |
6
u , v ) = ( | v + z |

6
( v + z ) , v) [ -

1
2 +v +8

8+ c( L) +z +8
8, ( 8)

这里已运用Young不等式

  Q| v |
j
| z |

8- jdx [ S+v +8
8+ c( S) +z +8

8,   1 [ j < 8,

且令 S适当小1 
由HÊ lder 不等式和 Young 不等式, 式( 6)等号右边第 2、第 3项分别被估计为

  | ARe( K1# (̈ | u |
2
u) , v ) | [

    1
4

+ v̈ +2
+ C( A, K1) +v +6

+ c( A, K1) ( + z̈ +2
+ +z +6

) ( 9)

和

  BRe( ( K2# ü) | u |
2
, v) [

    1
4 + v̈ +2

2+ C( B, K2) +v +6
6+ c( B, K2) ( +z +6

6+ + z̈ +2
2) 1 ( 10)

由式( 6) ~ ( 10)得到

  d +v +2

dt
+ + v̈ +2 [

    - +v +8
8+ C( A, B, K1, K2) +v +6

6+ 3Q+v +2
+ g1( t ) , ( 11)

其中   g1( t ) = c( A, B, K1, K2, L, Q) ( +z +8
8+ +z +6

6+ + z̈ +2
+ +z +2

) 1 
注意到

  C( A, B, K1, K2) +v +6
6+ 3Q+v +2 [ 1

2
+v +8

8+ C( A, B, K1, K2, Q, D) 1 ( 12)

由式( 11)和( 12) , 得到

  
d +v +2

2

dt
+ + v̈ +2

2 +
1
2

+v +8
8 [ g2( t ) ,

其中   g2( t ) = g1( t ) + C 1 
再注意到

  +v +2
2 [ 1

2
+v +8

8+ C( D) ,

由此得

  
d +v +2

2

dt
+ + v̈ +2

2 + +v +2
2 [ g3( t ) ,
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其中   g3( t ) = g2( t ) + C 1 

由Gronwall不等式, 得

  +v( t ) +2
2 [ +v ( t 0) +2e- ( t- t

0
)
+ Q

t

t
0

g3( R) e- ( t- R) dR [

    2( +u( t 0) +2
+ +z ( t 0) +2

) e- ( t- s)
+ Q

t

- ]
g3( R) e- ( t- R)dR,

  对于 t 0 [ t [ 01 

取定 Q> 0,适当选择�t ,使得 Q2e- (�t- t
0
) [ 1, t0 [ �t 1 设

  r
2
1( X) = 2+ 2 sup

t
0

[ - 1
+z ( t0) +2es

+ Q
0

- ]
g3( R) e- ( t- R)dR1 

当 t y- ] , 对于 P-a. s. X I 8 , g 3( t ) \0至多以多项式增长, 从而 r 1是 P-a. s. 有限的[ 10] 1 
引理 2  下面不等式

  1
8
d
dt

+v +8
8 [

    -
1
4Q| v |

4
(7 ¨| v |

2 2dx - 6C¨| v |
2#i( v¨�v - �v v̈ ) +

    | v ¨�v - �v v̈ |
2
)dx -

1
2 +v +14

14+ : +$v +2
+ C+ v̈ +4

+ g5( t )

成立,其中 g5( t ) 由下面证明中给出1 

证明  方程( 4)与 | v |
6
v 作内积, 取实部,得到

  dv
dt

, | v |
6
v = ( Qv + (1+ iC) $v - (1+ iL) | u |

6
u +

    AK1# (̈ | u |
2
u) + B( K2# ü) | u |

2
+ Qz , | v |

6
v )1 ( 13)

首先,有

  Q( v , | v |
6
v) = QQ| v |

8#1dx [ 1
8

+v +14
14+ c( Q, D)1 ( 14)

方程( 13)左边项变为

  Re dv
dt

, | v |
6
v = Q

1

0
| v |

6Re v t�v dx =

    1
2Q

1

0
| v |

6Re( v t�v + �v t v)dx =
1
8
d
dt

+v +8
81 ( 15)

方程( 13)等号右边第 2项估计为

  Re(1 + iC) ( $v , | v |
6
v) =

    - Re(1+ iC)Q3 v̈ �v | v |
4¨| v |

2
dx - Q| v̈ |

2
| v |

6
dx =

    -
3
2Q| v |

4 ¨| v |
2 2dx +

3C
2Q| v |

4¨| v |
2#i( v ¨�v - �v v̈)dx -

    Q| v̈ |
2

| v |
6dx1 

由于

  | v |
2

| v̈ |
2

=
1
4
¨| v |

2 2
+

1
4

| v¨�v - �v v̈ |
2
,

从而

  Re(1 + iC) ( $v , | v |
6
v) =
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    -
1
4Q| v |

4
(7 ¨| v |

2 2dx - 6C¨| v |
2#i( v¨�v - �v v̈ ) +

    | v ¨�v - �v v̈ |
2
)dx 1 ( 16)

方程( 13)等号右边第 3项估计为

  - Re(1+ iL) ( | u |
6
u, | v |

6
v ) [ -

1
2 +v +14

14+ c( L) +z +14
14, ( 17)

这里已运用Young不等式得到下面的不等式:

  Q| v |
14

| z |
14- jdx [ Sc+v +14

14+ c( Sc) +z +14
14,   7 [ j < 14,

且令 Sc适当小1 
方程( 13)等号右边第 4项估计为

  Re( B( K2# ü) | u |
2
, | v |

6
v ) =

    | BK2 | Q( | v |
9

| v̈ | + 2 | v |
8

| v̈ | | z | + | v |
7

| v̈ | | z |
2
) dx +

    | BK2 | Q( | v |
9

| z̈ | + 2 | v |
8

| z̈ | | z | + | v |
7

| z̈ | | z |
2
)dx1 ( 18)

由于 Gagliardo-Nienberg 不等式,可得

  +v +4 [ c +v +1/ 2
H
1 +v +1/ 2

,   Pv I V;

  +v +8 [ c +v +H
H
2 +v +1- H

q ,   Pv I H
2
,

其中当1 < q < 8时, H= (8 - q ) / (4q + 8) ,当 q \ 8, H= 01 

可推得

  + v̈ +2
4 [ c + v̈ +H

1 + v̈ + [ c +v +H
2 +v +H

11 
方程( 18)等号右边第 1项估计为

  | BK2 | Q| v |
9

| v̈ | dx [

    c | BK2 |
2 + v̈ +2

4 +v +4
8 +

1
144

+v +14
14 [

    c | BK2 |
2 +v +1+ 4H

H 2 +v +H
1 +v +4(1- H)

q +
1
144+v +14

14 [

    :c1 +v +2
H
2 + c( :c1) | BK2 |

4/ ( 1- 4H) +v +2/ (1- 4H)

H
1 +v +8( 1- H) / (1- 4H)

q +

    1
144

+v +14
14 [   ( q > 3和 P0 < C [ 1)

    :c1 +v +2
H
2 + k

c
1+v +4

H
1 + c( :c1, k

c
1) | BK2 |

8/ (1- 8H) +v +16(1- H) / ( 1- 8H)
q +

    1
144

+v +14
14 [   q >

14
3

    c :c1 +$v +2
+ ck

c
1 + v̈ +4

+
1
144

+v + q
q +

    c( :c1, k
c
1, D) | BK2 |

8q / ( q- 8q H- 16+ 16H)
+

1
144

+v +14
14 [   q >

34
3

    :1 +$v +2
+ k1 + v̈ +4

+
1
72+v +14

14+ c( : 1, k1, D ) | BK2 |
16

  q = 14 >
34
3

1 

方程( 18)等号右边第 2项估计为

  2 | BK2 | Q| v |
8

| v̈ | | z | dx [
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    :2 +$v +2
+ k2 + v̈ +4

+
1
72

+v +14
14+

    c( :2, k 2) | BK2 |
28/ 5 +$z +28/ 10+ z̈ +28/ 10

,

这里已运用Agmon不等式 +z + ] [ c +$z +1/ 2 + z̈ +1/ 21 
方程( 18)等号右边第 3项估计为

  | BK2 | Q| v |
7

| v̈ | | z |
2dx [

    :3 +$v +2
+ k3 + v̈ +4

+
1
72

+v +14
14+ c( : 3, k3) | BK2 |

4 +z +8
81 

类似地,可得

  | BK2 | Q| v |
9

| z̈ | dx [ 1
72

+v +14
14+ c | BK2 |

14/ 5 + z̈ +14/ 5
14/ 5,

  2 | BK2 | Q| v |
8

| z̈ | | z | dx [

    1
72

+v +14
14+ c | BK2 |

7/ 3+ z̈ +7/ 3
7/ 3 +$z + + z̈ +

和

  2 | BK2 | Q| v |
7

| z̈ | | z |
2dx [

    1
72

+v +14
14+ c | BK2 |

2
( + z̈ +4

4 + +z +8
8) 1 

综合上面讨论, 方程( 18)可估计为

  Re( B( K2# ü) | u |
2
, | v |

6
v ) [

    :4 +$v +2
+ k4 + v̈ +4

+
1
12+v +14

14+ g 4( t ) , ( 19)

其中 : 4 = :1 + : 2+ : 3, k4 = k 1+ k 2+ k 3及

  g4( t ) = c( : 1, k 1, D) | BK2 |
16

+ c( : 2, k 2) | BK2 |
28/ 5+$z +28/ 10 + z̈ +28/ 10

+

    c( :3, k 3) | BK2 |
4+z +8

8 + c | BK2 |
14/ 5 + z̈ +14/ 5

14/ 5+

    c | BK2 |
7/ 3 + z̈ +7/ 3

7/ 3 +$z + + z̈ + + c | BK2 |
2
( + z̈ +4

4+ +z +8
8)1 

由于

  (̈ | u |
2
u) = u¨| u |

2
+ | u |

2
ü = 2 ü | u |

2
+ u

2¨�u,

得到

  Re( AK1# (̈ | u |
2
u) , | v |

6
v) [

    | AK1 | Q(3 | v̈ | | v |
2
+ 3 | v̈ | | z |

2
+ 3 | v |

2
| z̈ | ) | v |

7dx +

    | AK1 | Q(3 | v |
2

| z̈ | + 6 | v | | z̈ | | z | + 3 | z̈ | | z |
2
) | v |

7
dx1 

类似于上面讨论,得到

  Re( AK1# (̈ | u |
2
u ) , | v |

6
v ) [

    :5 +$v +2
+ k5 + v̈ +4

+
1
12

+v +14
14+ g 4( t ) , ( 20)

  Q( z , | v |
6
v ) [ 1

12
+v +14

14+ c( Q) +z +2
21 ( 21)

综合式( 14) ~ ( 21) ,方程( 13)变为

  1
8
d
dt

+v +8
8 [
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    -
1
4Q| v |

4
(7 ¨| v |

2 2dx - 6C¨| v |
2#i( v¨�v - �v v̈ ) +

    | v ¨�v - �v v̈ |
2
)dx -

1
4

+v +14
14+ : +$v +2

+ k + v̈ +4
+ g 5( t ) ,

其中 : = : 4+ : 5, k = k4+ k5, g5( t ) = 2g 4( t ) + c( Q, D) + c( L) +z +14
14+ c( Q) +z +2

21 

引理 2成立1 
引理 3  如果下面给定的矩阵M是非负定的, u0 I V, + u0+ [ Q,则存在确定的�t [ - 1

和随机半径 r2( X) > 0,使得对于 t0 < �t , 方程(4) 的解 v( t , X; t 0, u0- z ( t 0, X) ) 在[ t 0, ] ) 上,

有 v ( t0) = u0- z ( t 0) , 且满足

  + v̈ ( t , X; t 0, u0- z ( t 0, X) ) +2 [ r
2
2( X)1 

证明  方程( 4)与 $v 作内积,取实部,得到

  1
2
d+ v̈ +2

dt
- Q+ v̈ +2

+ +$v +2
= - Re(1+ iL) ( | u |

6
u, $v) +

    ARe( K1# (̈ | u |
2
u) , $v ) + BRe( ( K2# ü) | u |

2
, $v ) + Q( z , $v )1 ( 22)

首先,有

  Q( z , $v ) [ : 6+$v +2
+ c( :6) +z +2

21 ( 23)

由方程( 22)等号右边第 1项,得到

  - Re(1+ iL) ( | u |
6
u, $v) =

    - Re( (1 + iL) ( | v |
6

+ 2 | v |
4
v �z + 2 | v |

2
v
2
�z
2
+ v

3
�z
3
+

    2 | v |
4
�vz + 4 | v |

4
| z |

2
+ 4 | v |

2
| z |

4
+ 2 | z |

2
v
2
�z
2
+

    �v 3z 3+ 2 | z |
2
�v
2
z
2
+ 2 | z |

4
�vz + 2 | z |

2
�vz + | z |

6
) ( v + z ) , $v )1 ( 24)

因此

  Re(1 + iL) ( | v |
6
v, $v) = -

1
4Q| v |

4
(7 ¨| v |

2 2
dx -

    6L¨| v |
2#i( v¨�v - �v v̈ ) + | v¨�v - �v v̈ |

2
)dx1 ( 25)

由于

  Q| $v | | v |
i

| z |
6- idx [ Ei +$v +2

+ Ji +v +14
14+

    c( Ei , Ji ) +$z +28(6- i ) / (7- i ) + z̈ +28(6- i ) / (7- i )
,   0 [ i [ 6, ( 26)

由式( 25)、( 26) ,式( 24)可估计为

  - Re(1+ iL) ( | u |
6
u, $v) [

    -
1
4Q| v |

4
(7 ¨| v |

2 2dx - 6L¨| v |
2#i( v �̈v - �v v̈) +

    | v ¨�v - �v v̈ |
2
)dx + E7 +$v +2

+ J7 +v +14
14+

    6
6

i= 0

c( Ei , L) +$z +28( 6- i) / ( 7- i) + z̈ +28( 6- i) / (7- i )
, ( 27)

其中   6
6

i= 0
Ei = : 7, 6

6

i= 0
Ji = J71 

由方程( 22)等号右边第 2项和第 3项,分别得到

  Re( AK1# (̈ | u |
2
u ) , $v ) [

    | AK1 | Q(3 | v̈ | | v |
2
+ 6 | v̈ | | v | | z | +
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    3 | v̈ | | z |
2
) | $v | dx + | AK1 | Q(3 | v̈ | | z |

2
+ 3 | v |

2
| z̈ | +

    6 | v | | z̈ | | z | + 3 | z̈ | | z |
2
) | $v | dx

和

  Re( B( K2# ü) | u |
2
, $v ) [

    | BK2 | Q( | v̈ | | v |
2
+ 2 | v̈ | | v | | z | + | v̈ | | z |

2
) | $v | dx +

    | BK2 | Q( | v |
2

| z̈ | + 2 | v | | z̈ | | z | + | z̈ | | z |
2
) | $v | dx 1 

由HÊ lder 不等式和 Young 不等式, 有

  ARe( K1# (̈ | u |
2
u) , $v) + BRe( ( K2# ü ) | u |

2
, $v) [

    :14 +$v +2
+ k + v̈ +4

+ J12 +v +14
14+ g6( t ) , ( 28)

其中

  : 8 = 6
13

j= 8

Ej , J12 = 6
11

j= 8

Jj , k = 6
8

j= 6

kj ,

  g6( t ) = c( : 8, k 6, J8, , A, B, K1, K2, D) + c( : 9, k7, J9, A, B, K1, K2) +z +7
7+

    c( :10, k 8, A, B, K1, K2) +z +8
8+ c( : 11, J10, A, B, K1, K2) + z̈ +14/ 5

14/ 5+

    c( :12, J11, A, B, K1, K2, +$z + + z̈ +) + z̈ +7/ 3
7/ 3+

    c( :13, A, B, K1, K2) ( + z̈ +4
4+ +z +8

8)1 

综合式( 22)、( 23)、( 27)、( 28) , 式( 22)变为

  1
2
d+ v̈ +2

dt
- Q+ v̈ +2

+ +$v +2 [

    -
1
4Q| v |

4
(7 ¨| v |

2 2dx - 6L¨| v |
2#i( v �̈v - �v v̈) +

    | v ¨�v - �v v̈ |
2
)dx + : +$v +2

+ k + v̈ +4
+ J +v +14

14+ g7( t ) , ( 29)

其中

  : 6+ : 7+ : 8 = : , 6
11

i= 0

Ji = J,

  g7( t ) = g6( t ) + c( : 6) +z +2
2+

    6
6

i= 0
c( Ei , L) +$z +28( 6- i) / ( 7- i) + z̈ +28( 6- i) / (7- i ) 1 

由方程( 29)和引理 2,得到

  1
2
d
dt

+ v̈ +2
+

D2

4
+v +8

8 - Q+ v̈ +2
+ +$v +2

+
D2

4
+v +14

14 [

    -
1
4Q| v |

4
(7(1+ D2) ¨| v |

2 2dx -

    6( L+ CD2) ¨| v |
2#i( v¨�v - �v v̈ ) + (1+ D2) | v ¨�v - �v v̈ |

2
)dx +

    : (1+ D2) +$v +2
+ k (1+ D2) + v̈ +4

+ J+v +14
14+ g 8( t ) ,

其中 g8( t ) = g7( t ) + g5( t ) D2, 且选择 : 适当小,使得 1- : (1+ D2) > 01 
上面不等式的积分是一个二次型, 如果它的矩阵

  M =
7(1+ D2) 3( L+ CD2)

3( L+ CD2) 1+ D2
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是非负定的,即

 7(1+ D2) \ 3( L+ CD2) , ( 30)

那么,二次型也是非负定的,从而积分是非正的1 

另外有

  Q+ v̈ +2 [ k + v̈ +4
+ c( k , D) 1 

选择适当的 : 和 k , 使得

  : (1 + D2) +$v +2
+ k (2 + D2) + v̈ +4 [ 1

4
+$v +21 ( 31)

由于

  + v̈ +2
= - ( $v, v) [ +$v + +v + [ r1( X) +$v +   (由引理 1) , ( 32)

从而有

  + v̈ +2 [ 1
4

+$v +2
+ cr

2
1( X) 1 ( 33)

令 J [ D2/ 8, 且注意到

  D2

4 +v +8
8 =

D2

4Q| v |
8
dx [ D2

8 +v +14
14+ c( D, D) 1 ( 34)

由式( 30) ~ ( 34) , 可得

  1
2
d
dt

+ v̈ +2
+

D2

4 +v +8
8 +

1
4 +$v +2

+ + v̈ +2
+
D2

4 +v +8
8 [

    g8( t ) + c( D, D ) r
2
1( X)1 ( 35)

由Gronwall不等式, 对于 t 0 [ s [ t , 得到

  + v̈ ( t ) +2
+
D
2

4
+v( t ) +8

8 [

    + v̈ ( s) +2
+
D
2

4
+v( s) +8

8 e- 2( t- s)
+

    2Q
t

s
( g8( S) + c( D, D) r

2
1( X) ) e

- ( t- S)
dS1 

对于 t = - 1, s = t0, 有

  + v̈ (- 1) +2
+
D
2

4 +v (- 1) +8
8 [

    + v̈ ( t 0) +2
+
D2

4 +v( t 0) +8
8 e

- 2(- 1- t
0
)
+

    Q
- 1

- ]
( g8( S) + c( D, D) r

2
1( X) ) e- ( t- S)dS1 ( 36)

适当选择�t ,使得(1 + D
2
/ 4) Q

2 [ 11 令

  r
2
2( X) = 2+ 2 sup

s [ - 1
+z ( t 0) +2e2t

0+

    Q
- 1

- ]
( g8( S) + c( D, D) r

2
1( X) ) e- ( t- S)dS1 

当 t y- ] , g 8( t ) \ 0至多以多项式增长,从而 r 2是 P-a. s. 有限的1 
引理 4  如果矩阵 M是非负定的, u0 I V, +u0 + [ Q,则存在确定的�t [ - 1和随机半径

r 3( X) > 0,使得对于 t 0< �t ,方程(4) 的解 v ( t , X; t 0, u0- z ( t 0, X) ) 在[ t0, ] ) 上,有 v( t 0) =

u0- z ( t0) , 且满足
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  +$v(0, X; t 0, u0- z ( t 0, X) ) +2 [ r
2
3( X)1 

证明  方程( 4)与 $
2
v 作内积, 取实部,得到

  1
2
d+$v +2

dt
- Q+$v +2

+ +$ v̈ +2
= - Re(1+ iL) ( | u |

6
u, $2v) +

    ARe( K1# (̈ | u |
2
u) , $2v) + BRe( ( K2# ü) | u |

2
, $2v ) + Q( v, $2v )1 ( 37)

由于

  ( | u |
6
u , $

2
v ) = ( | u |

6
u, $

2
u ) - ( | u |

6
u, $

2
z )

以及

  + ü +4 [ + $̈u +1/ 2 +u +1/ 2
, +u +24 [ + $̈u +2/ 27+ u +25/ 27

8 ,

由方程( 37)等号右边第 1项,得到

  - Re(1+ iL) ( | u |
6
u, $2u ) [ 1

4
+ $̈u +2

+ c( L) +u +18 +u +200
8 1 

类似地,可估计方程( 37)等号右边第 2项和第 3项:

  ARe( K1# (̈ | u |
2
u) , $

2
v) + BRe( ( K2# ü) | u |

2
, $

2
u ) [

    1
4

+ $̈u +2
+ c( A, B, K1, K2) + u +20

8 1 

+u +8
8 的有界性容易从式( 36)得到1 

综合上面不等式,可得

  1
2
d+$v +2

dt
+

1
2 +$ v̈ +2 [ Q+$v +2

+ C 1 

在任意区间 [ s, 0] 上积分,得到

  +$v(0) +2 [ ( +$v( s) +2
) - Cs + 2QQ

0

s
+$v( R) +dR1 

关于 s 在区间[ - 1, 0]上积分,得到

  +$v(0) +2 [ Q
0

- 1
( +$v( s ) +2

)ds + C + 2QQ
0

- 1
+$v( R) +dR1 

Q
0

- 1
+$v ( R) +dR的有界性从(35) 易得出 1 因此,存在随机半径 r

2
3( X) 使得

  +$v(0, X; t 0, u0- z ( t 0, X) ) +2 [ r
2
3( X)1 

综合引理 1~ 4, 得到结论1 
定理 2  带附加噪声的随机广义 2D Ginzburg-Landau 方程的随机流 ( S ( t , s ; X) ) t \ s , XI 8 ,

在定理1意义下存在紧的吸引子1 
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Asymptotic Behavior of the 2D Generalized Stochastic

Ginzburg-Landau Equation With Additive Noise

LI Dong-long1,  GUO Bo-ling2

( 1. Departm ent of Informat ion and Com puting Scien ce ,

Guangx i Univer sity of Techn ology , Liuzhou , Gu angx i 545006, P . R . China ;

2. In stitute of Applied Phy sics and Com putati ona l Mathem atics ,

Beijing 100081, P . R . China )

Abstract: The 2D generalized stochastic Ginzburg-Landau equation with additive noise is considered.

The compactness of the random dynamical system was established by a priori estimates method, which

shows that the random dynamical system possesses a random attractor in H1
0.

Key words: 2D generalized stochastic Ginzburg-Landau equation; random dynamical system; random

attractor
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