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摘要: � 通过分析几种估计增长网络度分布方法的缺点, 提出估计度分布的差分方程方法, 不仅

避免了复杂网络分析中将离散问题连续化带来的逻辑矛盾, 也避免了网络稳态度分布存在性的假

设�� 利用这个方法给出 Poisson 增长择优连接网络的度分布公式,借助 Poisson 过程理论和 Gamma

分布的性质严格证明 Poisson 增长择优连接网络是无标度网络��
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引 � � 言

网络在我们的日常生活中无处不在,网络中的节点和连线是广义的,它可以用来描述人与

人之间的社会关系, 物种之间的捕食关系,计算机之间的网络连接关系,网页之间的超链接和

科学家之间的合作关系等�� 上世纪随机图( ER模型)理论一直被很多科学家用来描述复杂网

络�� ER模型刻画了现实网络中的随机性, 其度分布是 Poisson分布[ 1] �� Price 在 1965年研究科

技文献引文网时发现度分布具有幂律性
[ 2]

,并在 1976年对科技文献引文网模型进行了理论分

析[ 3] �� 由于 40年前人们对 Internet, WWW网络的应用和认识有限, Price的工作没有引起人们

的注意�� 然而,随着 Internet 和WWW 网络发展, 迫切需要对大规模网络深入研究�� 计算机技

术的发展使得对大规模网络进行实证研究成为可能,实证研究表明许多现实网络表现出随机

图不具有的特性, 比如较大的集聚系数、度分布是幂律分布�� 1998年, Watts和 Strogatz构造出

了介于完全规则网络与完全随机网络之间的小世界网络
[ 4]

,它具有较高的聚集系数和较小的

平均最短距离�� Barab�si和Albert于 1999年在文献[ 5�6]中发现了许多复杂网络都具有的一种

大规模的高度自组织特性, 并且网络度服从幂律分布, 他们提出了 Barab�si�Albert模型( BA模

型)和无标度网络概念�� Barab�si等人主要贡献是提出了增长和择优连接是形成无标度网络的

机制�� 他们将连续化方法应用到了复杂网络的研究中, 获得了增长网络节点的度关于时间的

微分方程, 为复杂网络研究提供了有效的方法�� 基于 Barab�si�Albert的方法, 人们对复杂网络

中许多模型进行了解析研究
[ 7�15] �� 近十年来,物理学、数学、计算机、社会学和控制论等各个领

域的学者都从事着复杂网络的研究, 并且主要集中在增长网络方面[ 7�12] �� 在文献 [ 11]中,
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Toivonen等人提出了社会网络模型�� 2009年, Wang 和 Guo 等人在文献[ 12]中也提出一个社会

网络模型,即层次网络的局域择优连接模型�� Hase和Mendes在文献[ 14]提出了一个考虑节点

间地理距离的增长网络模型�� 然而, 这些网络节点寿命和网络增长都是无限的
[ 5�14] �� Guo 考

虑了复杂网络节点的到达时间间隔分布和寿命分布,将复杂网络与排队系统联系起来,运用排

队理论的观点研究了网络节点的衰变和消亡,并对复杂网络进行了分类[ 15] �� 因为大多数网络
是动态的, 复杂网络中关于动态网络同步问题研究就显得尤为重要�� L�等人研究了时变复杂

网络的同步性质
[ 16�17] �� 最近,文献[ 18]进一步研究了复杂动态网络的牵制控制问题��

关于 BA模型及其演化模型的研究主要集中在度分布的解析计算上,其主要方法有连续

化方法[ 5]、变化率方法[ 7, 9]和主方程方法[ 7, 10] �� 主方程方法不加证明的引用了 limt� � P ( k, t )

的存在和 limt � � t ( P( k , t + 1) - P ( k, t ) ) = 0,这里, P ( k, t ) 是网络在时刻 t具有度k 的平均

概率[ 7, 19] �� 连续化方法和变化率方法都包含连续性假设[ 7] ,即将离散问题连续化, 再通过微分

方程求解节点度的解析表达式�� 这在数学上是一个极不严密的方法, 它会导致 BA 模型分析

中出现逻辑错误
[ 13, 19] �� 除此之外,在 BA模型分析中假设节点等时间间隔进入网络,并且节点

进入时间服从均匀分布, 这导致了网络体现不出�富者愈富�现象[ 20] �� 对于 BA模型的分析,是

否存在一种方法,既不需要稳态度分布存在性的假设也不需要连续性假设,这是一个值得研究

的问题�� 本文目的是针对这个问题提出一个研究复杂网络度分布的新方法��
在第 1节中,介绍 BA模型和Poisson增长择优连接网络( Poisson NPA)模型�� 在第 2节中,

建立 Poisson NPA模型节点度的差分方程,在不需要网络度分布稳态概率的存在和连续性假设

的条件下, 利用差分方程方法和 Poisson过程理论获得网络度分布的解析表达式, 很好地反映

了�富者愈富�现象�� 第 3节中是全文的总结��

1 � 模 型描 述

Barab�si和 Albert
[ 5]
提出的无标度网络模型揭示了增长和择优两个机制, 在复杂网络自组

织演化过程中涌现出无标度的普遍规律�� Barab�si关于复杂网络的一系列工作获得了 2006年

von Neumann勋章�� Kraqivsky 和 Redner[ 9]将 BA模型称为 GN模型( growing network model) �� 由
于文献[ 5�6]分析 BA模型时, 假设节点是在 t = 0, 1, 2, 3, �离散地到达系统,因此, BA模型定

义如下:

1) 增长: 从一个具有 m0 个节点的网络开始, 在时刻 t = 0, 1, 2, 3, �各自加入一个带

m( � m0) 条边的新节点,连接这个新节点到 m 个不同的已存在系统中的节点上;

2) 择优连接: 新节点与已经存在于系统中的节点 i相连接的概率 � ,与节点 i 的度 ki 满足

以下关系:

� � �( ki ) =
ki

� i
ki

�� ( 1)

由于现实世界中网络的增长是连续的,我们采用节点按 Poisson 过程随机增长的择优网络

来更好地刻画现实中的复杂网络, 并将它称为 Poisson NPA模型,定义如下:

1) 随机增长:从一个具有 m0个节点的网络开始,节点到达过程是具有强度为 �的Poisson

过程,在时刻 t加入一个新节点,这个新节点连接到 m( � m0) 个已存在于系统中的节点上;

2) 择优连接:一个新节点与已经存在于系统中的节点 i相连接的概率 � ,与节点 i的度 ki

的关系满足方程( 1) ��
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根据 Poisson过程的性质, BA模型可被视为 �= 1的 Poisson NPA模型.

2 � 模 型分 析

对于足够大的 t ,令 N ( t) � 时刻 t 到达系统的节点个数 且

� � A ( x ) =�
x

0
�e- �x dx ,

则

� � �( t ) = E[ N ( t ) ] = �
�

i= 1

Ai ( t ) , ( 2)

这里 � � A i ( x ) = 1 - e- �x �
i- 1

l= 0

( �x ) l

l !
, � � i = 1, 2, �

表示 A ( t ) 的第 i次卷积�� 由于节点的到达过程N ( t) 是参数为 �的Poisson过程,从Poisson过

程理论
[ 21]
可以得到

� � �( t ) = E[ N ( t ) ] = �t �� ( 3)

假设 t i为第i个节点i的到达时间, K (N ( t ) , i ) 代表 t时刻节点i的度,由于变量K (N ( t ) ,

i ) 与 �( K (N( t ) , i ) ) 成比例, 则K (N( t ) , i ) 满足如下差分方程:

� � K (N ( t ) , i ) - K (N ( t ) - 1, i ) = m
K (N( t ) - 1, i )

�
N ( t )- 1

j= 0 K (N ( t ) - 1, j )
,

� � i = 0, 1, 2, �, N ( t ) - 1�� ( 4)

因为网络的平均度为 2m, 对于足够大的 t , 可以得到

� � �
N ( t) - 1

j= 0

K (N( t ) - 1, j ) = 2m(N ( t) - 1)�� ( 5)

将上式代入式( 4) ,得到

� � K (N ( t ) , i ) - K (N ( t ) - 1, i ) =
K (N ( t ) - 1, i )

2(N ( t ) - 1)
,

� � i = 0, 1, 2, �, N ( t ) - 1�� ( 6)

从式( 6)得到

� � K (N ( t ) , i ) = 1 +
1

2(N ( t ) - 1) K (N( t ) - 1, i ) ,

� � i = 0, 1, 2, �, N ( t ) - 1�� ( 7)

因此

� � K (N ( t ) , i ) =

� � � � 1 +
1

2(N ( t ) - 1)
1+ 1

2(N ( t ) - 2)
� 1+

1
2(N ( ti ) )

K (N ( ti ) , i ) =

� � � � m 1+
1

2(N ( t ) - 1) 1+
1

2(N ( t ) - 2) � 1+
1

2N ( ti )
,

� � i = 0, 1, 2, �, N ( t ) - 1�� ( 8)

从式( 8) ,可以得到

� � ln K (N ( t ) , i )
m

= �
N ( t )- 1

j= N ( t
i
)

ln 1 +
1
2j
� �

N( t)- 1

j = N( t
i
)

1
2j

=
1
2 �

N ( t) - 1

j= 1

1
j
- �

N( t
i
) - 1

j= 1

1
j

,

其中
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� � �
N ( t )- 1

j= 1

1
j
- �

N( t
i
)- 1

j = 1

1
j

=

� � � � [ C + ln(N ( t ) - 1) + �N ( t)- 1] - [ C + ln(N ( ti ) - 1) + �N ( t
i
)- 1] ,

这里 C 为 Euler常数,同时当 n � � 时, �n � 0��
对于足够大的 t , 可以得到

� � �
N ( t )- 1

j= 1

1
j
- �

N( t
i
)- 1

j = 1

1
j
� ln(N( t ) - 1) - ln(N ( ti ) - 1) ,

� � ln
K (N ( t ) , i )

m
� 1

2 ln
N( t) - 1
N ( ti ) - 1 �

1
2 ln

E[ N ( t ) ] - 1
E[ N( t i ) ] - 1 �

1
2 ln

t
ti
,

因此

� � K (N ( t ) , i ) � m
t
ti

1/ 2

��

由于节点到达过程是具有参数为 �的 Poisson过程,根据Poisson过程理论[ 21]可知,到达时

间 t i服从如下 Gamma 分布:

� � P ti � x = 1- e
- �x �

i- 1

l= 0

( �x )
l

l !
,

因此

� � P K (N ( t ) , i ) � k = P t i �
m
k

2

t =

� � � � 1 - e
- �t( m / k)

2

�
i- 1

l= 0

( �t ( m / k)
2
)
l

l !
, � � k > m , t > ti�� ( 9)

从式( 9) ,得

� � P K (N ( t ) , i ) � k = P t i �
m
k

2

t =

� � � � A i
m
k

2

t , � � k > m, t > t i , i = 1, 2, ��� ( 10)

对于足够大的 t 且j > i > 0, k > m, 从方程( 9) ,可得

� � P K (N ( t ) , i ) � k = 1 - e- �t( m / k )
2

�
i- 1

l = 0

[ �t ( m / k)
2
]
l

l !
>

� � � � 1 - e- �t( m / k)
2

�
j- 1

l= 0

[ �t ( m / k)
2
]
l

l !
= P K (N ( t ) , j ) � k �� ( 11)

式( 11)体现出�富者愈富�现象,这个公式也表明 Poisson NPA网络中�中枢�节点的存在[ 8] ��
当 k > m 时,从式( 9)和式( 10) ,可得

� � P K (N ( t ) , i ) = k = P K (N( t ) , i ) � k - P K (N ( t ) , i ) � k + 1 =

� � � � A i
m
k

2

t - A i
m

k + 1

2

t ,

因此,根据 Poisson 过程理论[ 21] , Poisson NPA模型的稳态平均度分布如下:

� � P( k ) � lim
t � �

1
E[ N( t ) ] �

�

i= 1
P K (N ( t ) , i ) = k =

� � � � lim
t � �

1
�t �

�

i= 1
Ai

m
k

2

t - �
�

i= 1
A i

m
k + 1

2

t =

� � � � lim
t � �

1
�t
�

m
k

2

t - �
m

k + 1

2

t �
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� � � � 2m
2

k ( k + 1) 2�� ( 12)

从式( 12)可知该网络的稳态平均度分布的指数为 3幂律分布,这个结论比 Barab�si和Albert的

结论更精确��

3 � 结 束语

上述讨论避免了离散问题连续化和网络稳态度分布存在性的假设,给出了一个估计增长

网络度分布的严密方法, 但不是精确解方法�� 从式( 10)和式( 12)可以看出 Poisson NPA模型不

仅是无标度网络,而且能够体现出�富者愈富�现象��
对节点到达不加任何限制,分析连续时间随机增长择优连接的模型是比较困难的�� 在现

有文献中,复杂网络模型的分析均假设节点等时间间隔进入系统�� 虽然 Bollob�s等人提到随

机集N t , 但是由文献[ 22]中式( 2)可知, 他们仍采用了这个假设�� 正如 Bollob�s等人在文献

[22]中指出�虽然有几百篇复杂网络方面的文章,但是,在这个领域的工作缺乏严密数学分析�� �
如何能更好地刻画现实世界中的复杂网络,同时较严密地对其拓扑结构进行分析,逐步地建立

复杂网络理论体系, 这是值得研究的理论课题��
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Difference Equation Approach of Statistical

Mechanics of Complex Networks

GUO Jin�li
( Business School , Un iv er sity of Shan gha i for Scien ce an d Technology ,

Shan ghai 200093, P . R . China )

Abstract: The difference equation approach of estimating degree distribution in growing networks was

proposed after analyzing the disadvantages of some existing approaches. This approach avoids not on�

ly logic conflicts brought by continuum of discrete problem, but also the assumption of existence of

the stationary degree distribution in network analysis. The degree distribution formula of Poisson

growth and preferential attachment network was obtained by this approach. It was strictly proved that

this network is scale�free based on Poisson process theory and properties of Gamma distribution.

Key words: complex network; degree distribution; scale�free network
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