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摘要 :  在一致光滑和严格凸的 Banach 空间的框架下, 采用综合性算法,借以寻求广义混合平衡问

题的解集、变分不等式的解集、及一有限族的拟 <- 非扩张映象公共不动点集的公共元1 作为应

用,把所得结果应用于研究最优化问题1 所得结果推广和改进了 Ceng ,Takahashi, Qin 等人所发布的

新结果1 
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引   言

本文中处处假定 N和 R分别是正整数集和实数集, E 是一实Banach空间, E
* 是E的对偶

空间, C是E之一非空的闭凸子集, 3#, #4表 E 和E
*
之间的配对 1 以后, 我们分别用 xn y x

和 xn _ x 表序列 x n 强和弱收敛于x 1 

设 ( : C @ C y R是一二元函数, W: C y R是一实值函数,而A : C y E
*
是一非线性映象1 /所

谓的0广义混合平衡问题是求一 u I C 使得

  ( ( u, y ) + 3Au, y - u4+ W( y ) - W( u) \ 0,   Py I C 1 ( 1)

问题( 1)的解集以 8 记之,即

  8 = u I C : ( ( u, y ) + 3Au , y - u4+ W( y ) - W( u ) \ 0, Py I C 1 ( 2)

特例

( Ñ) 如果 A = 0,则问题(1) 等价于求一 u I C 使得

  ( ( u, y ) + W( y ) - W( u) \ 0,   Py I C 1 ( 3)

这一问题称为混合平衡问题[ 1] 1 ( 3)式的解集以MEP记之1 
( Ò) 如果 ( = 0,则问题(1) 等价于求 u I C 使得

  3Au, y - u4+ W( y ) - W( u) \ 0,   Py I C 1 ( 4)

这一问题称之为 Browder型的混合变分不等式[ 2] 1 ( 4)式的解集以VI( C, A , W) 记之1 
近年来,许多作者分别在 Hilbert 空间、一致光滑和一致凸的 Banach空间的框架下,研究了寻

求非扩张映象的不动点集和平衡问题的解集的公共元的问题, (见文献[ 3-5]及其参考文献) 1 
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受以往在这一方向上的工作的启发,本文的目的是在一致光滑和一致凸的 Banach空间的

框架下,采用综合性算法,借以寻求广义混合平衡问题的解集、变分不等式的解集、及一有限族

的拟 <- 非扩张映象公共不动点集的一公共元1 作为应用,我们把所得结果应用于研究最优化
问题1 文中所得到的结果,推广和改进了参考文献[ 1, 3-5]相应的结果1 

1  预 备知 识

首先我们追述某些定义和结论1 
由

  J ( x ) = x
* I E

*
: 3x , x

* 4= +x +2
= +x

* +2
,   x I E 1 ( 5)

所定义的映象 J : E y 2E
*

称为正规对偶映象1 由Hahn-Banach定理知,对每一 x I E , J ( x ) X

ª1 

注 1. 1 如所周知, 如果 E 是一光滑的、严格凸的自反 Banach 空间,则正规对偶映象 J : E y 2E
*

是单值

的、一对一的和满射的(见文献[ 6] ) 1 

设 E 是一光滑的、严格凸的自反的 Banach空间,而 C 是E之一非空的闭凸子集 1 以后我

们总认为 <: E @ E y R
+ 是由下式定义的 Liapunov 泛函:

  <( x , y ) = +x +2
- 23x , Jy4+ +y +2

,   Px , y I E 1 ( 6)

由 <的定义易知

  ( +x + - +y +)
2 [ <( x , y ) [ ( +x ++ +y +)

2
,   Px , y I E 1 ( 7)

依照Alber[ 7] , 广义投影 0C: E y C 定义为

  0C( x ) = inf
y I C

<( y , x ) ,   Px I E 1 ( 8)

引理 1. 1
[ 7- 8]  设 E 是一光滑的、严格凸的自反 Banach空间, C 是 E 之一非空的闭凸子

集,则下面的结论成立:

1) <( x , 0C y ) + <( 0C y , y ) [ <( x , y ) ; Px I C, y I E ;

2) 设 x I E, z I C , 则

  z = 0C x Z 3z - y , Jx - Jz 4 \ 0,   Py I C1 ( 9)

注 1. 2

1) 如果 E 是一实的Hilbert 空间H ,则 <( x , y ) = + x - y + 2而且 0C 是H 到C 上的度量投影PC;

2) 如果 E 是一光滑的、严格凸的自反 Banach 空间, x , y I E ,则 <( x , y ) = 0当且仅当 x = y (见文献

[ 6] ) 1 

设 E是一光滑的、严格凸的自反 Banach空间, C是E之一非空的闭凸子集, T : C y C是一

映象,而 F ( T) 是 T 的不动点的集合 1 一点 p I C 称为T 的渐进不动点, 如果存在一序列

x n < C 使得xn _ p 且 +xn - Txn + y 01 我们用 �F ( T ) 表 T 的所有渐近不动点的集合 1 

一映象 T: C y C 称为相对非扩张的[ 9]
,如果 F ( T ) X ª, F ( T) = �F ( T ) , 而且

  <( p , Tx ) [ <( p , x ) ,   Px I C , p I F ( T )1 

一映象 T: C y C 称为闭的, 如果对任意的序列 x n < C当x n y x 且Txn y y 时, 则 Tx

= y1 

定义 1. 1[ 10]  一映象 T : C y C称为拟-<- 单调的,如果 F ( T) X ª, <( p , Tx ) [ <( p , x ) ,
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Px I C 而且 p I F ( T) 1 

引理 1. 2[ 8]  设 E 是一光滑的一致凸的 Banach空间1 设 xn 和 yn 是E中的二序列,使

得 x n 或者 yn 是有界的 1 如果 limn y ] <( x n, yn ) = 0, 则 limn y ] +x n - yn + = 01 

引理 1. 3[ 10]  设 E 是一自反的、严格凸的光滑的 Banach空间, C 是 E 之一闭凸子集, 而

T: C y C 是一拟-<- 非扩张映象 1 则 F( T) 是 C 之一闭凸子集1 

为了求解广义混合平衡问题, 我们将假定函数 W: C y R是凸下半连续的,非线性映象 A :

C y E
* 是连续单调的, 而且二元函数 ( : C @ C y R满足下面的条件:

(A1) ( ( x , x ) = 0, Px I C;

(A2) ( 是单调的,即 ( ( x , y ) + ( ( y , x ) [ 0, Px , y I C ;

(A3) lim supt | 0 ( ( x + t ( z - x ) , y ) [ ( ( x , y ) , Px , y , z I C ;

(A4) 函数 y | y ( ( x , y ) 是凸的和下半连续的1 
引理 1. 4  设 E 是一光滑的、严格凸的自反的 Banach空间,而 C是 E 之一非空的闭凸子集1 

设 ( : C @ C y R是一满足条件( A1) ~ ( A4)的二元函数1 设 r > 0且 x I E , 则

1) 存在 z I C 使得
[ 11]

  ( ( z , y ) +
1
r

3y - z , Jz - Jx4 \ 0,   Py I C ; ( 10)

2) 定义一映象 T r: E y C 如下[ 3] :

  T r( x ) = z I C: ( ( z , y ) +
1
r

3y - z , Jz - Jx4 \ 0, Py I C ,   x I E ,

则下面的结论成立:

( a) T r 是单值的;

( b) Tr 是一强的非扩张型映象, 即 Pz , y I E

  3T r z - Tr y , JTr z - JTr y4 [ 3T r z - T r y , Jz - Jy4;

( c) F( Tr ) = EP( ( ) = F̂ ( T r ) ;

( d) EP( ( ) 是闭凸的;

( e) <( q, Tr x ) + <( T r x , x ) [ <( q, x ) , P q I F ( T r)

引理 1. 5  设 E 是一光滑的、严格凸的自反的 Banach空间, C 是E 之一非空闭凸子集 1 

设 A: C y E
* 是一连续的单调映象, W: C y R是一下半连续的凸函数,而 ( : C @ C y R是一

满足条件(A1) ~ ( A4)的二变量的函数1 设 r > 0是任一给定的数,而 x I E 是任一给定的点1 
则

( Ñ) 存在 u I C 使得

  ( ( u, y ) + 3Au, y - u4+ W( y ) - W( u) +
1
r

3y - u, Ju - Jx4 \ 0,

  Py I C 1 ( 11)

( Ò) 如果我们定义一映象 Kr : C y C 如下:

  Kr ( x ) = u I C: ( ( u, y ) + 3Au, y - u4+ W( y ) - W( u) +

    ( 1/ r ) 3y - u, Ju - Jx4 \ 0, Py I C ,   x I C, ( 12)

则映象K r 具有下面的性质:

1) Kr 是单值的;

2) Kr 是一强非扩张型映象,即
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  3Kr z - Kr y , JKr z - JKr y4 [ 3Kr z - Kr y , Jz - Jy4,   Pz , y I E ;

3) F( K r) = 8 = F̂ ( Kr ) ;

4) 8 是C 之一闭凸子集;

5) <( p , Kr z ) + <( Kr z , z ) [ <( p , x ) ,   Pp I F ( Kr ) , z I E 1 ( 13)

注 1. 3 由引理 1. 4得知 ,由( 9)式定义的映象 K r : C y C 是相对非扩张的, 从而它是拟-<- 非扩张的1 

引理 1. 6  设 E是一一致凸的Banach空间, r > 0是一正数, 而且 Br(0) 是 E 之一闭球 1 
于是对任意给定的点 x 1, x 2, ,, xN < Br (0) 及对任意给点的正数 K1, K2, ,, KN 使得

6
N

n= 1Kn = 1,则存在一连续的、严格增的凸函数 g: [ 0, 2r ) y [ 0, ] ) , g(0) = 0使得对任意的

i , j I 1, 2, ,, N , i < j ,

  6
N

n= 1

Kn x n

2
[ 6

N

n= 1

Kn +x n +2
- Ki Kj g( +x i - xj +)1 ( 14)

证明

1) 当 N = 2时, 结论由文献[ 12]的定理 2可得;

2) 假设引理1. 6的结论对N- 1, N \3成立1 现在我们证明引理1. 6的结论对N也成立1 
事实上,对任意的 i , j I 1, 2, ,, N, i < j ,及对任意的 k X i和 k X j ,令 Rk = K1+ K2+ ,+

Kk- 1+ Kk+ 1+ ,+ KN , 则有

  Kk x k + 6
N

n X k

Kn x n

2
= Kkxk + Rk 6

N

n X k

Kn xn

Rk

2

[ Kk +xk +2
+ Rk 6

N

n X k

Kn x n

Rk

2

, ( 15)

因 6
N

n X k
( Kn / Rk) = 1,于是,由归纳法的假定, 对给定的 i , j 我们有

  Rk 6
N

n X k

Knxn

Rk

2

[ 6
N

n X k

Kn +xn +2
- Ki Kj g ( +xi - xj +) 1 ( 16)

把( 16)式代入( 15)式, 引理 1. 6的结论得证1 

2  主 要结 果

在本节中, 我们使用综合性方法,证明了一个强收敛定理, 借以寻求 Banach空间中的广义

混合平衡问题( 1)的解集与一有限族拟-<- 非扩张映象的公共不动点集中的一公共元1 
定理 2. 1  设 E 是一致光滑的一致凸的 Banach空间, C 是E 之一非空的闭凸子集 1 设

A: C y E
* 是一连续的单调映象, W: C y R是一下半连续的凸泛函,而 ( : C @ C y R是一满

足条件(A1) ~ ( A4)的二元函数1 设 S 1, S2, ,, SN 是一有限族的由C 到 C 的闭的拟-<- 非扩

张映象,且 G:= HN
n= 1F( S i ) H 8 X ª, 其中 8是问题(1) 的解集1 设 x n 是由下面的式子生

成的序列:

  

x0 I C, C 0 = C;

yn = J
- 1 An0Jxn + 6

N

i= 1

AniJS i xn ,   un I C 使得

( ( un , y ) + 3Aun, y - un4+ W( y ) - W( un ) +

  1
rn

3y - un , Jun - Jy n4 \ 0,   Py I C ,

Cn+ 1 = v I Cn : <( v , un) [ <( v, xn) ;

xn+ 1 = 0C
n+ 1

x 0,   P n \ 0,

( 17)
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其中 J : E y E
* 是正规对偶映象, Ani , i = 0, 1, 2, ,, N是[ 0, 1] 中的N + 1个序列且满足下

面的条件:

( a) An0+ An1+ ,+ AnN = 1, Pn \ 0;

( b) lim inf n y ] An0#Ani > 0, i = 1, 2, ,, N 1 

则 x n 强收敛于 0 H N

i= 1
F( S

i
) H 8 x 0,其中 0 H N

i= 1
F( S

i
) H 8 是由E 到 HN

i= 1( S i ) H 8上的广义投影 1 

  证明  首先,我们定义两映象 H : C @ C y R和 Kr: C y C 如下:

  H ( x , y ) = ( ( x , y ) + 3Ax , y - x4+ W( y ) - W( x ) ,   x , y I C ( 18)

和

  Kr ( x ) = u I C: H ( u, y ) +
1
r

3y - u , Ju - Jx4 \ 0, Py I C ,

  x I C1 ( 19)

由引理 1. 5知,映象H 满足条件(A1) ~ (A4)而且K r具有引理 1. 5中所给出的性质1) ~ 5) 1 因
而( 17)式等价于下面的( 20)式:

  

x0 I C, C 0 = C;

yn = J
- 1 6

N

i= 0

AniJSi x n ,   un I C,使得

H ( un , y ) +
1
rn

3y - un , Jun - Jy n4 \ 0,   Py I C ,

Cn+ 1 = v I Cn : <( v , un) [ <( v, xn) ;

xn+ 1 = 0C
n+ 1

x 0,   Pn \ 0,

( 20)

其中 S0 = I (恒等映象) 1 
( Ñ) 易于证明,对每一 n \ 0, Cn 是C 之一闭凸子集1 

( Ò) 下面我们证明 G := HN
n= 1F ( Si ) H 8 < Cn, Pn \ 01 

事实上,显然 G < C0 = C1 假设对某一 k I N, G < Ck1 因为 uk = Kr
k
y k ,另由引理115

及注 1. 4,我们知道 Kr
k
是拟-<- 非扩张的 1 于是对任意给定的 u I G < Ck ,由引理1. 6,对任

意的 m, j I 0, 1, 2, ,, N , m < j , 我们有

  <( u, uk ) = <( u, K r
k
yk) [ <( u, yk) [

    + u +2
- 6

N

i= 0

Aki23u, JS i xk4+ 6
N

i= 0

Aki +JS i xk +2
-

    Akm Akj g( +JSmx k - JSj xk +) (由引理 1. 6) [

    6
N

i= 0
Aki + u +2

- 23u, JS i xk4+ +S i xk +2
-

    Akm Akj g( +JSmx k - JSj xk +) =

    <( u, xk) - Akm Akj g( +JSm xk - JS j xk +)1 ( 21)

上述表明 u I Ck+ 1,从而 G < Cn, P n \ 01 

( Ó) 现在我们证明 xn 和 S i x n, i = 1, 2, ,, N 均为有界的1 
由 Cn 的定义, 我们有 xn = 0C

n
x 0, Pn \ 01 于是由引理 1. 1的 1)得知

  <( x n, x 0) = <( 0C
n
x 0, x 0) [ <( u, x 0) - <( u, 0C

n
x 0) [ <( u, x 0) ,

  Pn \ 0, Pu I F1 ( 22)
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这就表明 <( x n, x 0) 是有界的 1 由(8) 式知 x n 也是有界的 1 因对每一 u I G 及对每一 i

= 1, 2, ,, N , <( u, S i xn ) [ <( u, xn ) ,从而 S i xn 在C 中也是有界的1 记

  M = sup
n \0, i = 1, 2, ,, N

+x n + , +S i xn + 1 

( Ô) 现在我们证明 xn 是一 Cauchy 列,而且

  +xn - S i x n + y 0,对每一 i = 1, 2, ,, N 1 
因为 x n+ 1 = 0C

n+ 1
x 0 I Cn 和 xn = 0C

n
x 0, 于是由 0C

n
的定义,有

  <( x n, x 0) [ <( x n+ 1, x 0) ,   Pn \ 0,

故 <( x n, x 0) 是不减的和有界的, 从而极限 limn y ] <( x n, x 0) 存在 1 由引理1. 1的1) ,对任意

给定的 m I N我们有

  <( x n+ m , xn) = <( x n+ m , 0C
n
x 0) [ <( xn+ m , x 0) - <( 0C

n
x 0, x 0) =

    <( xn+ m, x 0) - <( x n, x 0) ,   P n \01 

这就推出

  l im
n y ]

<( x n+ m , x n) = 0,   Pm \ 11 

由引理1. 2

  l im
n y ]

+xn+ m - xn + = 0,   Pm I N1 ( 23)

上式表明 xn 是C 中之一Cauchy序列1 不失一般性,可设
  l im

n y ]
x n = p I C1 ( 24)

因为 x n+ 1 = 0C
n+ 1

x 0 I Cn ,故由 Cn+ 1的定义,我们有

  <( x n+ 1, un) [ <( x n+ 1, x n) ,   P n \ 01 ( 25)

因为 E 是一致光滑的和一致凸的,由( 23) ~ ( 25)式及引理 1. 2我们有

  l im
n y ]

+xn+ 1- x n + = lim
n y ]

+xn+ 1- un + = lim
n y ]

+x n - un + = 0, ( 26)

在( 21)式中取 m = 0, j = 1, 2, ,, N, 于是对任意的 u I G, 我们有

  <( u, un) [ <( u , x n) - An0Anj g( +J x n - JS j xn +) ,   Pn \ 0

即

  An0Anj g( +J x n - JSj xn +) [ <( u , x n) - <( u, un) 1 ( 27)

因为

  <( u, x n) - <( u, un) = +x n +2
- +un +2

- 23u, Jx n - Jun4 [

    | +x n +2
- +un +2

| + 2+ u +#+Jxn - Jun + [

    +x n - un +( +x n + + +un +) + 2 +u +# +Jxn - Jun + , ( 28)

由( 26)式得知 <( u, xn) - <( u , un ) y 0 ( n y ] ) 1 故由(27) 式及条件(b) ,得知 g ( +J xn -

JSj x n +) y 0 (当 n y ] )1 因为 g 是连续的、严格增的且 g (0) = 0,而且 J 在E 的任一有界

子集上是一致连续的,于是有

  +xn - S j xn + y 0   ( n y ] ) P j = 1, 2, ,, N 1 ( 29)

结论( Ô)被证明1 

( Õ) 现在我们证明 p I G := HN
i = 1F ( S i ) H 81 

首先我们证明 p I HN
i = 1F ( S i ) 1 事实上,由假定,对每一 j = 1, 2, ,, N , S j 是闭的, 故由

(29) 式和(24) 式得知 p = Sj p , Pj = 1, 2, ,, N ,即 p I H N
i = 1F( S i )1 
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下面我们证明 p I 8 1 事实上,因 x n y p ,故由(26) 式知 un y p 1 又因 un = K r
n
yn , 故

由( 13)式、( 21)式和( 28)式有

  <( un , y n) = <( Kr
n
y n, yn) [ <( u, yn) - <( u , Kr

n
y n) [

    <( u, xn ) - <( u, Kr
n
y n) = <( u, xn) - <( u , un) y 0   ( n y ] )1 ( 30)

这就表明 +un - yn + y 0,从而 l imn y ] +Jun - Jyn + = 01 由假定 rn \ a, Pn \ 0, 故有

  l im
n y ]

+Jun - Jyn +
rn

= 01 ( 31)

又因

  H ( un , y ) +
1
rn

3y - un, Jun - Jyn4 \0,   Py I C,

由条件( A1)我们有

  1
rn

3y - un, J un - Jy n4 \- H ( un , y ) \ H ( y , un) ,   Py I C 1 ( 32)

由假定映象 y | y H ( x , y ) 是凸下半连续的, 在(32) 式中让 n y ] , 由( 31)式和( 32)式得知

  H ( y , p ) [ 0,   Py I C 1 
对 t I (0, 1] 及 y I C ,令 yt = ty + (1- t) p ,则 y t I C 且H ( y t , p ) [ 01 由条件(A1)和(A4) ,

我们有

  0 = H ( yt , yt ) [ tH ( y t , y ) + (1- t)H ( yt , p ) [ tH ( y t , y ) 1 
两端除以 t ,我们有 H ( y t , y ) \ 0, Py I C1 令 t | 0, 由条件(A3) , 得知 H ( p , y ) \ 0, Py I

C ,即 p I 8 ,从而 p I H N
i = 0F( S i ) H 8 1 

( Ö ) 现在我们证明 xn y 0 H N

i= 0
F( S

i
) H 8 x 01 

令 w = 0 H N

i= 0
F(S

i
) H 8 x 01 由 w I HN

i= 0F ( Si ) H 8 < Cn+ 1,及 xn+ 1 = 0C
n+ 1

x 0, 我们有

  <( x n+ 1, x 0) [ <( w , x 0) ,   Pn \ 01 
这就推出

  <( p , x 0) = lim
n y ]

<( x n, x 0) [ <( w , x 0) 1 ( 33)

由 0 H N

i= 0
F(S

i
) H 8 x 0的定义及(33) 式,我们有 p = w 1 故 xn y 0 H N

i= 0
F( S

i
) H 8 x 01 

这就完成定理 2. 1的证明1 
在定理2. 1中令 A = 0,则 8 = MEP1 于是下面的推论由定理 2. 1直接可得:

推论 2. 2  设 E, C, W, ( , Si , Ani , rn 与定理 2. 1 中的相同 1 如果 H ]
i = F( S i ) H

MEP X ª ,其中MEP 是混合平衡问题(2) 的解集 1 设 x n 由下面的式子生成的序列:

  

x0 I C, C 0 = C;

yn = J
- 1

An0Jxn + 6
N

i= 1
Ani JS i x n ,   un I C,使得,

( ( un , y ) + W( y ) - W( un) +
1
rn

3y - un , Jun - Jy n4 \ 0,   Py I C ,

Cn+ 1 = v I Cn : <( v , un) [ <( v, xn) ; xn+ 1 = 0C
n+ 1

x 0,   Pn \ 0,

( 34)

则 x n 强收敛于 0 H N

i= 1
F( S

i
) HMEP x 01 

3  对最优化问题的应用

在本节中, 我们将利用在第2节中所介绍的结果,研究下面的最优化问题:
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  min
x I C

( h ( x ) + W( x ) ) , ( 35)

其中 C 是Hilbert空间H 中的一非空闭凸子集, h, W: C y R是二凸下半连续函数 1 K < C表

示问题(35) 的解集 1 易知 K 是C 中的闭凸子集 1 设 ( : C @ C y R是由 ( ( x , y ) = h( y ) -

h ( x ) 定义的二元函数 1 我们考察下面的混合平衡问题: 求一 x
* I C 使得

  ( ( x
*

, y ) + W( y ) - W( x
*

) \ 0,   Py I C1 ( 36)

易知 ( 满足第一节中的条件(A1) ~ (A4) , 而且MEP = K ,其中MEP是混合平衡问题(36) 的解

集 1 设 xn 是由下式生成的迭代序列

x 0 I C, C0 = C;   un I C,使得,

( ( un, y ) + W( y ) - W( un ) +
1
r n

3y - un, un - x n4 \ 0,   Py I C,

Cn+ 1 = v I Cn: +v - un + [ +v - x n + ; xn+ 1 = PC
n+ 1

x 0,   Pn \ 0,

( 37)

其中 PC 是由H 到C上的投影算子, rn 是[ a, ] ) 中的序列,而 a > 0是某一正数,则 x n 强

收敛于 PKx 01 
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On the Generalized Mixed Equilibrium

Problem in Banach Spaces

ZHANG Sh-i sheng

( Depar tm ent of Ma them atics , Yibin Un iver sity , Yibin , Sichu an 644007, P . R . Chin a )

Abstract: The purpose is by using hybrid algorithm to find a common element of the set of solutions

for a generalized mixed equilibrium problem, the set of solutions for variational inequality problem and

the set of common fixed points for a finite family of quasi-<-nonexpansive mappings in a uniformly

smooth and strictly convex Banach space. By utilizing the results for the study of optimization prob-

lem, it shows that the results improve and extend the corresponding results announced recently by

many others such as Ceng, Takahashi, Qin, et al.

Key words: generalized mixed equilibrium problem; mixed equilibrium problem; equilibrium problem;

variational inequality; quasi-<-nonexpansive mapping; maximal monotone operator;

monotone mapping

1041Banach 空间中广义混合平衡问题


