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洛伦兹平坦空间 L 4中的一般弹性曲线
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摘要 :  研究了 4 维Lorentz-M inkowski空间中, 非类光曲线的曲率能量作用的极值曲线1 求出了一

般弹性曲线的运动方程和 3个沿着一般弹性曲线的 Killing场, 用这些 Killing 场建立了一个柱面坐

标系并用积分表示了一般弹性曲线1 
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引   言

我们将研究作用在 4维 Lorentz-Minkowski空间 L
4 中, 非类光曲线空间上的形如 F ( C) =

QC
f ( k1, k 2)ds(曲率能量泛函) 的泛函的变分问题1 这里 k 1和 k2表示非类光曲线 C的第一和

第二曲率, f ( k1, k2) 是 k1和 k2的光滑函数1 称这个泛函的临界点为一般弹性曲线1 弹性棒的

数学理论可能要追溯到 1730年代的 Bernoulli和Euler
[ 1]
, 经典的 Bernoulli模型赋给了一个正比

于QC
k
2
( s)ds 的数值为弹性能量1 近 20 年来, Euler-Bernoulli模型由于多种原因被重新考

虑[ 2- 3] 1 全平方曲率能量被看作研究测地线的有用的量,而且闭的细弹性棒常常被用作 DNA

分子的一个模型[ 4] 1 Langer和 Singer在一系列论文中开始了常曲率空间中的闭弹性曲线的研

究并且进一步研究了全平方曲率能量的负梯度流的收敛性[ 5] 1 曲率能量泛函从物理中的数学

模型的构造到高维变分问题的研究中有着大量的应用1 在场论中, L
4中的曲线可以被看作粒

子模型1 Poincar�不变性要求意味着可允许的 Lagrange量 F 必须依赖于背景重力场的曲率1 

我们将研究 L
4 中的非类光曲线几何模型动力学的 Lagrange描述1 

文章安排如下: 第1节我们给出 4维Lorentz-Minkowski空间 L
4
中, 非类光曲线空间上的形

如 F( C) = QC
f ( k 1, k2)ds 的曲率能量泛函所对应的 Euler-Lagrange方程,并将临界曲线的运动

方程表示为曲率 ki的一个常微分方程组1 第 2节,通过应用关于平移和旋转对称的Noether推

理,我们找到 3个沿着临界曲线的Killing场和一些守恒律1 第 3节,我们用这些 Killing 场建立
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了一个柱面坐标系并用积分表示了一般弹性曲线1 这就将三维空间的结果[ 6- 8]推广到 L
4上来1 

1  一般曲率能量泛函的运动方程

设 L
4 是一个 4维 Lorentz-Minkowski空间1 它的半 Riemann 度量记为3, 4, 它的平坦 Lev-i

Civita联络为 1̈ 则我们有结构方程[ 9]

  ẌY- ŸX - [ X , Y] = 0, ( 1)

  Ẍ ŸZ - Ÿ ẌZ - [̈ X, Y] Z = 0, ( 2)

其中 X , Y, Z 是L
4上的向量场1 

设 C= C( t ) : I y L
4 是一条 L

4 中的正则浸入非类光曲线 1 C有曲率 k1 \ 0, k2, k3 和

Frenet标架 T = N0, N1, N2, N3 1 然后我们有Frenet公式

  T̈Ni = - Ei- 1 kiNi- 1+ Ei+ 1 ki+ 1Ni+ 1,   i = 0, 1, 2, 31 ( 3)

这里我们定义 k0N- 1 = k 4N4 = 0, Ei = 3Ni , Ni4 = ? 1, E0E1E2E3 = - 1, v 将记为曲线的速度

  v( t ) = +Cc( t ) + = | 3Cc( t ) , Cc( t )4 |
1/ 21 

字母 C也用来表示一个变分C= C( w , t ) : (- E, E) @ I y L
4而且 C(0, t ) = C( t ) 1 联系

着这个变分的是一个沿着曲线 C( t ) 的变分向量场 W= W( t ) = (5 C/5w ) (0, t )1 我们将记
W = W( w , t ) , T = T( w , t ) , v = v(w , t ) 等 1 设 s 为曲线的弧长参数并且在相应的参数化

下记为 C( s ) , ki ( w , s ) 等 1 设 L 是曲线C的弧长,我们假定 t = s 就是C的弧长参数 1 因此
有 I = [ 0, L ] 1 通过直接计算, 我们有下面的引理(类似于参考文献[ 2, 7]中的结果)

引理 1  使用上述记号,我们有下列公式:
1) [ Cc( t ) , W( t ) ] = 0;

2) W( v) = - E0gv,其中 g = - 3 T̈W, T4;

3) [ W, T] = E0gT;

4) W( k1) = 3¨2
TW, N14+ 2E0gk 1;

5) W( k2) = 3 T̈
E1
k1
¨2
TW + E0k1 T̈W, N2 4-

k2
k1

3¨2
TW, N14+ E0gk2;

6) W( k3) = 3 T̈
E2
k2

T̈
E1
k1
¨2
TW + E0k 1 T̈W +

k2
k1
¨2
TW, N3 4+ 4E0gk3-

    
k 3

k 2
W( k 2) -

k3

k1
W( k 1) 1 

我们将分析 Lagrange量依赖于非类光曲线 C的第一曲率 k 1和第二曲率 k2 的力学系统1 
这个模型的曲线空间是给定边界条件使得计算作用的变分时出现的边界项消失的非类光曲线

集合1 

我们考虑定义在 L
4 中一类正则非类光曲线上的曲率能量泛函

  F( C) = QC
f ( k 1, k 2)ds1 ( 4)

其中 f ( k 1, k 2) 是 k1和 k 2的光滑函数1 当我们限制在曲线 C( t ) = C(0, t ) 时,由于 s = t ,我

们将在表示式中去掉 t 和 s1 整篇文章中不包含测地线( k1 = 0) 这种平凡的情况1 我们用标

准的分部积分法计算这个作用的一阶变分,我们得到

  d
dwQ

L (w)

0
f ( k 1, k 2) ds | w= 0 = Q

L

0
3E , W4ds + B [ W, C]

L
0 , ( 5)
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其中 L (w ) 是曲线 Cw ( t ) = C( w , t ) 的弧长而且我们将用下列记号:

  

g0 = E0(f - k1 f k
1
- k 2 f k

2
) ,

g1 = - f
c
k
1
-

k 2 f
c
k
2

k 1
,

g2 = E0 k1 f k
2
- E2k 2 f k

1
+ E1

f
c
k
2

k 1

c

+ E0
k
2
3 f k

2

k1
,

g3 = E1E3
k 3 f

c
k
2

k 1
+

k3 f k
2

k1

c

,

( 6)

这里我们用 f k
i
表示f 关于 ki的偏导, (  )c意思是关于 s 的通常导数 1 边界项 B [ W, C] 为

  B[ W, C] = 3
E1 f k

2

k1
N2, ¨2

TW4+ 3P1, W4+

    3f k
1
N1- E1

f
c
k
2

k1
N 2- E1E3

k3 f k
2

k 1
N3, T̈W4, ( 7)

其中 P1是向量场

  P1 = g0T+ g1N1+ g2N2+ g3N3, ( 8)

而且项 E 为

  E = ( g
c
0- E0k 1g1) T + ( E1 k2g2 - g

c
1- E1 k1g0) N1+

    ( E2 k3g 3- g
c
2- E2k 2g1) N2+ ( E3 k3g2+ g

c
3) N31 ( 9)

因此 Euler-Lagrange 方程 E = 0等价于

  

g
c
0- E0 k1g1 = 0,

E1k 2g2- g
c
1- E1 k1g 0 = 0,

E2k 3g3- g
c
2- E2 k2g 1 = 0,

E3k 3g2+ g
c
3 = 01 

( 10)

定义 1  一条 L
4 中的单位正则非类光曲线称为一般弹性曲线, 如果它满足上述 Euler-La-

grange方程( 10) 1 
对一般函数 f ( k 1, k 2) , 要解出 Euler-Lagrange方程( 10)是困难的1 我们将在下一节给出一

些有趣的情形1 

2  沿着一般弹性曲线的 Killing场

在这一节我们将介绍沿着L
4中一条曲线的Killing 向量场1 这个概念是由Langer-Singer[ 10]

为了用积分在柱面坐标系中积出弹性曲线的结构方程而引进的1 

我们称 L
4 中沿着一条正则非类光曲线 C( t ) 的向量场 W是 Killing的,如果它作用在 v ,

k 1, k 2和 k3 上不变, 即

  W( v ) = W( k 1) = W( k 2) = W( k3) = 01 
从引理 1和 Euler-Lagrange方程( 10) , 我们发现向量场 P1是沿着一般弹性曲线 C的Killing

向量场 1 方程 W( v ) = W( k1) = W( k 2) = W( k3) = 0构成一个解空间为 12维的线性系统 1 
这个维数正好与等距群 O(1, 3) 的维数相等1 因此沿着一条一般弹性曲线 C的Killing向量场

可以扩充为 L
4
上的 Killing 向量场1 
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沿着一条一般弹性曲线, 第一变分公式变成

  d
dwQ

L (w)

0
f ( k 1, k 2) ds | w= 0 = B[ W, C] L01 ( 11)

我们考虑一个常向量场的平移对称性1 对这样的 W, F( C) 的第一变分为 0,所以我们有

  d
dwQ

L (w)

0
f ( k 1, k 2) ds | w= 0 = 3P1( L ) , W( L )4- 3P1(0) , W(0)41 ( 12)

当L换成一个任意中间值Lc(0< Lc< L) 时,这个变分公式继续保持 1 因此3P1, W4在[ 0, L ]

上是常数 1 但是 W是一个任意常向量场,所以我们得到 P1是沿着任意一条一般弹性曲线的

常向量场1 

L
4
中的旋转也保持 F( C) 不变1 首先我们回忆 L

4
中3个向量的向量积运算 1 L

4
中3个

向量 X , Y, Z 的向量积是一个向量 @ ( X , Y, Z) 使得对 L
4 中的任意向量 V满足

  3@ ( X , Y, Z) , V4= - X( X , Y, Z, V) , ( 13)

其中 X是L
4的标准体积 4- 形式1 我们可以把 @ ( X , Y, Z) 简记为 X @ Y @ Z 1 因此我们有

  

N1 @ N2 @ N3 = - E0T,

T @ N2 @ N3 = E1N1,

T @ N1 @ N3 = - E2N2,

T @ N1 @ N2 = E3N31 

( 14)

L
4中的一个具有 C@ Z1 @ Z2形式的向量场可以生成一个单参数旋转变换,其中 Z1和 Z2

是常向量场 1 当 C是一般弹性曲线时,作用(4) 是旋转不变的,我们发现对任意常向量场 Z2,

  B[ C@ Z1 @ Z2, C] = 3f k
2
N1 @ N 2 @ Z1+ f k

1
T @ N1 @ Z1 -

    
E1 f

c
k
2

k1
T @ N2 @ Z1- E1E3

k 3 f k
2

k 1
T @ N3 @ Z1+ C@ P1 @ Z1, Z2 4 ( 15)

是一个常数1 因此对任意常向量场 Z1, 向量场

  A ( C, Z1) = f k
2
N1 @ N2 @ Z1+ f k

1
T @ N1 @ Z1-

    
E1 f

c
k
2

k1
T @ N2 @ Z1- E1E3

k 3 f k
2

k 1
T @ N3 @ Z1+ C@ P1 @ Z1 ( 16)

是一个沿着 C垂直于Z1的常向量场 1 特别地,我们用 P1代替 Z1 就得到一个常向量场

  P2 = A ( C, P1) = - E0 f k
2
g 3T + E3

k3 f k
2

k 1
g 2-

f
c
k
2

k1
g3 N1 +

    E0
k3 f k

2

k 1
g1 - E2 f k

1
g3 N2+ E3 f k

2
g 0+ f k

1
g2+ E1

f
c
k
2

k 1
g1 N31 ( 17)

这是一个常向量场而且从表达式( 16)我们看出3P1, P24= 01 我们选用下面的记号:

  

G0 = - E0 f k
2
g3,

G1 = E3
k3 f k

2

k 1
g2 -

f
c
k
2

k1
g 3,

G2 = E0
k3 f k

2

k 1
g1 - E2 f k

1
g3,

G3 = E3 f k
2
g 0+ f k

1
g2+ E1

f
c
k
2

k1
g1 1 

( 18)
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这时我们可以把 P2 写成

  P2 = G0T+ G1N1 + G2N 2+ G3N31 ( 19)

由于 P2是一个常向量场,我们得到一个与 Euler-Lagrange方程( 10)相似的新的方程组

  

G
c
0- E0k1G1 = 0,

E1k 2G2- G
c
1- E1 k1G0 = 0,

E2k 3G3- G
c
2- E2 k2G1 = 0,

E3k 3G2+ G
c
3 = 01 

( 20)

在( 16)式中用 P2代替 Z1, 我们得到一个新的常向量场

  A ( C, P2) =

    - E0 f k
2
G3T+ E3

k 3 f k
2

k1
G2-

f
c
k
2

k1
G3 N1+ E0

k 3 f k
2

k1
G1- E2 f k

1
G 3 N2+

    E3 f k
2
G 0+ f k

1
G2+ E1

f
c
k
2

k1
G1 N3+ C@ P1 @ P21 ( 21)

令 P3 = A( C, P2) - C@ P1 @ P2,这是一个平移和旋转合成的向量场1 经过一个很长的计算,

可以证明 P2和 P3 象 P1 一样是沿着一条一般弹性曲线Killing 的而且

  3P1, P24 = 0, 3P3, P24 = 0, 3P1, P34+ 3P2, P24 = 01 ( 22)

  3P3, P34 = E1 E3
k 3 f k

2

k2
G2-

f
c
k
2

k 1
G3

2

+ E2 f k
1
G3+ E1E3

k 3 f k
2

k1
G1

2

+

    E0(f k
2
G 3)

2
+ E3 f k

2
G0 + f k

1
G2+ E1

f
c
k
2

k 1
G1

2

1 ( 23)

一般弹性曲线沿着任意Killing场演化是不变的,即 B [ W, C] 沿着 C是常数1 所以我们有 3个

守恒律

  

3P1, P14 = c1, 3P2, P24= c2,

B[ P3, C] = 3P
c
3, f k

1
N1-

E1 f
c
k
2

k 1
N2- E1E3

k 3 f k
2

k1
N3 4+

  3P
d
3,
E1 f k

2

k1
N2 4+ 3P3, P14 = c3,

( 24)

其中 c1, c2和 c3是积分常数1 它们是 Euler-Lagrange 方程( 10)的3个首次积分1 这些等式将帮
助我们求解运动方程1 我们举两个有趣的例子1 

1) f ( k1, k 2) 只依赖于 k 11 

这时 g0 = E0(f - k1 f k
1
) , g1 = - f

c
k
1
, g2 = - E2 k2 f k

1
, g3 = 01 当 f k

1
X 0时, Euler-Lagrange

方程( 10)的第 4个方程给出 k3 = 01 因而 N3是一个常向量场 1 一般弹性曲线 C可以浸入到

一个 3-维空间中1 方程( 24)变成

  

c2 = E3( k2 f
2
k
1
)
2
,

c1 = E0(f - k1 f k
1
)
2
+ E1( f k

1
k
1
)
2 dk 1

ds

2

+ E2( k 2 f k
1
)
21 

( 25)

所以我们发现 k2 是 k 1的一个函数而且可以用积分(椭圆函数) 解出 k 11 
2) f ( k1, k 2) = ak 1+ bk2, a 和 b 是常数1 
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这时 Euler-Lagrange 方程( 10)变成

  

k2 E0 bk1 - E2ak 2+ E0
bk

2
3

k1
= 0,

E0k 3
bk 3
k1

c

+ E0 bk1- E2ak 2+ E0
bk

2
3

k1

c

= 0,

k3 E0 bk1 - E2ak 2+ E0
bk

2
3

k1
+ E1

bk3
k 1

d

= 01 

( 26)

当 k 2 X 0时, 这等价于

  E0bk1- E2ak 2+ E0
bk
2
3

k1
= 0, k3

bk3

k 1

c

= 01 ( 27)

因而 k3/ k1 是常数并且我们把它写成 k 3 = c4k 11 从方程(27) 的第 1个方程,我们得到 k 2 =

E0E2 b (1+ c
2
4) k 1/ a 1 所以这里一般弹性曲线 C是一般螺线 1 通过一个参数变换 t = Qk1ds ,

Frenet公式( 3)变成一个常系数线性常微分方程组1 

3  柱面坐标和积分表示

Killing 场 P1, P2和 P3可以被用来建立一个柱面坐标系1 通过计算,我们知道3P1, P24=

0, 3P3, P24= 0和3P1, P34+ 3P2, P24= 01 我们将依照平面 0 = span( P1, P2) 的因果律特

性考虑两种情况1 
情形 1  0 非退化

我们能选择 y 轴和 z 轴使得P1 = p 19y 和P2 = p 29z, 其中 p 1和 p 2是常数 1 依照平面 0

的因果律特性, L
4 中由 9y , 9z 张成平面附近的非退化柱面坐标( r, H, y , z ) 可以表示成

  
X( r, H, y , z ) = ( r coshH, rsinhH, y , z ) ,   r X 0,

X( r, H, y , z ) = ( y , r cosH, r sinH, z ) ,    r > 0, H I (0, 2P) 1 
( 28)

我们将平移原点使得 P3 + C@ P1 @ P2 = A ( C, P2) 是 P1的一个倍数 1 设 C1 = C+ Z, Z是

一个待定常向量场1 则
  P3+ C1 @ P1 @ P2 = Z @ P1 @ P2+ A ( C, P2)1 ( 29)

由于 P1和 P2不是类光的而且 A( C, P2) 垂直于 P2, 我们能够找到一个常向量场和常数 K使得

Z @ P1 @ P2+ A ( C, P2) = KP11 直接计算可以证明 C@ 9y @ 9z = - 9H和P3 = p 2( p 19H+

( p 2/ p 1) 9y )1 从一般弹性曲线的切向量 T = rs 9r + Hs 9H+ y s 9y + zs 9z, 我们得到

  

3T, P14= E2p 1yc, 3T , P34= - E2E3p 1p 2r
2
Hc+ E2

p
2
2

p 1
yc,

3T, P24= E3p 2zc, 3P3, P34 = - E2E3p
2
1p

2
2r
2
+ E2

p
4
2

p
2
1
1 

( 30)

这些方程可以推出下面的定理:

定理 1  设 C: I y L
4
是一条一般弹性曲线, 0是一个非退化平面1 则 C在 0附近的柱面

坐标中可以表示成

  

yc = E0E2
g0

p 1
, r

2
=
E2
p
2
1

p
2
2

p
2
1
- E2

3P3, P34
p
2
2

,

zc = E0E3
G0

p 2
, Hc=

E1
p 1p 2r

2 f k
2
G3-

p
2
2g 0

p 1
,

( 31)
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其中 gi , G i ( i = 0, 1, 2, 3) 和3P3, P34分别由公式( 6)、( 20)和( 23)给出1 

情形 2  0 退化

这时 L
4
中由 9y , 9z 张成平面附近的目标柱面坐标( r, H, y , z ) 可以表示成

  X( r , H, y , z ) = y -
E2 r
2

( H2+ 1) , y -
E2r
2

( H2- 1) , - E2r H, z ,   r X 01 ( 32)

它的度量是 ds
2
= 2E2drdy+ r

2
dH

2
+ dz

21 由于 0 是退化的, P1和 P2中有一个是类光的1 我
们依照 P1 和 P2的因故律特性再分成两种情况1 

情形 2. 1  P1是类光的

我们可以假设 P1 = p 1 9y 和P2 = p 2 9z ,其中 p 1和 p 2是常数1 直接计算可以证明

  P3 =
p
2
2

2p 1
( H- 1) 2 9y + p 1p 2+

E2p
2
2

p 1 r
( H- 1) 9H-

E2p
2
2

p 1
9r 1 ( 33)

从一般弹性曲线的切向量 T = rs 9r + Hs 9H+ ys 9y + z s 9z , 我们得到

  

3T, P14= E2p 1rc,

3T, P24= p 2zc,

3T, P34= E2
p
2
2

2p 1
( H- 1) 2rc-

p
2
2

p 1
yc+ p 1p 2+ E2

p
2
2

p 1r
( H- 1) r

2Hc,

3P3, P34 = p
2
2( p

2
1r
2
+ 2E2p 2r ( H- 1) )1 

( 34)

这些方程可以推出下面的定理:

定理 2  设 C: I y L
4
是一条一般弹性曲线, 0是一个退化平面并且P1是类光向量场 1 则

C在 0 附近的柱面坐标中可以表示成

  

rc = E0E2
g0

p 1
, H= 1+

E2
2p 2 r

3P3, P34
p
2
2

- p
2
1r
2

,

zc = E0
G0

p 2
, yc=

p 1

p
2
2
f k

2
G3+

E0( H- 1)
2

2p 1
g 0+

p
2
1

p 2
+ E2

H- 1
r

r
2
Hc,

( 35)

其中 gi , G i ( i = 0, 1, 2, 3) 和3P3, P34分别由公式( 6)、( 20)和( 23)给出1 
情形 2. 2  P2是类光的

我们可以假设 P1 = p 1 9z 和P2 = p 2 9y ,其中 p 1和 p 2是常数1 直接计算可以证明

  P3 = - p 1p 2 9H1 
由于一般弹性曲线的切向量是 T = rs 9r + Hs 9H+ ys 9y + zs 9z , 我们得到

  

3T, P14= p 1zc, 3P3, P34= p
2
1p

2
2 r
2
,

3T, P34= - p 1p 2 r
2Hc,

2E2rcyc+ r
2
( Hc) 2+ ( zc) 2 = E01 

( 36)

这些方程可以推出下面的定理:

定理 3  设 C: I y L
4
是一条一般弹性曲线, 0是一个退化平面并且P2是类光向量场 1 则

C在 0 附近的柱面坐标中可以表示成

  
r
2
=

3P3, P34
p
2
1p

2
2

, Hc= - E2
f k

2
G3

p 1p 2r
2,

zc = E0
g0
p 1

, yc=
E2
2rc( E0- ( Hc) 2 r2- ( zc) 2) ,

( 37)
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其中 gi , G i ( i = 0, 1, 2, 3) 和3P3, P34分别由公式( 6)、( 20)和( 23)给出1 
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Generalized Elastic Curves in Lorentz Flat Space L
4

HUANG Rong-pei,  SHANG Dong-hu

( Depar tm ent of Mathem atics , Ea st China Norm al Un iversity ,

Shangha i 200241, P . R . China )

Abstract: The extremals of curvature energy actions on non-null curves in 4-dimensional Lorentz-

Minkowski space are studied. The motion equations were worked out and three Killing fields along the

generalized elastic curves were found. A cylindric coordinate system by using these Killing fields was

constructed and the generalized elastic curves by quadratures were expressed.

Key words: generalized elastic curve; geometrical particle model; Killing field; Lorentz-Minkowski

space
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