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脉冲泛函微分方程的渐近稳定性
*

罗治国, �罗 �艳

(湖南师范大学 数学系, 长沙 410081 )

(郭兴明推荐 )

摘要: � 讨论了一类脉冲泛函微分方程的渐近稳定性. 通过改进 L iapunov泛函的上界, 利用 L ia-

punov泛函第二方法和 Jensen不等式, 得到了一个一致稳定性定理和一个一致渐近稳定性定理, 给

出的例子说明了所得结果的优越性.
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引 � �言

近 30年来, 带脉冲效应的微分系统的定性性质的研究得到了迅速发展. 这些发展主要是

由于借助这样的系统, 自然科学技术领域的许多现象和过程能被模拟出来 (见文献 [ 1-3] ). 例

如, 充满肆意投机动机的经济环境下的若干商品的价格模型, 其中消费者持币待购, 而商家则

囤积商品期望获得最大利润. 这个模型包含了脉冲和时滞. 所以研究带时滞的脉冲微分方程在

理论和实际上都是有意义的. L iapunov函数
[ 4-9]

和带有 Razum ikh in技巧的 L iapunov泛函
[ 10-12]

被用来研究具有限时滞或无限时滞的脉冲泛函微分方程的稳定性和有界性.

本文讨论一类带脉冲效应的泛函微分方程, 目的是改进 Liapunov泛函 V( t, �) 的上界. 我

们的方法基于 L iapunov第二方法和 Jensen不等式的应用, 我们得到了一些新的稳定性定理.

在第 3节, 我们给出了例子说明所得结果的优越性.

1�预 � �备

考虑脉冲泛函微分方程:

� �
x
�
( t) = f ( t, xt ), � � � � t � t0,

x ( tk ) = I ( tk, x ( t
-

k ) ), � � k � Z
+
,

( 1)

其中 Z
+
是正整数集合, f � [ t0, � ) �PC� R

n
, I � [ t0, � ) � S (�)� R

n
, 这里

1234

� 应用数学和力学, 第 30卷 第 10期
� 2009年 10月 15日出版

� � � � � � � � � � � � � � AppliedM a them a tics and M echanics�
� � Vo l. 30, No. 10, Oct. 15, 2009

* 收稿日期: � 2009-01-21; 修订日期: � 2009-08-18

基金项目: � 国家自然科学基金资助项目 ( 10871063); 湖南省教育厅 (重点 )科研基金资助项目

( 07A038)

作者简介: � 罗治国 ( 1956� ), 男, 湖南湘潭人 , 教授, 博士 (联系人. T e :l + 86-731-88872549; E-m a i:l

luozg@ hunnu. edu. cn)



� � S ( �) = x� R
n � x < � , PC = PC ( - �, 0 , R

n
)

表示分段右连续函数 � � - �, 0 � R
n
构成的空间, 其上的范数 � �� = sup- �� s� 0 | �( s) |,

而 |� | 表示R
n
中的模. t0 < tk < tk+1, 当 k� � 时, tk � � . 对所有的 t� t0, xt�PC由 x t ( s) = x ( t

+ s), - �� s � 0定义. x�( t ) 表示 x ( t) 的右导数.

称 x ( t) = x ( t, �, �) 是方程 ( 1) 带初始条件

� � x� = ��PC, � � � � t0 ( 2)

的一个解, 如果 x � [ �- �, �) � R
n

(对某个 �� � ), 对于 t� �- �, �) \ tk, k= 1, 2, � 连

续且满足式 ( 1) 和式 ( 2) .

我们假设 f ( t, 0)� 0和 I ( tk, 0) � 0, 从而 x ( t )� 0是方程 ( 1) 的一个解, 我们称之为零解.

对任意的 � > 0, 令 PC ( �) = ��PC �� �� < � .

称方程 ( 1)的零解是:

( S1 ) 一致稳定的, 如果对任意的 � � t0和 �> 0, 存在 �= �( �) > 0使得当 ��PC (�) 时,

对所有 t � �有 | x ( t, �, �) | � �;

( S2 ) 一致渐近稳定的, 如果它一致稳定, 且存在 �> 0使得对任意的 � > 0, 存在 T =

T (�) > 0使得当 ��PC ( �) 时, 对所有的 t � � + T, 有 | x ( t, �, �) |� �.

我们假设如下条件成立:

(H1 ) 对每个 k � Z
+
, f 在 [ tk- 1, tk ) � PC 上连续, 且对所有的 �� PC 和 k � Z

+
,

lim
( t, �)� ( t-

k
, �)

f ( t, � ) = f ( t
-

k , �) 存在;

(H 2 )在 PC的每个紧集中, f 关于 �是局部 Lipsch iz;

(H3 ) I( t, x )� C ( [ t0, � ) � S ( �), R
n
) 且存在 �1 > 0(�1 � �) 使得对所有的 k�Z

+
, 当 x

� S ( �1 ) 时有 x + I ( tk, x )� S (�) .

由文献 [ 13-14]可知, 在条件 (H1 ) ~ (H 3 ) 下, 初值问题 ( 1) 和 ( 2) 存在唯一解

� � x ( t, �, �), t� [ � - �, �), �> 0.

函数 V( t, x ): [ t0, � ) � S ( �) � R
+
属于类 v0, 如果

(A 1 ) V 在每个集合 [ tk- 1, tk ) � S (�)中连续, 且对所有的 s�S ( �)和 k�Z
+
, lim( t, y)� ( t-

k
, x ) V ( t,

y ) = V( t
-

k , x ) 存在;

(A 2 ) V 关于 x� S (�) 是局部 L ipsch iz, 且对所有的 t � t0, V ( t, 0) � 0.

函数 V( t, � ): [ t0, � ) �PC ( �)� R
+
属于类 v0 (� ), 如果

( B1 ) V 在每个集合 [ tk- 1, tk ) � PC (�) 中连续, 且对所有的 �� PC (�) 和 k� Z
+
,

lim ( t, �)� ( t-
k
, �) V( t, � ) = V( t

-

k , �) 存在;

( B2 ) 在 PC (�) 的每个紧集中, V关于 �是局部 L ipsch iz, 且 V( t, 0)� 0.

泛函 V( t, � ) 属于 类 v
*
0 (� ) , 如果 V� v0 (� ) , 且对任意的 x�PC ( [ �- �, � ), R

n
), 当 t

� �时, V ( t, xt ) 连续.

设 V� v0对任意的 ( t, x ) � [ tk- 1, tk ) � S ( �) , 沿方程 ( 1) 的解 x ( t ) 的右导数 V
�
( t, x ) 定义

为

� � V
�
( 1) ( t, x ( t ) ) = lim sup

h� 0+

V( t + h, x ( t + h ) ) - V( t, x ( t) )

h
.
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设 V� �0 (� ) , 对任意的 ( t, � )� [ tk- 1, tk ) �PC ( �), 沿方程 ( 1) 的解 x ( t ) 的右导数 V
�
( t,

� ) 定义为

� � V
�
( 1) ( t, x t ) = lim sup

h� 0+

V( t + h, xt+h ) - V( t, x t )

h
.

称函数 W: R
+
� R

+
属于类 K , 如果 W 连续、严格递增且满足 W ( 0)= 0 .

引理 1. 1
[ 1] � 设 u�PC ( [ t0, � ), R ) , p�C ( [ t0, � ), R

+
) , 当 k= 1, 2, �时,

� � u ( t) � C + �
t

t0

p ( s) u ( s) ds + �
t0< tk< t

�k u ( t
-

k ), � � t � t0,

这里 C, �k� 0为常数. 那么

� � u ( t) � C �
t0< tk< t

( 1 + �k ) exp �
t

t0

p ( s) ds , � � t � t0 .

函数 G: [ a, b ] � R
+
被称为是下凸的, 如果对所有的

� � s1, s2 � [ a, b ] , G ( ( s1 + s2 ) /2) � (G ( s1 ) + G ( s2 ) ) /2.

Jensen不等式�设 G 在 [ �, �] 上下凸, x, p 在 [ a, b] 上可积, 且

� � � � x ( s) � �, p ( s) � 0, �
b

a
p ( s) ds > 0 .

那么

� � G �
b

a
p ( s)x ( s) ds �

b

a
p ( s) ds � �

b

a
p ( s)G (x ( s) ) ds �

b

a
p ( s) ds.

引理 1. 2
[ 15-16 ] � 假设 W�K . 对 L > 0, 定义

� � W1 ( t) = �
t

0
W ( s ) ds L, � � t� [ 0, L ] .

则 W 1 � K, 下凸且 W 1 ( t) � W ( t), t � [ 0, L ] .

关于 Jensen不等式及其应用, 可参见文献 [ 15-17].

2�主 要 结 果

由文献 [ 11]的定理 3. 1, 有

定理 A� 设 W1, W 2�K, V1 ( t, x )� v0, V2 ( t, �)� v
*
0 (� ), 假设如下条件成立:

( i) W 1 ( | �( 0) | ) � V( t, � ) � W 2 (� �� ), 其中

� � � V( t, � ) = V1 ( t, � ( 0) ) + V2 ( t, � )� v0 (� );

( ii) 对每个 k� Z
+
和所有的 x� S (�1 ) ,

� � V1 ( tk, x + I( tk, x ) ) � V1 ( t
-

k , x );

( iii) 对任意的 � � t0 和 ��PC,

� � V
�
( t, x t ) � 0,

其中 x ( t ) = x ( t, �, �) 是方程 ( 1) 的解.

那么方程 ( 1)的零解一致稳定.

现在我们给出上面结果的一个简单推广.

定理 2. 1� 设 W 1�K, V1 ( t, x )� v0, V2 ( t, �)� v
*
0 (� ), 假设如下条件成立:

( i) 对任意的 �> 0 , 存在 W ��K 使得
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� � W1 ( | � ( 0) | ) � V( t, �) � W � (� �� ) + �,

其中

� � V( t, � ) = V1 ( t, � ( 0) ) + V2 ( t, � )� v0 (� ) ;

( ii) 对每个 k� Z
+
和所有的 x� S ( �1 ),

� � V1 ( tk, x + I( tk, x ) ) � ( 1 + bk ) V1 ( t
-

k , x ),

其中 bk � 0且 �
�

k= 1
bk < � ;

( iii) 对任意的 � � t0 和 ��PC , 当 V( s, xs ) � V( t, x t ) ( t - �� s � t) 时, 有

� � V
�
( t, x t ) � 0,

其中 x ( t ) = x ( t, �, �) 是方程 ( 1) 的解.

那么方程 ( 1) 的零解一致稳定.

证明 � 令 M = � �
k = 1 ( 1 + bk ), 则 1 � M < � . 任给 � > 0( � � �1 ), 选取 � =

[ 1 / ( 2M ) ]W 1 ( �), 由条件 ( i), 存在 W �满足

� � W1 ( | � ( 0) | ) � V( t, �) � W � (� �� ) + �.

选取 � > 0, 使得 �< �且 W � (�) < [ 1 / ( 2M ) ]W 1 ( �) . 对任意的 � � t0 和 � � PC ( �), 设

x ( t) = x ( t, �, �) 是方程 ( 1) 的解, 且 [ � - �, �) 是它的最大存在区间. 下面我们证明当 t �

[ �- �, �) 时, | x ( t) | � �, 从而可知 �= + � 且方程 ( 1) 的零解一致稳定.

假设存在某个 t� [ �, �) 使得 | x ( t) | > �. 令 �t= in f t� [ �, �) | x ( t) | > � . 注意到

当 t� [ �- �, � ] 时, | x ( t) | = | �( t- �) | � �< �,我们有 �t > �, 且当 t� [ �- �, �t)时, | x ( t) |�

�,同时, 或者 | x (�t) | = �, 或者 | x (�t) | > �且存在某个 j使 �t= tj . 对于后者, 从 | x (�t- ) | � �

< �1和关于函数 I的假设, 有 | x (�t) | � �. 所以, 无论何种情况 V( t, xt ) 在 [ � - �, �t] 上都有定

义. 令 V1 ( t) = V1 ( t, x ( t) ), V2 ( t ) = V2 ( t, x t ), V ( t ) = V1 ( t) + V2 ( t ) . 并设对某个 m � Z
+

,

�� [ tm- 1, tm ) . 那么

� � V( t ) � W� ( �) + �, � � � - �� t � �.

下面我们分两种情形讨论.

情形 1� tm- 1 � � < �t < tm, 则 | x (�t) | = �. 我们断言

� � V ( t) � W � (�) + �,   R [ t [ �t . ( 3)

假设存在 t̂I ( R, �t] 使得 V( t̂ ) > WC( D) + C \ V( R), 那么存在 tI ( R, t̂] 使得 V
c
( t ) > 0, 且

当 R - S [ s [ t时, V ( s) [ V( t) . 由假设 ( iii), V
c
( t ) [ 0, 矛盾. 所以式 ( 3) 成立.

由于 | x ( �t) | = E, 所以 W1 ( E) = W1 ( | x (�t) | ) [ V (�t) [ WC( D) + C < W 1 ( E), 矛盾.

情形 2 对某个 k \ 0, tm+ k [ �t < tm+ k+1 . 类似式 ( 3)的证明, 我们能够证得 V ( t) [ WC( D)

+ C, R [ t < tm . 由假设 ( ii), 有

  V( tm ) = V1 ( tm ) + V2 ( tm ) [ ( 1 + bm ) V1 ( t
-

m ) + ( 1 + bm ) V2 ( tm ) =

    ( 1 + bm ) V ( t
-

m ) [ ( 1 + bm ) (WC( D) + C) .

类似地我们能够证明当 i = 1, 2, , , k时,

  V ( t) [ ( 1 + bm ) , ( 1 + bm+ i- 1 ) (W C( D) + C),   tm+ i- 1 [ t < tm+ i,

  V ( tm+ i ) [ ( 1 + bm ) , ( 1+ bm+ i ) (WC( D) + C)

和
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V( t ) [ ( 1 + bm ) , ( 1 + bm+k ) (WC( D) + C),   tm+ k [ t < �t,

所以

  V ( t) [ M (WC( D) + C),   R [ t [ �t .

如果 �t = tm+k, 则 | x ( �t) | > E, 而如果 tm+ k < �t < tm+ k+ 1, 则 | x ( �t) | = E. 因此, W1 ( E) [

W 1 ( | x ( �t) | ) [ V ( �t) [ M (W C( D) + C) < W1 ( E), 矛盾.

综上所述, 无论哪种情形我们都可以得出矛盾, 从而方程 ( 1)的零解一致稳定. 证毕.

下面我们考虑一致渐近稳定性.

定理 2. 2 设 W iI K ( i = 1, 2, 3), V1 ( t, x )I v0, V2 ( t, < )I v
*
0 (# ), 假设如下条件成立:

( i) 对任意的 C > 0 , 存在正数 p 及 WC I K 使得

  W 1 ( | < ( 0) | ) [ V ( t, < ) [ W2 ( | < ( 0) | ) + WC( + <+ p ) + C,

其中   V( t, < ) = V1 ( t, < ( 0) ) + V2 ( t, < ) I v0 (# ), + <+ p =
Q

0

- S
| < ( s) |

p
ds

1 /p

;

( ii) 对每个 kI Z
+
和所有的 xI S ( Q1 ),

  V1 ( tk, x + I ( tk, x ) ) [ ( 1 + bk ) V1 ( t
-

k , x ),

其中 bk \ 0, 且 E
]
k= 1

bk < ] ;

( iii) 对任意的 R \ t0 和 UI PC ,

  Vc( t, x t ) [ - W3 ( | x ( t ) | ),

其中 x ( t ) = x ( t, R, U) 是方程 ( 1) 的解.

那么方程 ( 1)的零解一致渐近稳定.

证明  对任意给定的 E > 0( E < Q1 ), 令 C = [ 1 / ( 2M ) ]W 1 ( E), 这里 M = F
]

k = 1
( 1 +

bk ) . 由假设 ( i), 存在正数 p和 W C I K 使得

  W1 ( | < ( 0) | ) [ V ( t, < ) [ W 2 ( | < ( 0) | ) + W C( + <+ p ) + C.

选取 D > 0满足 D < E和W 2 ( D) + WC( S
( 1 /p )

D) < [ 1/ ( 2M ) ]W1 ( E) . 类似定理 2. 1的证

明, 我们可以证得方程 ( 1) 的零解一致稳定.

下面我们证明一致渐近稳定性. 由一致稳定性的证明知, 对 E1 > 0( E1 < m in 1, Q1 ), 存

在 D > 0使得对任意的 R \ t0, UI PC ( D), 我们有

  | x ( t, R, U) | [ E1, V ( t) [ W 1 ( E1 ),   t \ R.

对任意的 E > 0 , 我们将证明存在 T = T ( E) > 0使得当 R \ t0, UI PC ( D ) 时, 有

  | x ( t) | [ E, t \ R + T .

对上面的 E, 由一致稳定性知, 存在 D1 > 0 使得对任意的 R \ t0, UI PC ( D1 ),

| x ( t, R, U) | [ E. 我们选取 D2 > 0使得 W2 ( D 2 ) < W1 ( D1 ) /M, 并且选取 C使得 0 < C <

W 1 ( D1 ) /M - W 2 ( D2 ) . 则由假设 ( i), 存在正数 p 和 W CI K 使得

  W1 ( | < ( 0) | ) [ V ( t, < ) [ W 2 ( | < ( 0) | ) + W C( + <+ p ) + C.

令 K = W1 ( D 1 ) /M - W 2 ( D2 ) - C, N= (W
- 1
C ( K) )

p
. 我们可把条件 ( ii i) 重写为如下形式:

  V
c
( t ) [ - W3 ( | x ( t) | ) = - W3 ( ( | x ( t) |

p
)

1 /p
) [ - W4 ( | x ( t) |

p
),

且不失一般性假设 W4 是下凸的. 事实上, 当 0 [ u [ 1时, 记

  W5 ( u) =
Q

u

0
W4 ( s) ds [ uW 4 ( u ) [ W 4 ( u) .
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由引理 1. 2, W5是下凸的. 记 W 5 为 W 4 即可.

令 I i = [ R + ( i- 1) S, R + iS] , ( i = 1, 2 , , ) . 我们断言存在正整数 i, 3 [ i [ 3N, 使

得 | x ( t) | < D1 ( tI I i ), 其中N = [W 1 ( E1 ) / ( cS) ] + 1, c = m in{W 3 ( D 2 ), W 4 ( N/S) }, 这里

[# ] 表示最大整函数.

假设对每个 3 [ i [ 3N, 存在 r i I Ii 使得 | x ( ri ) | \ D1. 则 V( ri ) \ W 1 ( | x ( ri ) | ) \

W 1 ( D1 ) . 我们考虑两种可能情形:

情形 Ñ 对所有的 tI [ r i - S, ri ] , | x ( t) | > D2, 由假设 ( iii)

  V ( R + iS) - V ( R + ( i- 3) S) [

    - Q

R+ iS

R+ ( i- 3) S

W3 ( | x ( s) | ) ds + E
R+ ( i- 3) S< tk[ R + iS

[ V ( tk ) - V( t
-

k ) ] [

    -
Q

r
i

r
i
-S

W 3 ( | x ( s) | ) ds + E
R+ ( i- 3) S < tk [ R+ iS

bk V( t
-

k ) [

    - SW 3 ( D2 ) + ER+ ( i- 3) S< t
k
[ R + iS

bk V ( t
-

k ) .

情形 Ò 存在 si I [ ri - S, ri ], 使得 | x ( si ) | [ D2. 由假设 ( iii)

  V ( r i ) - V ( si ) [ -
Q

ri

s
i

W3 ( | x ( s) | ) ds + E
si< tk[ r i

[ V ( tk ) - V( t
-

k ) ] [ E
si< tk [ ri

bk V ( t
-

k ) .

由引理 1. 1和假设 ( i) , 我们有

  W1 ( D1 ) [ V( ri ) [ V( si ) F
s

i
< t

k
[ r

i

( 1 + bk ) [

    M (W2 ( | x ( si ) | ) + WC( + xs
i

+ p ) + C) [

    M (W2 ( D2 ) + WC( + x s
i

+ p ) + C),

所以 K = W 1 ( D1 ) /M - W 2 ( D1 ) - C [ WC( + x si
+ p ), 从而 N[ Q

si

si- S

| x ( s) |
p
ds. 于是

  V ( R + iS) - V ( R + ( i- 3) S) [

    - Q

R+ iS

R+ ( i- 3) S

W4 ( | x ( s) |
p

) ds + E
R+ ( i- 3 ) S< tk [ R + iS

[ V ( tk ) - V( t
-

k ) ] [

    -
Q

si

s
i
-S

W 4 ( | x ( s) |
p

) ds + E
R+ ( i- 3) S < tk[ R + iS

bk V( t
-

k ) [

    - SW 4
1

S Q

si

si- S

| x ( s |
p

ds + E
R+ ( i- 3) S < tk [ R+ iS

bk V( t
-

k ) [

    - SW 4
N

S
+ E

R+ ( i- 3 ) S< tk [ R + iS

bk V( t
-

k ) .

由情形 Ñ 和情形 Ò 可知

  V( R + iS) - V( R + ( i - 3) S) [ - Sc + E
R+ ( i- 3) S< tk [ R + iS

bk V( t
-

k ),

所以

  V( R + 3N S) - V( R) [ - N Sc + E
R< tk[ R + 3N S

bk V( t
-

k ),

由引理 1. 1我们得到

  V( R + 3N S) [ ( - N Sc + V( R) ) F
R< tk[ R + 3N S

( 1 + bk ) [
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( - N Sc + W 1 ( Q1 ) )M < 0,

这是一个矛盾, 从而存在某个 i( 3 [ i [ 3N ) 使得当 t I Ii 时, | x ( t) | < D1. 所以 + xR+ iS + <

D1. 由一致稳定性, 当 t \ R + iS, | x ( t) | [ E. 现在, 令 T = 3N S, 则 T 不依赖于 R 和 U, 且

当 t \ R + T, | x ( t ) | [ E. 证毕.

3 应  用

例 3. 1 考虑脉冲泛函微分方程

  

x
c
( t) = E

]

i= 0
[ - a i ( t) ( x ( t ) )

1 /( 2i+ 1)
+ bi ( t) (x ( t- S) )

1 / ( 2i+ 1)
],

t \ 0, t X tk,

x ( tk ) = Ik ( x ( t
-

k ) ), k I Z
+
,

( 4)

其中 | x | < 1, a i, bi : R
+

v R, ( i = 0, 1, 2, , ) 连续, 对某个 T > 0, 当 tI [ 0, T ] 时, | bi ( t) | [

B i, B = E
]
i= 0

B i < ] ; 0 [ a i ( t) [ A i (T ), E
]
i= 0

A i (T ) < ] . 且 S > 0, | Ik ( x ) | [ ( 1+ bk )

| x |, xI R, bk \ 0, E
]
k= 1

bk < ] . 如果 a i ( t) - bi ( t + S) \ 0( i = 0, 1, 2, , ), 则方程 ( 4) 的

零解一致稳定. 此外, 如果存在 G > 0和 k \ 1使得 ak ( t) - | bk ( t+ S) | \ G, 则方程 ( 4) 的零

解一致渐近稳定.

事实上, 定义 V1 I v0, V2 I v
*
0 (# ) 如下:

  V1 ( t, < ( 0) ) = | < ( 0) |,

  V2 ( t, < ) = E

]

i= 0
Q

0

- S
| bi ( t+ s + S) | | < ( s) |

1 / ( 2i+ 1)
ds.

则

  V1 ( tk, Ik (x ) )= |Ik (x ) |[ ( 1+ bk ) |x | = ( 1+ bk )V1 ( t
-
k , x ).

对于方程 ( 4)的解 x ( t) = x ( t, R, U), 因为当 | x | < 1和 0 [ t [ T时, 方程 ( 4) 中的序列关于

( t, x ) 一致收敛, 所以对每个 C > 0, 存在正整数N 使得

  E

]

i=N + 1
Q

t

t-S
| bi ( s + S) | | x ( s) |

1/ ( 2i+ 1)
ds [ S E

]

i= N + 1
B i < C.

因此, 当 a i ( t ) - bi ( t+ S) \ 0( i= 0, 1, 2, , )时

| x ( t) | [ V ( t, xt ) [

  | x ( t) | + E

N

i= 0
Q

t

t- S
| bi ( s + S) | | x ( s) |

1 /( 2i+ 1 )
ds + C [

  | x ( t) | + B
Q

t

t-S
| x ( s) |

1 /( 2N + 1)
ds + C =

  | x ( t) | + SB + xt +
1 /( 2N + 1)

+ C

且

  V
c
( t, x t ) [ E

]

i= 0
[ - ai ( t ) | x ( t) |

1 /( 2i+ 1)
+ | bi ( t) | | x ( t- S) |

1 /( 2i+ 1)
+

    | bi ( t + S) | | x ( t ) |
1 / ( 2i+ 1)

- | bi ( t) | | x ( t - S) |
1 / ( 2i+ 1)

] [ 0.

由定理 2. 1, 方程 ( 4)的零解一致稳定.

此外, 如果存在 G > 0和 k \ 1使得 ak ( t) - | bk ( t + S) | \ G, 则
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| x ( t) | [ V ( t, xt ) [

  | x ( t) | + E

N

i= 0
Q

t

t- S
| bi ( s + S) | | x ( s) |

1 /( 2i+ 1 )
ds + C [

    | x ( t) | + B
Q

t

t-S
| x ( s) |

1 /( 2N + 1)
ds + C =

    | x ( t) | + B ( + xt + 1 /( 2N + 1) )
1 /( 2N + 1)

+ C

且

  V
c
( t, xt ) [ E

]

i= 0
[- a i ( t) | x ( t ) |

1/ ( 2i+ 1)
+ | bi ( t) | | x ( t - S) |

1 / ( 2i+ 1)
+

    | bi ( t + S) | | x ( t ) |
1 / ( 2i+ 1)

- | bi ( t) | | x ( t - S) |
1 / ( 2i+ 1)

] [

    - ( ak ( t ) - | bk ( t+ S) | ) | x ( t) |
1 /( 2k+ 1)

[

    - G | x ( t ) |
1/ ( 2k+ 1)

.

由定理 2. 2, 方程 ( 4) 的零解一致渐进稳定.

致谢  作者非常感谢审阅人对改进本文提出的宝贵建议.
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A s ym p t o t i c S t a b i l i t y f o r Im p u ls iv e F u n c t io n a l

D i f f e r e n t ia l E q u a t i o n s

LU O Zh -i gu o,  LU O Yan

(D epa r tm en t o f M a th em a tics, Hun an Norm a l Un iv er sity,

Chan g sha 410081, P . R. China )

A bs tr a c t: The stability fo r a c la ss o f im pu lsive func tion a l d iffe ren tia l equa tion w as inve stig a-

ted. B y im prov ing the uppe r bound o f L iapunov func tiona l and ba sed on the applica tion o f the

L iapunov second m e thod to ge the r w ith L iapunov func tion a l and Jensenc s the inequa lity, a un-i

fo rm ly stab ility theo rem and a un ifo rm ly a sym p to t ic a lly stab ility theo rem s are ob ta ined. E xam-

p les a re a lso g iven to dem onstra te the advan tag e o f our re su lts.

K ey w o rds: stab ility; im puls iv e func tiona l d iffe ren tia l equa tion; L iapunov fun ct iona ;l Jen senc s

inequa lity
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