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摘要: � Stokes方程是由动量方程和不可压缩约束耦合而成的方程组, Stokes算子是由 Stokes方程

诱导所得到的微分-积分算子.该文试从 H e lmho ltz最小耗散原理的角度, 采用对零散度矢量场进行

H odge正交分解的方法, 对 Stokes算子的性质进行分析. 结果指出 Stokes算子是 H e lm ho ltz耗散泛

函的 F r�che t导算子, 零散度约束通过 H odge正交分解诱导出一对有界线性算子,即限制算子 R和

扩张算子 �. 作为结果的应用,利用它计算 Stokes算子的特征值.

关� 键� 词: � Stokes算子; � 诱导算子; � H odge分解; � 变分方法; � 特征值问题

中图分类号: � O 357. 1 � � � 文献标识码: � A

DO:I 10. 3879 / .j issn. 1000- 0887. 2009. 11. 001

引 � �言

流体力学中刻画的 Reyno lds数流动的经典数学模型是下面的 Stokes方程:

� � - �u= f - Dp, � � 在 �中, (1)

� � divu= 0, � � 在 �中, (2)

� � u= 0, � � 在 ��上, (3)

这里 �是R
n
( n = 2, 3)中的有界开集.根据 Stokes方程H

1
0 ( � )弱解的存在性和唯一性,由这个

方程可以定义一个一对一的映射 f � u, 这个映射的逆映射, 诱导出一个线性算子,文献 [ 1]称

之为 Stokes算子,文献 [ 2-3]称它为算子 A .为了方便起见,我们沿用文献 [ 1]的称法,并跟随

文献 [ 2]标记它为

� �A �D (A ) � H, (4)

这里

� �D (A ) H
2
( �) � V, (5)

� �H u� L2
( � ) d ivu= 0, �(u ) = 0 (6)

和

� � V u�H 1
0 (� ) d ivu= 0,在 �中 (7)

以及
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� � divu �
n

i= 1

�ui
�x i

(8)

定义在分布的意义上,算子 �: H
1
( � ) � L

2
( �� ) 是由迹算子诱导出的一个线性算子

[ 1]
.

从上面的方程中我们看到,动量方程与连续方程是通过压力 p而联立在一起的,连续方程

中由于不带有时间导数项而被视为约束方程, 对此我们可以导出通常被称为 H odge正交分解

的著名几何性质,即 (Dp, u )= 0,这里的圆括号表示 H ilbert空间中的内积.由这个性质,我们可

以将 L
2
( �) 分解为两个互相正交的子空间,具体地讲,就是

� �H u� L
2
( � ) d ivu = 0, �(u ) = 0 (9)

和 H在 H ilbert空间 L
2
( � )中的正交补H

�

� �H � u� L2
(� ) u = g rad p, p�H 1

(� ) , ( 10)

基于这个正交分解,对速度矢量 u的任何扰动都可以分解为分别属于这两个子空间的分量的

直接和, 而垂直于H的分量将被投影算子 P阻尼掉,这个思想是 S tokes方程乃至 N av ier-Stokes

方程的理论与数值分析中的基本思想之一.

从 S tokes方程解的存在性和唯一性定理 (如文献 [ 1]第二章 ),我们知道 S tokes方程的弱

解是H e lm ho ltz耗散泛函的极小化子 (m in im izer),因此从H e lm ho ltz耗散泛函出发,研究 Stokes

方程解和 Stokes算子的结构是一个值得考虑的思路.

文献 [ 1-3], 特别是文献 [ 1] ,都用较大篇幅对 Stokes算子的研究成果进行了详尽的介绍.

近年来,又有许多作者从不同角度出发对 Stokes算子作了更为深入的研究, 例如文献 [ 4-8] .

本文另辟蹊径,从变分原理 (具体的说是从 H e lm ho ltz最小耗散原理 )的角度出发,采用 H odg e

正交分解,对 Stokes算子进行进一步的分析.我们的结果可以对文献 [ 1-3] 的叙述构成有益的

补充. 本文的组织结构将按下面的顺序展开:在第 1节中,我们将从 H e lm ho ltz最小耗散原理出

发,利用 H odge正交分解,从 H e lm ho ltz耗散泛函直接导出 S tokes方程, 同时得到下述结论:

H odge正交分解诱导出两个重要的线性算子, 一个是限制算子 R, 一个是扩张算子 �;而另一

方面, Stokes算子本身也可以从耗散泛函直接导出,它实际上就是 H e lm ho ltz耗散泛函在 u处

的 Fr�chet导算子.在本文的第 2节, 我们给出限制和扩张算子的一个直接应用, 利用它来计算

S tokes算子的特征值.

1� 耗散泛函的 F r�chet导数, G�teaux导数和两个诱导算子

这里我们仔细回顾著名的 H elm ho ltz最小耗散原理.我们定义下面的泛函:

� � I [w ] �� 1

2
Dw

2
- f�w dx ( 11)

和

� � V w�H 1
0 (� ) divw= 0,在 �中 , ( 12)

这里 V中的拓扑是由H
1
0 (� )中的拓扑限制于 V上而得,则我们有

定理 1� 假定 V非空, 则存在 u� V使得

� � I [ u ] = m in
w� V

I [ w ] ( 13)

且满足 S tokes方程 ( 1) ~ (3) .

事实上,对上面的泛函取变分:令 �u= u + tv,这里 u, v� V, t� R,并代入上面的泛函得

� � i( t) = I[ �u ] = �� 1

2
D (u + tv)

2
- f� (u + tv ) dx . ( 14)
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对参数 t求导数, 我们有:

� � i�( t) = �� ( t D v
2
+ D u �D v) - f� v dx . ( 15)

进一步令 t= 0,

� � 0= i
�
( 0) = �� Du �D v - f� v dx . ( 16)

如果还有 u�D (A ),利用分步积分,并整理得:

� � 0= �� v� 2
u - f� v dx= �� (

2
u - f )� v dx . ( 17)

我们看到:第 1,由于 v是 V中的任意函数,则必有 (
2
u - f )�V� ;第 2, 上面的求导过程是古典

的,亦即, S tokes方程是耗散泛函的 Eu ler-Lag range方程,而从现代技术的观点来看, 我们实际

上求得了泛函在 u的 G�teaux微分;第 3,上面 ( 16)式与 Po isson方程的弱形式完全相同, 只是

u和 v所属H
1

0 ( � )的零散度子空间 V,这说明, S tokes方程实际上就是被限制在 V中的 Po isson

方程, 也就是说,

� �Au= - �u, � � � u�D (A ) . ( 18)

基于这一点,我们可以得出, S tokes算子可以分解为由 Laplace算子 - �和限制算子 R复合而

成的椭圆型算子,可写为

� �A R �( - � ) . ( 19)

下面令 w= v + (
2
u - f ), 由我们上面的假定和推导知 w� L

2
(� ), 因此我们可以使用

H odge分解定理知,一定存在某个足够光滑的平方可积标量函数 p和 v
�� V使得 w= v

�
+ Dp,且

� � ��Dp�v�dx= 0. ( 20)

这样, 我们就有

� � v + (
2
u - f ) = v

�
+ Dp ( 21)

或者改写为

� � v - v
�
= - (

2
u - f ) + Dp . ( 22)

我们看到上式左边 v- v
�� V,右边项 (

2
u - f )�V� .如果 v= v

�
, 则有

� �Dp= 2
u - f . ( 23)

不然则用 v
�
点积 ( 22) 式两端,得到

� � �� v�� ( v- v
�
) dx= �� v

�� ( - 2
u + f ) dx + �� v��Dp dx . ( 24)

由上面推导所得正交性知,上式右边 2项都为 0; 左边显然不为 0.这是不可能的.所以只能有

� �Dp= 2
u - f . ( 25)

更进一步,我们还可以由此得到 Stokes方程的弱形式 (这个过程涉及到更精细的 C
�
0 逼近, 具

体推导可参见文献 [ 9] )

� � �� D u �D vdx= �� pd ivvdx + �� f� vdx, � � � v�H 1
0 ( � ) . ( 26)

从上面的推导我们看出,零散度约束通过 H odge分解实际上诱导出两个重要的连续线性

算子, 一个是限制算子 R,另一个是扩张算子 �, 他们之间的关系有

� � R ��= I, ( 27)

这里 I是恒等算子; 也就是说,限制算子将 H
2

0 ( �) 上的 Lap lace算子限制在 D (A ) 中而成为

S tokes算子,扩张算子则将 D (A ) 上的 S tokes算子扩张到整个 H
2

0 (� ) 上去. 我们注意到,
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H odge分解中的正交投影实际上扮演了限制算子的角色,因此限制算子 R可以用正交投影算

子 P来替代.所以上式可以改写为

� �A P �( - � ) . ( 28)

另一方面,我们看到, 对于任意的 u, v� V,

� � I [ u + v ] =
1

2 �� D u + D v
2
dx - �� f� ( u + v) dx . ( 29)

从而有:

� � I [ u + v ] - I [ u ] = �� (D u: D v- f� v) dx +
1

2 �� D v
2
dx . ( 30)

上式右端第 1项实际上就是耗散泛函 I在 u处对于 v的 Fr�chet微分, 而耗散泛函 I在 u处的

Fr�che t导算子就是我们讨论的 Stokes算子.比较本文开始时的叙述,我们认识到 S tokes算子不

仅可以从偏微分方程诱导而来,也可以直接通过 H elm ho ltz耗散泛函的 Fr�chet导算子求得.

值得指出的是, Lap lace算子和 S tokes算子都是自伴的
[ 1-2]
,这是一个值得庆幸的性质, 因

为一个自伴的算子被限制或者被扩张之后并不一定仍然是自伴的.

2� 算子特征值的计算

在这节里,我们给出上节结果的一个直接应用的例子:计算 S tokes算子的特征值.

计算算子的特征值一直是算子谱理论里的重要内容. 具体到如何计算 S tokes算子的特征

值,更是在研究流动稳定性和分岔分析等诸多应用领域起到了重要作用.根据 H ilbert的理论,

S tokes算子存在可数多个实特征值,即

� � 0 < �1 < �2 � � � �n � � . ( 31)

一般情形下不易找到 Stokes算子特征值的显式表达式. 一般认为, 这种困难是由于投影算子和

Lap lace算子不可交换所致;只有在某些特殊情况, 如 �= R
n
或者 n维环面T

n
(亦即 u和 f在空

间上呈现出某种周期性 )时,投影算子和 Lap lace算子是可交换的, 这时有著名的 Leray显式解

公式, 也可以对 u进行傅氏分析.但是到了一般情形下, 这些结果都是不能成立的,因此利用分

离变量法等方法来计算算子的特征值也常常是很困难的
[ 6-8]

.

文献 [ 10] 给出了一种计算一致椭圆微分算子的变分方法. 在本文中, 我们尝试使用这个

方法来计算 S tokes算子的特征值.

根据文献 [ 10] 75,对于一致椭圆型算子 A, 我们有如下弱形式的定义:

定义 � 对实数 �,如果存在 0� u ( x )�H 1
0 ( � ),使得

� � (Au, v ) = �(u, v), � � � v�H 1
0 (� ), ( 32)

则称 �为算子 A的 (广义 )特征值, u是对应于特征值 �的 (广义 )特征函数.

基于上面的定义,根据 Stokes方程H
1
0 (� )弱形式,我们有 Stokes算子特征值问题的表达式:

� � �� D u �D v - pd ivvdx= ��� u� vdx, � � � v�H 1
0 ( � ), ( 33)

这里, p� L2
( � )是对应于零散度约束的 Lag range乘子.接下来,我们定义:

� � Q (u ) = (Au, u ) = �� D u �Du - pd ivudx ( 34)

和

� � J (u ) = Q (u )
u

2

L 2

, � � 0 � u (x )�H 1
0 (� ) . ( 35)
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我们试图证明下面的定理:

定理 2� 如果定义

� � �1= inf
0� u� H 1

0
(� )

Q (u )

u
2

L 2

= inf
u�H 1

0
(� ), � u� =1

Q (u ), ( 36)

则 �1 � c > 0是 S tokes算子的最小特征值,这里 c是一个正的常数.

从上面的理论框架出发, 我们将在一个我们非常乐于见到的, 性质非常整齐的函数空间

H
1
0 ( �) 中寻求 Stokes算子的特征值 �m和特征函数 um (m= 1, 2, � ),但我们将遇到的困难是,
如果沿用文献 [ 10] 的方法,我们无法避开式 ( 33)泛函中的 Lagrange乘子项 pd ivu, 而这实际

上又回到了本节开始时提到的困难.

但另一方面,只要我们回顾 H elmho ltz最小耗散原理,利用上节得到的限制算子的方法,就会

发现解决上述问题的有效途径.我们注意到,在这个提法中,耗散泛函里是没有 Lag range乘子的,

但 u所属的函数空间发生了改变,具体地说,取 u� V,则 S tokes算子的特征值问题改写为

� � �� D u �D vdx= ��� u� vdx, � � � v�V, ( 37)

相应的,泛函 Q也重新定义为

� � Q (u ) = �� Du �Dudx, ( 38)

这里, 我们不再考虑算子 A H 1
0
( �) , 而是考虑算子 A V, 这里的投影算子 P可以视为限制算

子. 而根据 Lagrange乘子法的基本思想, 上面这两种表达式所求得的极值是相等的. 这样我们

就将上面提到的困难进行了转化,而新的问题是容易解决的.

定理 3� 如果定义

� � �1= in f
0� u� V

Q (u )

u
2

L
2

= inf
u� V, � u�= 1

Q (u ), ( 39)

则 �1 � c > 0是 S tokes算子的最小特征值,这里 c是一个正的常数.

定理 3的证明 � 取 V中的单位球上的极小化序列 uk,即

� � uk� V, uk L
2= 1� � ( k= 1, 2, � ) ( 40)

使得

� � lim
k� �
Q (uk ) = �1 . ( 41)

由上式知数列 Q (uk ) 有界. 由泛函 Q的定义及 Po incare不等式

� � Q (u ) = �� D u
2
dx � c u

L
2 ( 42)

知数列 uk H 1
0
有界,即 uk 是H

1

0 ( � )中的有界序列.由文献 [ 10]定理 2. 6. 3知序列 uk 是

L
2
( � )中的列紧集. 因此, uk 有收敛的子序列, 不妨仍记为 uk, 并由 L

2
(� ) 的完备性, 它在

L
2
( � )中收敛到一个函数 u� L2

( � ),即

� � uk - u
L

2 � 0, � � k � � . ( 43)

且 u
L

2= 1, 进一步还有,

� � uk + ul

2
- u

L
2

� 1
2

uk - u L
2 +

1
2

ul - u L
2 � 0, � � k, l � � , ( 44)

并由此知

� � uk + ul

2 L
2

� u
L

2= 1. ( 45)
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因为 Q (u )是 u的二次泛函,所以

� � Q uk + ul

2
+ Q

uk - ul

2
=

1
2
Q (uk ) +

1
2
Q (ul ) . ( 46)

另外由 �1的定义知

� � Q (u ) � �1 u
2

L
2, � � � u� V. ( 47)

综合上面的结果,我们有

� � � uk - ul

2

2

H
1
� Q uk - ul

2
� 1

2
Q (uk ) +

1

2
Q ( ul ) - �1

uk + ul

2

2

L
2
, ( 48)

这里 �是某个常数.将式 (41) 和 (45)代入上式, 我们得上式右端收敛于 0,从而说明 uk是 H
1
0

中的 Cauchy序列. 再由极限的唯一性及H
1
0 ( � )的完备性知

� � uk - u
H 1

0

� 0, � � u�H 1
0 (� ) . ( 49)

从而知

� �D uk � Du, � � 在 L
2
(� )中. ( 50)

所以

� � 0= d iv uk � d iv u, � � 在 L
2
(� )中, ( 51)

也就是说, u�V .据此,及 C auchy-Schw arz不等式,我们有:

� � Q (uk ) - Q ( u ) = �� Duk
2
- D u

2
dx �

� � � � ( Du L
2 + D uk L

2 ) D (u - uk ) L
2 . ( 52)

根据前面的结果,上式右边显然是收敛于 0的.因此我们有:

� � �1= lim
k� �

Q (uk ) = Q ( u) = J (u ) = inf
0� v� V

J ( v ) . ( 53)

最后, 我们通过计算泛函 J的 Eu le r-Lagrange方程,即取

� � �J (u + tv)
�t

= 0, � � � v� V, t�R, ( 54)

立刻得到 (具体过程参见文献 [ 10] )

� � (Au, v ) = �1 (u, v), � � � v� V . ( 55)

这说明, �1是 Stokes算子的特征值, u是对应于 �1的特征函数.至于 �1的最小性是很容易得到

的
[ 10]
. 证毕.

假设我们已经算出算子 A的 m - 1个特征值 �1, � , �m-1, m � 2, 且有

� � 0 < �1 < �2 � � � �m- 1, ( 56)

对应于 �1, �2, � , �m- 1的特征函数为 u1, u2, � , um- 1, 且 uk L
2= 1( k= 1, 2, � , m - 1) .记

� � Vm- 1 span u1, u2, � , um- 1 ( 57)

是特征函数 u1, u2, � , um- 1在 L2 ( � )中张成的子空间, V
�

m- 1是 Vm- 1在 L
2
(� )中的正交补. 我们

可以利用下面的定理求出算子 A的全部特征值.

定理 4

� � �m = in f
0� u� V� V�

m - 1

Q (u )

u
2

L
2

= in f
u� V� V�

m - 1
, � u� = 1

Q ( u ) ( 58)

是 Stokes算子的第 m个特征值.

定理 4的证明基本与文献 [ 10]相同,请读者参阅文献 [ 10] 80.
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Constra int Induced Restriction and Extension

OperatorsW ith Applications

CHEN Bo, � LIX iao-we,i � LIU Gao-lian

(Shan gha i In stitu te o f App lied M a them a tics a n d M echan ics,

Sha n gha i Un iver sity, Shan gha i 200072, P . R. Chin a )

Abstract: The Stokes operator is a different ia-l in tegral operator induced by the S tokes equa-

tions. F rom the po in t o f v iew of the Helm ho ltz m inimum dissipation principle the S tokes opera-

tor w as analyzed. It� s shown that, th rough the Hodge orthogonal decom position, a pair of

bounded linear operators, namely, a restriction operator and an ex tens ion operator, are induced

from the d ivergence-free constrain t. As a consequence o f the observation, it�s u tilized to ca lcu-

late the eigenvalues of the Stokes operator.

Key words: the S tokes operator; induced operators; restriction and extension; variationalmeth-

od; H odge decom position; eigenvalue problem
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