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充液功能梯度材料圆柱壳
振动特性的波动解
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摘要: � 利用波动法, 研究充满非粘滞不可压缩流体的,功能梯度材料圆柱壳的振动特性. 相关的

轴向形态用指数函数来近似,在两端简支、一端固支另一端简支和两端固支边界条件下, 计及流体

的影响, 理论研究了壳的振动频率. 通过与现有文献研究结果的比较, 验证了该方法的有效性和精

确性, 发现二者吻合得很好.
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引 � �言

充液功能梯度材料圆柱壳振动特性的研究十分重要,又是一个结构动力学中广受关注的

课题. 注液壳体在工程结构中应用广泛, 例如压力容器、油轮、飞机、飞船和海船, 等. 1952年

Junger等
[ 1 ]
最先研究了充液圆柱壳体的耦合振动. Jain

[ 2]
讨论了部分 /完全注满不可压缩非粘

性流体的,正交各向异性圆柱壳的自由振动. Goncalves和 Batista
[ 3]
分析了部分浸入液体或充

满液体的圆柱壳的频率响应. Chen等
[ 4]
研究了充液横观各向同性圆柱壳自由振动的精确解.

Zhang等
[ 5]
利用波动法, 分析了充液圆柱壳的耦合振动. Zhang等

[ 6]
用特征梁函数的近似特征

值,发展了波动法,并分析了各向同性圆柱壳的振动特性. L i
[ 7]
利用波动技术,在两端抗剪隔板

( shear d iaphragm )支承、两端固支和一端固支另一端抗剪隔板支承的边界条件下,研究了圆柱

壳的自由振动. Zhang
[ 8]
推广应用波动法, 研究了浸没于流体中的圆柱壳的耦合频率,并与有限

元法和边界元法得到的结果进行了比较验证. Natsuk i等
[ 9]
使用波动法,给出了充液双壁碳纳

米管的振动分析.他们用 Flugge壳方程作为碳纳米管振动的控制方程. H addadpour等
[ 10]
使用

4组 (平 )面内边界条件, 分析了热作用下简支功能梯度圆柱壳的自由振动. Sheng等
[ 11]
研究了
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盛有流动流体的,功能梯度材料圆柱壳的振动,他们使用一阶剪切变形理论模拟其动力学特

征.

很多学者研究过功能梯度材料构造的圆柱壳及其动力学性质. Loy等
[ 12]
最先利用 R a-

leigh-R itz法,分析了功能梯度圆柱壳的固有频率谱. P radhan等
[ 13]
在一定的边界条件下,研究

了功能梯度材料 (如不锈钢和二氧化锆 )圆柱壳的振动特性. 他们使用的是 Rale igh- R itz法,

以及轴向形态位移变形的特征梁函数. 2002年, Naeem
[ 14]
分别使用 Ra leigh-R itz法和 Ga lerk in

法,对不转动 /转动的功能梯度圆柱壳进行了振动分析.对不转动的壳体采用 R itz多项式函数

逼近相关的轴向位形,对转动的壳体采用特征梁函数逼近. N ajafizadeh和 Isvandzibaei
[ 15 ]
以板

的高阶剪切变形理论为分析基础,就环形支承条件下的不锈钢和镍构成的, 复合功能梯度材料

圆柱薄壳进行了振动分析. A rshad等
[ 16]
对具有可变体积分数律的功能梯度材料圆柱壳,给出

了频率分析.他们在一定的物理参数下,讨论了壳体频率的性质.

本文应用波动法,研究充液功能梯度材料圆柱壳的振动特征. 波动法避免了大量的代数计

算和操作.本文在两端简支、一端固支另一端简支和两端固支等不同的边界条件下, 进行了分

析计算,并与上述文献结果进行比较,验证了本文方法的有效性和精确性.

1�壳体和流体的运动方程

在本文的振动分析中,设功能梯度圆柱壳长为 L,平均半径为 R, 壳厚为 h (见图 1) .壳体

材料的弹性模量为 E, Po isson比为 �,质量密度为 �.在壳体中面上建立 (正交坐标系 ) 柱坐标

系 ( x, �, z ) .分别用 u, v和 w表示轴向、环向和径向的位移.利用 Love的一阶壳体理论
[ 17]
得到

圆柱壳的运动方程为
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图 1� 圆柱壳的几何关系

其中, N x, N �, N x�为合力, M x,M �, M x�为合力矩, 有

如下关系:

� �
(N x, N �, N x� ) = �

h /2

-h /2
( �x, ��, �x � ) dz,

(M x, M �,M x� ) = �
h /2

- h /2
(�x, ��, �x� ) zdz

( 2)

和

� � �T = �
h /2

-h /2
�dz . ( 3)

对薄圆柱壳,根据二维 Hooke定律, 式 ( 2)中的应

力 �x, ��, �x�有如下关系:
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, ( 4)

其中的应变分量 ex, e�, ex�定义为厚度方向坐标 z的线性函数,即

� � ex = e1 + zk1, e� = e2 + zk2, ex� = �+ 2z�, ( 5)

其中 ex, e�和 ex�分别为距参考面 z处的轴向应变、环向应变和剪切应变. e1, e2和 �为参考面的

应变, k1, k2, �为参考面的曲率.根据 Love壳体理论
[ 17]

,参考面的应变和曲率的表达式为
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( 6)

将式 ( 5)和 ( 6)代入式 ( 4) ,然后将结果再代入式 ( 2) ,得到合力和合力矩为

� �
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, ( 7)

其中 A ij, B ij和 D ij ( i, j = 1, 2和 6)分别为拉伸、耦合和弯曲刚度.由下式定义:

� � A ij, B ij, D ij = �
h /2

-h /2
Q ij 1, z, z

2 dz, ( 8)

其中 Q ij为薄壳的折算刚度,定义为

� � Q 11 =
E

1 - �
2, Q 22 =

E

1 - �
2, Q 12 =

�E
1 - �

2, Q 66 =
E

2( 1 + �)
, ( 9)

其中, E和 �分别为壳体材料的弹性模量和 Po isson比.将式 ( 7)、( 8)、( 9)代入方程 ( 1)并写成

矩阵形式,得

� �
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0

0

, ( 10)

其中 L ij ( i, j = 1, 2, 3)是对于 x和 �的微分算子.充满圆柱壳的流体满足声波方程,在柱坐标系

( x, �, r)中,流体的运动方程为

� � 1

r

�
�r r

��
�r

+
1

r
2
�2 �
��2

+
�2�
�x2 =

1

c
2
�2 �
�t2
, ( 11)

其中, t为时间, �为声压, c为流体的声速. x和 �坐标与壳体的对应坐标相一致, r坐标沿壳体

轴向选取.

2�波 动法

在对圆柱壳自由振动特征联合流体影响的研究中, 使用不同的数值方法,以求解壳体的动
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力学问题. Gonca lves和 Bat ista
[ 3 ]
利用 Galerkin法,研究了带有流体或浸没于流体中的简支竖向

圆柱壳的自由振动.他们利用 G alerk in法求解壳体方程, 利用特征梁函数逼近相关的轴向形

态.其中包括对这些函数的积分,积分所需要的评估将是一个冗长的积分过程.为简化该方法,

Zhang等
[ 6]
采用梁函数近似特征值,发展为波动法.该方法已为一些作者

[ 7-9 ]
所采用.壳体方程

的位移形态可以用带轴向波数 km和环向形态参数 n的波的传播形式表示, 即

� �

u ( x, �, t ) = Am sin( n�) e
( i�t- ikmx ) ,

v( x, �, t) = Bm cos( n�) e
( i�t- ikmx ) ,

w ( x, �, t) = Cm sin( n�) e
( i�t- ikmx ) ,

( 12)

其中 Am, Bm, Cm分别表示 x, �和 z方向的波幅, n为环向波数, km为轴向波数,由不同的边界条

件来确定 (参看文献 [ 5] ) . �为圆柱壳的固有圆频率.含有流体, 满足声波方程 ( 11)的声压场

在柱坐标系中的形式,可以用轴向波数 km、径向波数 k r和环向形态参数 n给出:

� � � = �m co s( n�) Jn ( krr) e
( i� t- ikmx) , ( 13)

其中 Jn (� ) 为 n阶 Bessel函数. 按照惯常的矢量关系, 径向波数 kr与轴向波数 km 有关系式

( krR )
2
= �

2
( CL /CF )

2
- ( kmR )

2
,其中 �为无量纲频率参数, CL和 CF分别为壳体和流体的声

速.由于流体与壳壁始终保持接触,在壳体内壁与流体的界面上, 流体径向位移与壳体径向位

移必须相等.该耦合条件表达为:

� � - 1 / ( i��F ) ( �� /�r ) | r = R = ( �w /�t) | r= R ( 14)

和 � � � �m = [ �
2
�F /kr J

�
n ( krR ) ]Wm, ( 15)

其中 �F为所含流体的密度, Jn ( � )上的撇号表示对变量 krR的导数.将式 ( 12)代入式 ( 10) ,并

考虑壳体内壁上的声压,再结合方程 ( 15), 我们得到矩阵形式耦合系统的运动方程:

� �

C11 C12 C13
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=

0

0

0

, ( 16)

其中 C ij ( i, j = 1, 2, 3)为在对 x和 �运算后,从 L ij得到的参数. FL为由于流体声场作用产生的

流体荷载项,由下式给出:

� � F L = �
2
(�F /�S ) (R /h ) ( krR )

- 1
[ Jn ( krR ) /J

�
n ( krR ) ] . ( 17)

由方程 ( 16), 得到以特征值问题形式的频率方程:

� �

T 11 T 12 T 13

- T 12 T 22 T 23

- T 13 T 32 T 33
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Bm

Cm

= �
2
�t

1 0 0

0 1 0

0 0 1

Am

Bm
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, ( 18)

其中引入的 T 11, T 12, T 13, T 22, T 23和 T 33在附录中给出.

若没有 FL项, 就得到非耦合圆柱壳的频率方程.利用功能强大的软件包 MATLAB求解特

征值问题 ( 18) ,得到固有频率及其模态.通过边界条件的轴向波数值的变换, 仅靠 MATLAB程

序,就可以确定壳体频率. 这就是本文采用波动法的主要特色.

3�功能梯度材料

功能梯度材料 ( FGM )是先进的复合材料, 并引起了材料科学家的极大关注. 日本学
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者
[ 18-19 ]

首先研究了这类材料,发现在极高的温度环境下,它们具有良好的性能.功能梯度材料

在极高的温度范围内,具有保持其完整性的能力, 并常常在运行条件严峻的环境中, 得到广泛

的应用.从力学和热学的观点来看,它们是微观非均匀材料, 其力学性能从一个表面到另一个

表面进行变化.它们综合了两种或更多种不同材料的混合属性,通常由陶瓷和金属混合构成.

它们是多功能的材料,陶瓷的高温抗热性和金属的强度和抗断裂韧性的理想组合,双方性能都

得到充分地利用.例如,使金属的韧性和陶瓷的耐热性紧密配合.因此, 用 FGM制作圆柱壳,以

及这些壳体充满流体时对振动的影响,正是本文要研究的. 在本文分析中, 圆柱壳由两种材料

组成:不锈钢 (M 1 )和镍 (M 2 ),壳内充满流体时, 研究其振动特性.功能梯度合成材料的性能 P

是,各组分材料的性能及其体积比的函数,即

� � P = �
l

k= 1

P kVfk, ( 19)

其中 P k和 V fk分别表示组分材料 k的材料性能和体积比. 所有组份材料的体积比的和为 1,即

� � �
l

k= 1

V fk = 1. ( 20)

对具有均匀厚度 h的圆柱壳,取中面为参考面,则体积比可表达为:

� � V f =
z

h
+ 0. 5

N

, ( 21)

其中 N为幂律指数,其取值范围为 0� N � � .由M 1和M 2这两种材料构成的 FGM圆柱壳,

其合成材料的性能,即弹性模量 E, Po isson比 �和质量密度 �由下式给出:

� �

E = (E 2 - E1 )
z
h
+ 0. 5

N

+ E 1,

�= ( �2 - �1 )
z
h
+ 0. 5

N

+ �1,

�= ( �2 - �1 ) z
h
+ 0. 5

N

+ �1,

( 22)

其中,当 z = - h /2时, E = E 1, �= �1, �= �1;而当 z = h /2时, E = E 2, �= �2, �= �2 .说明壳

体内表面的材料性能对应于组分材料 M 1,而壳体外表面的材料性能对应于组分材料M 2 . FGM

中的性能沿厚度方向变化. 因此,本文所研究的圆柱壳的性能,由壳体内表面的材料M 1逐渐变

化到壳体外表面的材料M 2 .如果壳体的厚 (度半 )径比小于 1 /20, 那么经典的壳体理论也可用

于 FGM壳.

4�数值结果和讨论

为验证本方法的有效性、效率和精度,对不同边界条件下的一些结果进行了比较. 表 1列

出了两端固支各向同性圆柱壳,在非耦合及耦合情况下的无量纲频率参数

� � � = �R (1 - �
2
) �/E,

并与 Zhang等在文献 [ 5]中给出的相应值进行了比较. Zhang等数值求解多项式频率方程, 而

本文用 MATLAB指令求解特征频率方程.计算频率参数时,我们取轴向波数 m = 1, 2, 3,几何

参数 L /R = 20, h /R = 0. 01.可以看出,本文结果非常接近或略小于文献 [ 5]得到的结果.
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� �表 1 两端固支各向同性圆柱壳组合的频率参数 � = R� ( 1 - �2 )� /E的比较

(m = 1, 2, 3, L /R = 20, h /R = 0. 01)

序号 (m, n )
文献 [ 5]

非耦合频率 �uc 耦合频率 �c

本文

非耦合频率 �uc 耦合频率 � c

1 ( 1, 2 ) 12. 17 4. 93 12. 120 7 4. 908 30

2 ( 1, 3 ) 19. 61 8. 94 19. 606 1 8. 924 07

3 ( 1, 4 ) 36. 47 18. 26 36. 474 3 18. 235 88

4 ( 2, 2 ) 28. 06 11. 48 28. 057 2 11. 351 20

5 ( 2, 3 ) 23. 28 10. 64 23. 270 7 10. 581 20

6 ( 2, 4 ) 37. 37 18. 73 37. 368 8 18. 669 50

7 ( 3, 3 ) 31. 98 14. 66 31. 956 8 14. 506 40

8 ( 3, 4 ) 39. 78 19. 96 39. 761 1 19. 842 50

� �表 2给出没有流体时, 功能梯度材料简支圆柱壳的固有频率 ( H z) , 与 Loy等
[ 12]
的结果相

比较, 其轴向半波数 m = 1,几何参数 L /R = 20, h /R = 0. 002. 体积比指数N等于 0. 5, 1, 1. 5,

壳体内表面材料为不锈钢,外表面材料为镍.从表中可以看出二者非常接近.由此表明,本文的

波动法是准确有效的,并且很容易地处理圆柱壳的振动分析.

表 2� � � � 简支条件下功能梯度材料圆柱壳的固有频率比较 ( h /R = 0. 002, L /R = 20) � � � � H z

序号
N = 0. 5

文献 [ 6 ] 本文

N = 1

文献 [ 6] 本文

N = 15

文献 [ 6] 本文

1 13. 321 0 13. 321 0 13. 211 0 13. 211 0 12. 933 0 12. 933 0

2 4. 516 0 4. 516 2 4. 480 0 4. 479 0 4. 383 0 4. 383 0

3 4. 191 0 4. 190 3 4. 156 9 4. 156 0 4. 065 0 4. 065 0

4 7. 097 2 7. 096 7 7. 038 0 7. 037 9 6. 885 0 6. 885 0

5 11. 336 0 11. 335 0 11. 241 0 11. 240 7 10. 999 0 10. 998 0

6 16. 594 0 16. 593 5 16. 455 0 16. 454 9 16. 101 0 16. 101 0

7 22. 826 0 22. 825 8 22. 635 0 22. 634 9 22. 148 0 22. 148 0

8 30. 023 0 30. 022 5 29. 771 0 29. 771 0 29. 132 0 29. 132 0

9 38. 181 0 38. 181 1 37. 862 0 37. 861 5 37. 048 0 37. 048 0

10 47. 301 0 47. 300 5 46. 905 0 46. 904 6 45. 897 0 45. 897 0

� �表 3 功能梯度圆柱壳各组分材料的特性

材料 参数 P0 P- 1 P 1 P 2 P 3 P

不锈钢

E /(N /m2 ) 201. 04E + 09 0 3. 079E - 04 - 6. 534E - 07 0 2. 077 88E + 11

� 0. 326 2 0 - 2. 002E - 04 3. 797E - 07 0 0. 317 756

�/ ( kg /m 3 ) 8 166 0 0 0 0 8 166

镍

E /(N /m2 ) 223. 95E + 9 0 - 2. 794E - 4 - 3. 998E- 9 0 2. 050 98E + 11

� 0. 310 0 0 0 0 0 0. 310 0

�/ ( kg /m 3 ) 8 900 0 0 0 0 8 900

� �本文研究了在一定边界条件下, 充满液体的功能梯度材料圆柱壳的振动特征.假设壳体的
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功能梯度组分材料由不锈钢和镍制作.壳体的构造是可以改变的, 分两种类型.类型� ,内表面

是不锈钢外表面是镍,类型�正好相反.充水的功能梯度圆柱壳,其声速为 c = 1 500m /s, 质量

密度为 �3 = 1 000 kg /m
3
. 表 3列出温度T = 300K时,不锈钢和镍的材料特性.表 3所列功能

梯度壳的强度性能与温度有关.在标准环境温度下, 我们计算了两端简支 ( S-S)、一端固支另

一端简支 ( C-S)和两端固支 ( C-C)圆柱壳的耦合频率.

表 4列出在两端简支、两端固支和一端固支另一端简支的边界条件下, �型圆柱壳耦合和

非耦合振动固有频率 (H z)的变化和比较. 可以看出,在以上边界条件下,固有频率随 N的增大

而增大. 耦合情况下, 固有频率也随环向波数的增大而增大;而非耦合情况下,固有频率的变

化,与无液各向同性壳类似.同时,固有频率随轴向波数 m 的增大而增大.边界约束增加,频率

增大更甚.两端固支边界的频率最大,两端简支边界的频率最小.

表 4 两端简支、两端固支和一端简支另一端固支边界条件下,

� 型功能梯度材料圆柱壳的耦合 � c
/Hz与非耦合 ( �uc

/Hz)频率

边界

条件
m n

N = 0. 3 N = 1 N = 5 N = 10

� uc /H z � c /H z 比值 � uc /H z � c /H z 比值 � uc /H z � c /H z 比值 � uc /H z � c /H z 比值

S-S

1

2 4. 416 0 0. 903 1 4. 889 8 4. 473 7 0. 904 9 4. 943 9 4. 549 8 0. 907 6 5. 013 0 4. 568 3 0. 908 3 5. 029 5

3 4. 094 0 0. 959 9 4. 265 0 4. 147 8 0. 962 0 4. 311 6 4. 218 3 0. 965 0 4. 371 3 4. 236 8 0. 966 1 4. 385 5

4 6. 939 1 1. 823 4 3. 805 6 7. 032 5 1. 828 4 3. 846 3 7. 150 5 1. 834 0 3. 898 9 7. 181 2 1. 836 1 3. 911 1

5 11. 086 8 3. 198 2 3. 466 6 11. 237 2 3. 207 7 3. 503 2 11. 424 9 3. 217 9 3. 550 4 11. 473 4 3. 221 6 3. 561 4

2

2 16. 628 2 3. 398 8 4. 892 4 16. 848 0 3. 406 2 4. 946 3 17. 132 6 3. 415 8 5. 015 7 17. 199 5 3. 418 1 5. 031 9

3 8. 716 6 2. 041 9 4. 268 9 8. 829 9 2. 046 2 4. 315 3 8. 980 7 2. 052 7 4. 375 1 9. 017 9 2. 054 6 4. 389 1

4 8. 262 3 2. 169 7 3. 808 0 8. 370 4 2. 174 8 3. 848 8 8. 513 0 2. 182 0 3. 901 5 8. 550 3 2. 184 7 3. 913 7

5 11. 483 1 3. 310 9 3. 468 3 11. 636 6 3. 320 1 3. 504 9 11. 832 7 3. 331 2 3. 552 1 11. 883 9 3. 335 2 3. 563 2

C-C

1

2 9. 523 3 1. 947 3 4. 890 5 9. 648 7 1. 951 4 4. 944 5 9. 812 1 1. 956 9 5. 014 1 9. 850 8 1. 958 3 5. 030 3

3 5. 742 2 1. 345 8 4. 266 8 5. 816 6 1. 348 6 4. 313 1 5. 916 1 1. 352 9 4. 372 9 5. 941 5 1. 354 4 4. 386 8

4 7. 326 4 1. 924 7 3. 806 5 7. 423 7 1. 929 6 3. 847 3 7. 549 2 1. 935 7 3. 900 0 7. 582 2 1. 938 1 3. 912 2

5 11. 200 0 3. 230 2 3. 467 3 11. 351 0 3. 239 5 3. 503 9 11. 541 3 3. 250 1 3. 551 1 11. 590 7 3. 253 9 3. 562 1

2

2 25. 549 7 5. 218 9 4. 895 6 25. 887 8 5. 230 3 4. 949 6 26. 324 5 5. 244 8 5. 019 2 26. 426 9 5. 248 3 5. 035 3

3 12. 846 7 3. 007 3 4. 271 8 13. 014 5 3. 013 8 4. 318 3 13. 236 0 3. 023 2 4. 378 1 13. 289 6 3. 025 8 4. 392 1

4 9. 928 4 2. 605 9 3. 810 0 10. 057 3 2. 611 7 3. 850 9 10. 229 3 2. 620 6 3. 903 4 10. 273 6 2. 623 7 3. 915 7

5 12. 042 7 3. 471 0 3. 469 5 12. 202 2 3. 480 2 3. 506 2 12. 408 8 3. 492 1 3. 553 4 12. 463 0 3. 496 5 3. 564 4

S-C

1

2 6. 706 3 1. 371 4 4. 890 1 6. 794 3 1. 374 2 4. 944 2 6. 909 6 1. 378 2 5. 013 5 6. 937 2 1. 379 2 5. 029 9

3 4. 747 5 1. 112 9 4. 265 9 4. 809 3 1. 115 3 4. 312 1 4. 891 4 1. 118 8 4. 372 0 4. 912 7 1. 120 1 4. 385 9

4 7. 080 2 1. 860 3 3. 805 9 7. 174 9 1. 865 2 3. 846 7 7. 295 7 1. 871 0 3. 899 4 7. 327 3 1. 873 2 3. 911 6

5 11. 128 3 3. 209 9 3. 466 9 11. 278 8 3. 219 3 3. 503 5 11. 467 5 3. 229 6 3. 550 7 11. 516 4 3. 233 4 3. 561 7

2

2 20. 872 5 4. 265 1 4. 893 8 21. 148 5 4. 274 4 4. 947 7 21. 505 5 4. 286 4 5. 017 1 21. 589 3 4. 289 2 5. 033 4

3 10. 647 9 2. 493 5 4. 270 3 10. 786 7 2. 498 8 4. 316 8 10. 970 5 2. 506 7 4. 376 5 11. 015 5 2. 508 9 4. 390 6

4 8. 998 5 2. 362 5 3. 808 9 9. 115 7 2. 367 9 3. 849 7 9. 271 4 2. 375 8 3. 902 4 9. 311 8 2. 378 7 3. 914 7

5 11. 721 5 3. 379 1 3. 468 8 11. 877 5 3. 388 2 3. 505 5 12. 078 1 3. 399 7 3. 552 7 12. 130 7 3. 403 9 3. 563 8

� �表 5列出在两端简支、两端固支和一端固支另一端简支边界条件下, �型圆柱壳固有频率
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(H z)的变化.可以看出,壳体频率随 N的增大而减小,频率变化情况与�型正相反.

表 5 两端简支、两端固支和一端简支另一端固支边界条件下,

� 型功能梯度材料圆柱壳的耦合 ( � c /Hz)与非耦合 ( �uc /Hz)频率

边界

条件
m n

N = 0. 3 N = 1 N = 5 N = 10

� uc /H z � c /H z 比值 � uc /H z � c /H z 比值 � uc /H z � c /H z 比值 � uc /H z � c /H z 比值

S-S

1

2 4. 539 1 0. 907 9 4. 999 6 4. 479 5 0. 906 1 4. 943 7 4. 406 3 0. 903 4 4. 877 5 4. 389 3 0. 902 7 4. 862 4

3 4. 212 0 0. 966 1 4. 359 8 4. 156 2 0. 964 0 4. 311 4 4. 088 5 0. 961 0 4. 254 4 4. 071 5 0. 959 9 4. 241 6

4 7. 134 6 1. 834 8 3. 888 5 7. 038 0 1. 829 8 3. 846 3 6. 924 7 1. 824 2 3. 796 0 6. 896 6 1. 822 2 3. 784 8

5 11. 396 3 3. 218 3 3. 541 1 11. 240 7 3. 208 7 3. 503 2 11. 060 7 3. 198 5 3. 458 1 11. 016 3 3. 194 9 3. 448 1

2

2 17. 081 2 3. 414 8 5. 002 1 16. 854 1 3. 407 5 4. 946 2 16. 580 8 3. 397 9 4. 879 7 16. 519 5 3. 395 6 4. 865 0

3 8. 962 9 2. 054 1 4. 363 4 8. 845 7 2. 049 9 4. 315 2 8. 700 7 2. 043 4 4. 258 0 8. 666 5 2. 041 4 4. 245 4

4 8. 501 0 2. 184 7 3. 891 2 8. 389 0 2. 179 6 3. 848 9 8. 251 9 2. 172 4 3. 798 5 8. 217 6 2. 169 7 3. 787 4

5 11. 809 6 3. 333 4 3. 542 8 11. 650 7 3. 324 1 3. 504 9 11. 462 5 3. 313 1 3. 459 8 11. 415 4 3. 309 1 3. 449 7

C-C

1

2 9. 784 4 1. 956 7 5. 000 5 9. 654 7 1. 952 6 4. 944 5 9. 497 8 1. 947 1 4. 877 9 9. 462 3 1. 945 7 4. 863 2

3 5. 907 2 1. 354 5 4. 361 2 5. 830 1 1. 351 7 4. 313 2 5. 734 4 1. 347 4 4. 255 9 5. 711 0 1. 345 9 4. 243 3

4 7. 536 1 1. 937 5 3. 889 6 7. 435 4 1. 932 6 3. 847 4 7. 314 8 1. 926 5 3. 796 9 7. 284 6 1. 924 1 3. 786 0

5 11. 515 2 3. 251 2 3. 541 8 11. 359 0 3. 241 8 3. 503 9 11. 176 4 3. 231 3 3. 458 8 11. 131 0 3. 227 5 3. 448 8

2

2 26. 243 5 5. 242 9 5. 005 5 25. 894 1 5. 231 5 4. 949 7 25. 474 7 5. 216 9 4. 883 1 25. 381 1 5. 213 5 4. 868 3

3 13. 204 8 3. 024 2 4. 366 4 13. 031 2 3. 017 7 4. 318 3 12. 818 3 3. 008 3 4. 261 0 12. 769 1 3. 005 7 4. 248 3

4 10. 214 9 2. 623 8 3. 893 2 10. 081 4 2. 618 0 3. 850 8 9. 916 0 2. 609 2 3. 800 4 9. 875 2 2. 606 1 3. 789 3

5 12. 388 3 3. 495 4 3. 544 2 12. 223 1 3. 486 2 3. 506 1 12. 024 6 3. 474 3 3. 461 0 11. 974 8 3. 469 9 3. 451 1

S-C

1

2 6. 891 3 1. 378 3 4. 999 9 6. 800 3 1. 375 5 4. 943 9 6. 689 5 1. 371 5 4. 877 5 6. 664 3 1. 370 5 4. 862 7

3 4. 884 6 1. 120 2 4. 360 5 4. 820 6 1. 117 9 4. 312 2 4. 741 6 1. 114 4 4. 254 8 4. 722 0 1. 113 1 4. 242 2

4 7. 281 3 1. 872 3 3. 889 0 7. 183 3 1. 867 4 3. 846 7 7. 067 2 1. 861 6 3. 796 3 7. 038 2 1. 859 4 3. 785 2

5 11. 440 1 3. 230 3 3. 541 5 11. 284 4 3. 220 9 3. 503 5 11. 103 3 3. 210 6 3. 458 3 11. 058 5 3. 206 9 3. 448 3

2

2 21. 440 0 4. 284 9 5. 003 6 21. 154 7 4. 275 7 4. 947 7 20. 811 9 4. 263 7 4. 881 2 20. 735 2 4. 260 9 4. 866 4

3 10. 946 6 2. 507 9 4. 364 8 10. 803 1 2. 502 6 4. 316 8 10. 626 3 2. 494 8 4. 259 4 10. 585 0 2. 492 5 4. 246 7

4 9. 258 6 2. 378 8 3. 892 1 9. 137 2 2. 373 5 3. 849 7 8. 987 5 2. 365 5 3. 799 4 8. 950 3 2. 362 7 3. 788 2

5 12. 056 4 3. 402 4 3. 543 5 11. 894 9 3. 393 2 3. 505 5 11. 702 3 3. 381 8 3. 460 4 11. 654 0 3. 377 6 3. 450 4

� �图 2示出,两端简支、两端固支和一端固支另一端简支边界条件下, �型功能梯度材料圆

柱壳耦合固有频率 (H z)和环向波数 n的关系. �型功能梯度材料圆柱壳, 在对应的支承条件

下,显示出和 �型相同的变化.

图 3示出,在 3种边界条件下,当固定 N值时, �型功能梯度材料圆柱壳的耦合频率随环

向波数 n的变化.可以看出,两端固支时固有频率较大,两端简支时固有频率较小. �型功能梯

度材料圆柱壳的耦合频率的变化趋势与�型相同.

图 4示出功能梯度材料圆柱壳耦合频率 �c与体积比指数N的关系, � 型的 �c随 N增大

而增大, � 型的 �c随N增大而减小. 还可以得到,壳体充液后频率降低. �型情况时, 耦合和非

耦合频率的比值随体积比指数 N的增大而增大;固定 N值时,随环向波数的增大而减小. �型

情况时,耦合和非耦合频率的比值随体积数比 N的增大而减小,固定N值时,随环向波数增大
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而减小.

( a) ( b) ( c)

图 2� 在两端简支 ( S-S)、两端固支 ( C-C)和一端简支另一端固支 ( S-C)边界条件下,

� 型功能梯度材料圆柱壳耦合频率 ( H z)随环向波数 n的变化

图 3� 3种边界条件下, � 型功能梯度材料圆柱壳� � 图 4� 两端简支边界条件下, � 型和� 型功能

耦合频率 ( H z)随环向波数 n的变化 梯度材料圆柱壳耦合振动频率 ( H z)与

体积比指数 N的变化

5�结论和说明

本文研究充液功能梯度材料圆柱壳的振动频率,分析中考虑了体积分数律. 壳振动频率呈

幂指数律变化, 3种边界条件:两端简支、一端固支另一端简支和两端固支.壳内是否充液要影

响功能梯度材料壳的耦合频率 ( H z). 值得注意的是, 功能梯度材料圆柱壳的耦合振动频率小

于非耦合振动频率.在特征梁函数的近似特征值的基础上, 用波动法求解圆柱壳的控制方程.

本方法非常简便、快捷、结果精确.本方法可推广应用于旋转壳、层压壳等其它的壳体问题.

附� �录

T ij表达式

� � T 11 = (K m )
2A 11 +

n2

R 2A 66 - �
2 h�T,

� � T 12 = -
iK mn

R (A 12 + A 66 ) +
B12

R
+

2B66

R
,

� � T 13 = iKm

A 12

R
+ (Km )

2B11 +
n2

R2
( 2B66 + B12 ) ,

� � T 22 = (K m )
2
A 66 +

4B 66

R
+

4D 66

R2
+
n2

R2 A 22 +
2B22

R
+
D 22

R 2
- �2 h�T,

� � T 23 = n(Km )
2 B12 + B66

R
+
D 12 + 4D 66

R 2
+

n

R2 A 22 +
B 22

R
+

n3

R3 B22 +
D 22

R
,
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� � T 33 =
(Km )

2n2

R2
[ D 12 + 2D 66 ] +

n2

R3 2B 22 +
n2D 22

R
+ (Km )

2 2B 12

R
+ (Km )

2D 11
+
A 22

R 2
- �2 h�T + FL .

[参 �考 �文 �献 ]

[ 1]� JungerM C, M ass C. V ibration of elastics she lls in a flu idm ed ium and the associated rad iat ion

of sound[ J] . Jou rn a l of App lied M echan ics, 1952, 74: 439-445.

[ 2]� Ja in R K. V ib ration o f fluid-filled, ortho trop ic cylindrical shells [ J] . Jou rn a l o f S ou nd an d Vi-

bra tion , 1974, 37( 3): 379-388.

[ 3]� Goncalves P B, Batista R C. Frequency response of cylindrical shells part ially submerged or

filled w ith liqu id[ J]. J ou rn a l o f S oun d and V ibra tion , 1987, 113( 1): 59-70.

[ 4]� CHEN We-i q iu, DING H ao-J iang. Natural frequencies o f flu id-filled transverse ly isotropic cylin-

drica l shells[ J]. In tern a tiona l J ou rn a l o f M echan ica l Sc ien ces, 1999, 41( 6): 677-684.

[ 5]� Zhang X M, L iu G R, Lam K Y. Coup led vibration analysis of flu id filled cylindrical she lls using

the wave propagation approach[ J]. J ou rn a l o f Applied Acou stics, 2001, 62( 3): 229-243.

[ 6]� Zhang X M, L iu G R, Lam K Y. V ibration analys is of th in cylindrical shells using wave propaga-

tion approach[ J]. J ou rn a l o f S ou nd an d V ibr a tion, 2001, 239( 3): 397-403.

[ 7]� L I Xue-bin. S tudy o f free vib ration analysis o f circular cylindrical shells us ing wave propaga-

tion [ J]. J ou rna l o f S oun d and V ibra tion, 2008, 311( 3 /5): 667-682.

[ 8]� Zhang X M. F requency analysis o f subm erged cylindrical shells w ith thewave propagation ap-

proach[ J]. In terna tion a l J ou rn a l of M echan ica l Sci en ces, 2002, 44( 7): 1259-1273.

[ 9]� N atsuki T, N I Q-Q, EndoM. V ib ration analysis o f flu id-filled carbon nano tubes us ing the wave

propagation approach[ J] . J ou rn a l of App lied Ph y sics A, M a ter ia l S cien ce an d P rocess in g,

2008, 90( 3): 441-445.

[ 10]� Haddadpour H, M ahmoudkhan i S, Navaz i H M. F ree vibration analys is of functiona lly graded

cylindrical shells includ ing therm al effects [ J ]. J ou rn a l o f Th in-Wa lled Stru ctu r es, 2007, 45

( 6): 591-599.

[ 11]� Sheng G G, W ang X. Thermo m echanica l v ibrat ion ana lysis o f a funct ionally graded she ll w ith

flow ing flu id[ J]. Eu ropean J ou rn a l o f M echan ics -A /So lids, 2008, 27( 6): 1075-1087.

[ 12]� Loy C T, Lam K Y, Reddy J N. V ibrat ion of functionally graded cylindrical shells[ J]. In t J M ech

Sci, 1999, 41( 3): 309-324.

[ 13]� Pradhan S C, Loy C T, Lam K Y, et a l. V ibration characteris tics of functionally graded cylindr-i

cal she lls under various boundary cond itions[ J]. Applied Acou stics, 2000, 61( 1): 111-129.

[ 14]� N aeem M N. V ib rational frequency analys is o f non-ro tating and ro tating FGM circu lar cylindr-i

cal she lls[D ]. Ph D Thes is. M anchester, UK: Un iversity o fM anchester Institu te of Science and

T echno logy, 2002.

[ 15]� N ajaf izadeh M M, IsvandzibaeiM R. V ibration of functionally graded cylindrical she lls based on

h igher order shear deform ation p late theory w ith ring support[ J]. Acta M echan ica , 2007, 191

( 1 /2): 75-91.

[ 16]� Arshad S H, Naeem M N, Su ltana N. Frequency analys is of functionally graded m aterial cylin-

drica l shellsw ith various vo lum e fraction law [ J ]. Jou rn a l of M echan ica l En g in eer in g Sci-

en ce, 2007, 221( 12): 1483-1495.

[ 17] � Love A E H. A T rea tise on th e Ma them a tica l Theor y o f E la sticity [M ] . 4th ed. Cambridge:

1316 Z� 伊克巴尔� � M� N� 纳伊姆� � N� 萨尔塔纳� � S� H� 阿沙德� � A� 沙赫



Cam bridge Un iversity Press, 1952.

[ 18]� Yam anouch iM, Ko izum iM, H iraiT, et a l. Pr o ceed in g o f th e F ir st In tern a t ion a l Sym posium on

Fun ction a lly G rad ien t Ma ter ia ls [ C ]. Japan: Senda,i 1990.

[ 19]� Koizum iM. Functionally gradien tm ateria ls the concep t of FGM [ J]. C eram ic T ran sac tion s,

1993, 34: 3-10.

V ibration Characteristics of FGM C ircalar Cylindrical

Shells Containing Fluid UsingW ave

Propagation Approach

Zafar Iqbal
1
, � Muhammad Naw az Naeem

2
, � Nazra Sultana

1
,

Shahid Hussain Arshad
1
, � Abdulghafar Shah

3

( 1. Depa r tm en t o f M a th em a t ics, Un iv er si ty o f Sa r g odha , Sa r godha ,

Pun jab, Pakistan ;

2. Depa r tm en t o f M a th em a tics, G . C. Un iv er sity Fa i sa labad, Pun jab, Pakistan;

3. D epa r tm en t o f Ma th em a tics, Th e Is lam ia Un iver sity o f Bahaw a lpu r ,

Pun jab, Pakistan )

Abstract: The v ibration characteristics o f functionally gradedm ateria l circu lar cy lindrical she ll

con ta in ing flu id are exam ined by em ploy ing thewave propagation approach. The shellwas filled

w ith a non-viscous and incom pressible flu id. Ax ialm odal dependence was approx im ated by ex-

ponen tial functions. A theoret ical study o f shell vibration frequencies was analyzed for sim p ly

supported-sim p ly supported, clam ped- s im ply supported and clam ped-c lam ped, boundary cond-i

tionsw ith the flu id effect. V alidity and accuracy of the presen tm ethod was con firmed by com-

paring the present results w ith those availab le in the literature. A good agreementwas observed

between the two sets of the resu lts.

Key words: funct ionally gradedm ateria;l Love 's shell theory; cy lindrical shel;l vo lume fraction

law; natu ral frequency; wave propagation
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